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Prefață la versiunea în |. română 


Scrierea unui curs bun de fizică generală este astăzi o sarcină deosebit de grea. Autorii 
sint confruntați cu necesitatea de a face numeroase opțiuni în materie de conţinut, metodică 
şi formă, de atitudine, atit față de progresele fizicii cit și față de cei ce se inițiază in tainele 
ei. O întrunire adecvată a acestor opțiuni poate avea ca rezultat un material cu valoare de 
referință ce se va bucura de o largă circulație. Dimpotrivă, o alegere necorespunzătoare a 
mijloacelor poate să îngreuneze, dacă nu să dăuneze, înțelegerii și însușirii disciplinei. La ori- 
ginea acestei situaţii se află, desigur, dezvoltarea foarte rapidă a cercetării științifice de fizică. 
Volumul de informații creşte continuu, iar importanța relativă a multor fapte se schimbă. 
Aceasta creează greutăți în selectarea corectă a elementelor și noțiunilor de bază, proces care 
au poate fi realizat prin simple adăugiri și eliminări, ci necesită o muncă de analiză și sinteză, 
de evaluare și ordonare. In același timp, ritmul rapid de acumulare face ca ceea ce astăzi este 
surprinzător și de avangardă, miine să apară ca vechi și uneori depășit. Asimilarea într-un 
curs universitar a noutăților științifice trebuie făcută astfel încit modificările ulterioare să 
conserve, pe o perioadă cit mai îndelungată, structura logică și valoarea de cunoaștere a 
faptelor expuse. Imaginea pe care cursul sau manualul de fizică ține să o creeze în conștiința 
studentului este aceea a unei științe a naturii solid constituite şi, totodată, orientată mereu 
spre progres. 

Întregul proces de instruire este de fapt supus acestor exigențe, iar numeroasele căutări 
din întreaga lume privind organizarea și modernizarea predării fizicii reflectă tocmai conștiința 
că soluţiile actuale pot fi, în continuare, îmbunătățite. 

Modul de organizare și orientare a procesului de învățămînt nâzuiește spre formarea unor 
specialişti cu o gîndire sistematică și, totodată, independentă și creatoare. Se știe că învăță- 
miântul strict expozitiv-deductiv, cu pretenția de a da enunțuri definitive unor constatări vala- 
bile în general numai pentru cazuri idealizate, determină formarea unor specialiști limitați, 
incapabili să vadă dincolo de litera cărții. Claritatea și logica internă a unei cărți nu este contra- 
dictorie cu deschiderea sa către faptele reale, care nu pot fi tratate în general exact, putind 
îi în schimb modelate din ce în ce mai adecvat. De aceea, aprecierea valorii unui curs de 
lizică generală trebuie făcută nu numai din punctul de vedere al clarității faptelor prezentate 
ci, în egală măsură, prin deschiderea pe care o oferă înțelegerii fenomenelor complexe în inter- 
dependență. “ 

Aplicarea cit mai eficientă a unor asemenea criterii de orientare şi evaluare a materialului 
didactic constituie o preocupare permanentă a învățămîntului din țara noastră, angajat într-un 
proces de continuă perfecționare, în pas cu exigenţele progresului și în acord cu condițiile deo- 
sebite create de statul nostru invățămintului și cercetării științifice. O serie de cărți de fizică 
de bună calitate apărute în ultimii ani demonstrează concret rezultatele acestei preocupări. 
În acest sens, traducerea în limba română a cursului de fizică al Universităţii diu Berkeley 
poate constitui o contribuție exemplară. 

Cursul, apărut în cinci volume, conține lecțiile de fizică generală pentru studenţii anilor 
1 II de la Universitatea Berkeley — SUA. Între autori am recunoscut cn plăcere fizicieni 
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ale căror înaltă competență și autoritate profesională de cercetători le-am putut aprecia din 
experiența contactelor și colaborării directe. 

De data aceasta, specialiști ca Knight, Kittel, Pound, Purcell și alții sînt, în primul 
rînd, profesori. Scopul lor mărturisit este de a prezenta un ciclu de lecții care să permită atit 
formarea gindirii fizice cit și însușirea noțiunilor de bază ale acestei științe. Cele cinci volume 
— mecanica, electricitatea, oscilații și unde, fizica cuantică, fizica statistică-nu constituie unități 
închise, fiind legate unele de altele prin exemple interesante care se referă la fenomene ce 
urmează a fi prezentate sau prin referiri la legi și noțiuni discutate anterior. Dezvoltarea cursu- 
lui se face din aproape în aproape, într-o succesiune firească. Nivelul matematic este accesibil, 
redus la strictul necesar, în centrul atenției autorilor aflindu-se explicația sensului fizic al 
fenomenelor. Se realizează astfel o tratare clară, modernă și unitară a întregului ansamblu 
al ideilor de bază ale fizicii. 

Fiecare volum posedă un material de metodică a predării capitolului respectiv, destinat 
profesorului cit și unele recomandări ale autorilor către student. Prefeţele volumelor dau lămu- 
riri complete asupra conținutului și metodicii. Se scoate astfel In evidență atenția cu care 
aceste lucrări au fost elaborate, reprezentind și sub acest aspect un model de lucru care poate 
fi studiat cu folos și la noi în țară. 

Cu toate că materia prezentată în fiecare volum se propune a fi predată într-o perioadă 
scurtă de timp (85—14 săptămîni), spațiul alocat este suficient pentru ca studentul să poată 
efectua un studiu individual. În acest scop sint indicate lucrări bibliografice, sint date'exerciții 
şi probleme și sînt expuse și propuse spre efectuare o serie de experimente pentru acasă. Se 
încearcă şi se reușește, să se aducă „acasă“ fizica studiată la facultate. 

Pe baza experienţei dobindite în mai mulți ani de predare, cursul a suferit modificări 
care i-au îmbunătățit conținutul și au permis aducerea lui la o formă cit mai adecvată, didactic 
şi științific. 

Dacă, se ține seama, de faptul că în cadrul programului Berkeley a fost pus la punct 
şi un set de lucrări de laborator, se poate aprecia că acest curs este bine echilibrat, cuprinzind 
atît aspectele teoretice cit şi cele experimentale esențiale în predarea fizicii generale. 

Sînt sigur că lucrarea va fi mult folosită de toți cei care fac primii pași în însușirea meseriei 
de fizician reprezentind, alături de alte traduceri și tratate scrise de specialiști români, o carte 
de referință. Consider că Editura didactică și pedagogică face, prin publicarea traducerii acestui 
cars, un serviciu real invățămintului de fizică, precum și învățămintului tehnic, în general, 
din țara noastră, 


acad. prof. loan Ursu 


Cuvînt înainte 


Una dintre problemele urgente ce confruntă astăzi universitățile este aceea a invățămintu- 
u: studențesc. Pe măsură ce cercetarea ştiinţifică devine din ce în ce mai importantă în facul- 
tate, un „rabat subtil la procesul de invățămint“ (pentru a-l cita pe filozoful Sidney Hook) 
„re loc mult prea adesea. În plus, în multe domenii, conținutul şi structura în schimbare a 

unoștinţelor ca rezultat al cercetării științifice a creat nevoia unei revizii generale. Acest fapt 
este desigur adevărat și pentru ştiinţa fizicii, 

Este, astfel, o plăcere să contribui cu un cuvint înainte la Cursul și Laboratorul de 
tuzcă Berkeley, care constituie o majoră îmbunătățire a programei universitare destinată a 
reflecta fantastica revoluție realizată în fizică în ultimii o sută de ani. Acest curs reflectă 
eforturile multor fizicieni care lucrează in domenii de virf ale cercetării și s-a bucurat de 
sprijinul Fundaţiei Naţionale de Știință, printr-o donaţie către compania Serviciile Educa- 
ționale. Cursul a fost verificat cu succes în cadrul orelor de fizică la anii mici ai Universității 
din California, Berkeley, pe o perioadă de citeva semestre. Cursul reprezintă un progres edv- 
<ațional marcant şi eu sper că va fi folosit pe scară largă. 

Universitatea din California uste fericită de a fi gazda grupului  interuniversitar respon- 
xabil pentru elaborarea acestui nou curs și laborator și bucuroasă că un număr de studenți, 
de la Berkeley, s-au oferit să ajute la testarea lui. Apreciem mult sprijinul financiar al Fundației 
Naționale de Știință și cooperarea cu compania Serziciile Educaționale. Poate gratitudinea 
cea mai mare trebuie să o avem față de interesul viu manifestat pentru învățămintul stu. 
„jențesc de un număr substanțial de membri ai Universităţii din California ce au participat la 
:mbunătățirea acestei programe. Tradiţia savantului dascăl este veche şi de onoare; munca 
dăruită acestui nou curs şi laborator de fizică arată că tradiția mai este încă onorată la 
î"uiversitatea din California. 


Clark Kerr 


Prefațţă la ediţia a doua a volumului întîi 


Volumul i al cursului de fizică de la, Berkeley u fost utilizat în forma lezată timp de 
aproape șapte ani. Acum cițiza ani s-a considerat necesară o revizie. Pină in acel moment, 
fiecare dintre noi predase acest curs la Berkeley de citeva ori și pe baza experienței proprii 
precum și a discuţiilor cu colegii,atit de la Berkeley cit și de la alte instituții, am studiat 
și operat modificările necesare pentru a-l face mai „didactic: pentru studenții de la fizică și 
inginerie. Astfel s-a trecut la această revizuire. 

Am încercat să păstrăm modul direct de abordare ce era caracteristic intregului curs 
de fizică de la Berkeley, folosirea unor exemple luate din laboratoarele de cercetare precum 
și prezentarea unor subiscte interesante ce fuseseră adesea considerate prea avansate pentru 
un curs introductiv. Am scos citeva dintre Temele avansate din volumul 1 precum si cap: 
tolul 15 „Particulele fizicii moderne“, cu credința că ele nu sint des folosite intr-un curs de 
acest nivel. Modificarea cea mai mare a constat în rescrierea completă a capitolului 8: Miscarea 
corpului rigid“. Deși acum acest capitol are un caracter mult mai pămintean el este mai potrivit 
cu nivelul studenților. Ordinea de prezentare a subiectelor a rămas aceeaşi cu uxcepția capi- 
tolelor 3 şi 4 care au fost interschimbate, în speranța că o anumită familiarizare a studentului 
cu aplicaţiile obișnuite ale legilor Newtoniene ale mișcării va pune bazele unei mai bune ințe- 
legeri a conceptului întrucitra mai avansat al transformărilor Galileene. În sfirsi, deoarece 
studenții au intimpinat substanțiale dificultăți cu aparatul matematic, in special cu ecuațiile 
diferențiale, am adăugat un număr de note matematice. 

Îndrumările metodice care urmează vor detalia modul de utilizare a acestei cărți ca manual . 
Există încă mai mult material decit cel necesar pentru un curs de un semestru sau de un 
pătrar. Cel care predă trebuie să facă o alegere judicioasă a materialului pe care dorește să-l 
utilizeze. În ultimii ani, trecerea la Berkeley la sistemul pătrarelor a făcut, din nefericire, nece- 
sară separarea lucrărilor de laborator de materia din primul pătrar cind se studiază mecanica. 
Un curs introductiv trebuie să fie legat de laborator și revrederea laboratorului de fizică Berkeley 
de Alan Portis și Hugh Young ne oferă lucrări de laborator valoroase pentru orice introducere 
în mecanică. 

Am beneficiat de ajutorul și critica multor colegi. În mod special, remarcăm ajutorul 
d-rei Miriam Machlis în pregătirea acestei revizuiri, 


A. Cari Helmho!z 
Burton ]. Moyer 


Prefaţa originală la cursul de fizică Berkeley 


Acesta este un curs general de fizică de doi ani pentru studenții ce urmează științele 
şi ingineria. Intenţia autorilor a fost de a prezenta elementele de fizică, pe cit posibil, în 
modul în care sint folosite de către fizicienii ce lucrează pe fronturi inaintate ale domeniului 
lor. Ne-am gindit să facem un manual care să scoată în evidență fundamentele fizicii. 
Obiectivele noastre particulare au fost de a introduce, în mod coerent, intr-o programă ele- 
mentară ideile relativității restrinse, fizicii cuantice și ale fizicii statistice, 

Acest curs se adresează oricărui student ce a urmat un curs de fizică în liceu. În paralel 
cu acest curs ar trebui urmat un curs de matematică incluzind calculul diferențial și integral. 

În momentul de față!, in Statele Unite, se află în lucru citeva noi cursuri universitare 
de fizică. Ideea de a elabora cursuri noi aparține multor fizicieni afectaţi atît de nevoile dez- 
voltării științei și ingineriei cît şi de accentul crescind pus pe studiul științelor in şcoala generată 
şi în liceu. Propriul nostru curs a fost inițiat ca urmare a discuţiei ce a avut loc la sfirşitul 
anului 1961 intre Philip Morrison de la Universitatea Cornell şi Charles Kittel. Am fost încura- 
jați de către John Mays și colegii săi de la Fundația Națională de Știință și de către Walter C. 
Michels, pe atunci președintele Comisiei de fizică universitară. S-a format un comitet neoficial 
care să indrume elaborarea cursului în etapele inițiale. Comitetul a fost alcătuit, la inceput, diw 
Luis Alvarez, William B. Fretter, Charles Kittel, Walter D. Anight, Philip Morrison, Edward M. 
Purcell, Malvia A. Ruderman şi Jerrold hkR. Zacharias. Comitetul s-a intrunit pentru prima 
dată în mai 1962, la Berkeley; la acea dată, a elaborat un plan provizoriu al noului curs dle 
fizică. Din cauza obligațiilor unora dintre membrii inițiali, comitetul a lost parțial reconstituit 
în xanuarie 1964 şi acum constă din subsemnaţii. Contribuțiile celorlalți au fost recunoscute 
în prefețele la volumele individuale. 

Planul provizoriu şi ideeu care a stat la baza elaborării lui au avut o puternică influență 
asupra cursului final. Planul a acoperit în întregime temele și deprinderile care credem că ar 
trebui și ar putea fi insuşite de către studenții incepători în studiul științei și ingineriei. N-am 
avut niciodată intenția să elaborăm un curs adresat numai absol'zenților sau studenţilor avan- 
aţi. Ne-am gindit să prezentăm principiile fizicii din puncte de vedere noi și unificatoare. 
de aceea părți ale acestui curs pot părea aproape tot atit de noi, atit pentru cel care instru 
ieşte cît şi pentru cel instruit. Cele cinci volume ale cursului vor include: 

1 Mecanica (Kittel, Knight, Ruderman) 

II Electricitate și Magnetism (Purcell) 

III Unde (Crawford) 

IV Fizica cuantică (Wichmann) 

V Fizica statistică (Reif) 

Autorii fiecărui volum au fost liberi să-și aleagă stilul și metoda de prezentare potrivite subiec 
tului elaborat. 


! în ianuarie 1965 (N.T.) 


Activitatea de inceput la acest curs l-a condus pe Alan M. Portis să conceapă un nou 
iaborator de fizică generală denumit acum Laboratorul de fizică Berkeley. Deoarece cursul 
scoate în evidenţă principiile fizicii, uuar profesori hi --ac putea părea că el nn se ocupă 
îndeajuns de fizica experimentală. I.aboratorul este bogat în experiențe importante şi contra- 
balansează cursul. 

În vederea apariției acestui curs, sprijinul financiar a fost dat de Fundaţia Naţională 
ae Știință cu un aport indirect din partea Universităţii din California. Fondurile au fost admi- 
nistrate de către compania Serviciile Educaţionale, o organizație constituită pentru a administra 
îmbunătățirea programelor generale. Sîntem în mod special indatorați lui Gilbert Oakley, 
James Aldrich și William Jones, toți de la Serviciile Educaţionale, pentru sprijinul lor sub- 
stanțial şi binevoitor. Serviciile Educaţionale au deschis la Berkeley, sub competenta direcție a 
d-nei Mary R. Maloney, un oficiu pentru a ajuta la dezvoltarea cursului și a laboratorului. 
Universitatea din California nu a avut o legătură oficială cu programul nostru dar ne-a ajutat 
în diferite moduri. Pentru acest ajutor dorim să mulțumim în special celor doi președinți con- 
vecutivi ai Departamentului de fizică, August C. Helmholz şi Burton ]. Moyer; cadrelor didac- 
tice și personalului departamentului; lui Donald Coney şi multor altora din I'niversitate 
Abraham Olshen ne-a ajutat mult în problemele inițiale de organizare. 

Corecturile și sugestiile dumneavoastră vor fi intotdeauna bine primite. 


Eugene D. Commins Edward M. Purcell 
Frank S. Crawford, Jr. Frederick Reif 

Walter D. Knight Malvin A. Ruderman 
Philip Morrison Eyvind H. Wichmann 
Alan M. Portis Charles Kittel, președinte 


lerkeley, California 
ianuarie 1965 


Îndrumări metodice 


Scopul acestui volum este de a fi utilizat ca manual. Nivelul său este cel al unor studenți 
care au învățat și continuă învățarea analizei matematice şi care au urmat un curs de fizică 
în liceu. La Universitatea Berkeley din California studenţii de la fizică și inginerie încep analiza 
în primul pătrar din anul I și o continuă în paralel cu acest curs în pătrarul al doilea. Ei vor fi 
tăcut deja calculul diferențial pină la începutul cursului de fizică și vor ajunge la [integrală cel 
«nai tirziu pină la mijlocul celui de-al doilea pătrar. Asemenea programare strinsă cere co 
foarte bună cooperare cu cei ce predau cursul de matematică. Desigur, ei nu vor fi studiat 
incă ecuațiile diferențiale și astfel citeva cunoștințe privind soluțiile unor forme simple de 
ecuații diferenţiale au fost introduse în notele matematice de la sfirșitul capitolelor 3 și 7. 
"Sînt destul de puține tipuri de ecuaţii ce trebuie rezolvate intr-un astfel de curs de mecanică 
„şi noi credem că studentul le poate învăța pe fiecare. 

Profesorul va constata că lista filmelor a fost pusă în întregime la sfirșitul cărții și nuw 
la sfîrșitul fiecărui capitol. Scrisoarea Comisiei pentru resursele fizicii universitare constituie o 
listă de filme completă. Au fost evidențiate îndeosebi acelea ce par potrivite cu subiectul 
mecanicii. În ultimii ani s-au făcut numeroase filme. Unele dintre acestea sînt folositoare ca 
scurte ilustrații pentru anumite subiecte speciale ; fiecare profesor le va găsi pe acelea ce ii 
sint mai potrivite pentru predare. 

Deși probiemele introduse în această ediție sint, în cea mai mare parte, mai ușoare 
decît cele pe care le-au inlocuit, n-am introdus probleme foarte simple sau probleme de simplă 
înlocuire în formulă. Unele dintre aceste.. sint folositoare studentului pentru că îi dau o oarecare 
încredere în el. Noi credem că fiecare profesor poate să-și elaboreze singur asemenea probleme 
sau măcar să le găsească în cărți. Nu sint doi profesori care vor voi să predea cursul de 
mecanică în exact același mod, și folosirea unor probleme speciale le oferă o bună ocazie de 
diversificare. De asemenea, acum există citeva culegeri de probleme folositoare. I:nele dintre 
ele, precum și alte cărți de mecanică la acest nivel, sint prezentate în anexă. 

Există desigur mai multe modalități de utilizare a cărții ca manual. Unul din modurile 
în care ediția întîi se pare că a fost mai rar utilizată, dar pentru care noi credem că s-ar 
putea găsi o bună întrebuințare întregii cărți, este folosirea sa în cadrul unui curs de mecanică 
ce ar urma unui an de facultate fără analiză matematică, așa cum se prezintă situația în insti- 
tutele mai mici ce nu au posibilitatea ținerii și a unui curs introductiv fără analiză şi a unuia 
cu analiză. La un asemenea curs, ce poate fi predat studenților din anii doi sau trei, poate fi 
acoperită întreaga carte deoarece multe subiecte vor fi fost incluse într-o formă mai puțin 
avansată în primul an. 

Ca parte introductivă obișnuită a unui curs de fizică generală, această carte conţine prea 
mult material, și noi îl implorăm pe profesor să se abțină de a încerca să acopere totul. 
Multe cursuri introductive nu includ relativitatea restriînsă, astfel încit primele nouă capitole 
constituie o introducere coerentă în mecanica clasică. Dar chiar și acest material, dacă cineva 
ar încerca să-l acopere în întregime, ar fi prea mult pentru un curs de nouă sau zece săptă- 
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mini sau o fracțiune de semestru cît se acordă de obicei mecanicii. Vom da, astfel, mai jos, 
cîteva sugestii pentru o acoperire minimă a capitolelor. Ciîteodată, nu este de dorit includerea 
unor probleme de electricitate sau de magnetism într-un curs de inițiere. Credem că manualul 
poate fi folosit în acest sens dar este totuși adevărat că mulți studenți consideră problemele 
de electricitate foarte interesante. Mulţi profesori nu au „obrăznicia“ de a reduce din material. 
Propria. noastră experiență ne spune că este de preferat să acoperim bine un anumit material 
decit să predăm superficial mai mult material. Paragrafele cu un conținut mai avansat şi 
"Temele avansate ar trebui să ofere studenților buni ceva cu care să-și încerce capacitățile iar 
studenților care continuă fizica o lucrare de referință care să poată fi utilizată în legătură cu 
studiile lor ulterioare. 
Cu aceste comentarii vom trece la detalierea diferitelor capitole. 


Capitolul 1. Ca și în prima ediție acest capitol nu este esențial pentru studiul mecanicii 
dar poate constitui o lectură interesantă pentru cei cu preocupări mai largi. Pentru profesorii 
care vor să predea acest capitol, acum ar fi locul potrivit să ilustreze conceptul de ordin de 
mărime, 


Capatolul 2 Vectorii îl introduc pe student intr-un limbaj ce va fi foarte folositor in 
tizcă,. După cum este accentuat și în text se poate omite aici produsul vectorial precum Și 
exemplele de forțe magnetice în care v și B nu sint perpendiculari. Se poate ajunge pină la 
capitolul 6 fără să se studieze produsul “vectorial urmind să ne intoarcem la el abia atunci. 
Produsul scalar este utilizat adesea pentru calcularea mărimilor din capitolul £, privind lucrul 
mecanic și energia, astfel incit este de dorit să-l introducem aici. El constituie in plus un 
iustrument pentru rezolvarea a numeroase probleme interesante. Secțiunea privind derivatele 
vectoriale este de asemenea utilă dar părțile care tratează vectorii unitari r și 6 pot fi omise 
şi introduse mult mai tirziu. Sperăm ca mișcarea circulară să fie o bună introducere pentru 
capitolul de dinamică ce urmează. 


Capitolul 3. Acesta este un capitol lung cu o mulțime de aplicații. S-au introdus legile 
lui Newton in forma convențională și s-a trecut la aplicații ale legii a doua. Pentru un curs 
mai scurt sau pentru unul ce nu include aplicaţiile electrice și magnetice, paragrafele în care 
acestea din urmă sint prezentate pot fi omise în întregime sau se poate trata cimpul magnetic 
uumai în cazul vectorilor viteză și cîmp magnetic perpendiculari. Acum se introduce, prin 
intermediul legii a treia a lui Newton, conservarea impulsului. În problemele de ciocnire, se fac 
referiri la energia, cinetică deși aceasta nu este introdusă decît în capitolul 5. Mulţi studenți 
au auzit de ea în liceu și nv întîimpină dificultăți; după dorință, ea poate fi insă și omisă. 


Capitolul 4. După cum se precizează și in text acest capitol nu este de tip clasic. Mulţi 
zicieni sint atraşi de introducerea transformărilor galileene iar pentru cei ce zor să continue 
vu relati'zitatea restrinsă acest capitol constituie o bună introducere la transformările de coor 
donate. Cu toate acestea, pentru stidenţii nefizicieni sau pentru cei cu mai puțin tunp, acesta 
'onstitute o bătaie de cap prea mare. Ar trebui făcute anumite referiri la sistemele rle referință 
accelerate sau la forțe ficti're dar acestea pot fi scoase din primele citeva pagini. 


Capitolul Ș. Se introduc lucrul mecanic și energia cinetică, intii intr-o dimensiune şi apoi 
n trei. Acum produsul scalar este cu adevărat necesar, dar se poate sări peste folonrea inte- 
zralei curbilinii. Se tratează în detaliu energia potențială. Pentru un curs mai scurt. se poate 
omite discuția pri'rind cimpurile conservative, după cum se poate omite discuţia privitoare la 
potențialul electric. Acesta este, totuși, un capitol important și n-ar trebui să trecem repede 
prin el. 
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Capitolul 6. Acest capitol tratează din nou ciocnirile şi introduce sistemul de referință 
al centrului de masă. Centrul de masă este un concept important pentru corpurile rigide și, 
deși sistemul centrului de masă este utilizat pe scară largă, pentru o versiune prescurtată a 
cursului de mecanică se poate omite. Momentul cinetic și momentul forței cer introducerea 
produsului ectorial. Pină acum studenţii au atins un nivel care le permite abordarea și folosirea 
produsului vectorial şi,dacă acesta a fost omis mai înainte, el poate fi reluat aici. Conservarea 
momentului cinetic este un subiect atrăgător pentru mulți studenți. 


Capitolul 7. Aici ar trebui studiată întii nota matematică dacă studenții au dificultăți 
cu ecuaţiile diferenţiale. U'n corp fixat de un resort și pendulul sint exemple imediate pentru a 
e:rdenţia importanța subiectului „mișcarea oscilatorie“. Într-o versiune prescurtată, para- 
grafele privind ralvarea medie a energiei cinetice sau potențiale, mişcarea amortizată precum 
şi oscilațiile forțate pot îi omise in intregime. Laboratorul poate da excelente exemple de 
astfel de tipuri de mişcare. Temele a'ransate privind oscilatorul anarmonic precum şi oscilatorul 
-forțat sint interesante pentru studenții mai avansați. 


Capitolul 8. Autorii consideră că o tratare introductivă a corpurilor rigide este folositoare 
tuturor studenţilor. Ideile despre momentul forței şi accelerația unghiulară in jurul unei axe 
fixe nu sint dificile și ele oleră studenților legătura cu lumea reală, zizibilă. Tratarea simplă a 
giroscopului este de asemenea folositoare; dar introducerea axelor principale, a momentelor 
«le inerție precum și a sistemelor de coordonate în rotație ar trebui omisă în cele mai multe 
cursuri. 


Capitolul 9. Problema forțelor centrale este foarte importantă. Anumiți profesori nu vu 
dori, poute, să risipească timpul pentru calcularea potențialului în interiorul și în exteriorul 
maselor sferice și, «desigur, acest lucru poate fi omis. De asemenea, ei ar putea considera că se 
depune un efort prea mare pentru integrarea ecuației radiale în care caz, ar putea să o omită. 
Ar trebu să-i bucure Temele avansate. Se poate tăia mult din acest capitol dacă este necesa 
dar munca depusă pentru a-l parcurge va fi recompensată. Problema celor două corpuri 
precum și conceptul ce masă redusă sint folositoare dar ar putea [i dle asemenea omise în- 
tr-un curs prescurtat. 


Capitolul 10. Acest capitol trece în revistă un număr de metode pentru determinarea 
vitezei luminii. Pentru un curs de mecanică, acest material nu este necesar, Noi credem că 
studenții “or fi interesați să-l citească, dar ar puțea fi considerat ca lectură suplimentară 


Urmează apoi experiența Michelson — Morley, care, intr-un curs ca acesta, constituie cea mai 
con'ingătoare dovadă pentru renunțarea la transformările galileene. S-a introdus efectul Doppler 


deoarece pt baza lui se demonstrează că stelele indepărtate au viteze foarte mari, iar capitolul 
se incheie cu un paragraf privind viteza luminii ca viteză limită pentru obiectele materiale 
precum şi cu considerații prind eşecul formulei lui Newton pentru energia cinetică. Pentru 
cei care au un timp limitat pentru studiul relativității restrinse, o trecere în revistă a acestui 
capitol ar fi suficientă. 


Capitolul 11. În acest capitol se deduc ecuațiile de transformare Lorentz care sînt apoi: 
aplicate caracteristicilor celor mai obișnuite ale relativității restrinse, contracția lungimii și 
dilatarea timpului. Se introduc și se dau exemple privind transformările de viteze. Pe acest 
capitol se bazează capitolele următoare şi în consecință ar trebui afectat destul de mult timp 
pentru studiul lui. 


Capitolul 12. Se utilizează rezultatele din capitolul 1l pentru a arăta necesitatea unor 
schimbări în definirea impulsului și energiei relativiste iar în final se arată originea relației 
I* -= mc2. Trebuie scoasă in evidență legătura cu experiențele cu particule de mare energie și 
cu experiențele din fizica nucleară a energiilor înalte. În acest stadiu studenții îşi dau doar 
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vag seama ce este, de exemplu, fizica nucleară; dar exemplele sînt atit de cunoscute publi- 
cului de astăzi încit vor fi ușor de predat. În sfirșit, subiectul pri'zind particulele cu masă 
de repaus nulă va răspunde întrebărilor multor studenți interesați. 


Capitolul 13. Aici sint tratate un număr de exemple privind subiectele dezvoltate în capi- 
tolele anterioare. Se introduce sistemul centrului de masă și se scot în evidență avantajele lui. 
Într-un curs prescurtat toate astea pot fi omise. Studenții buni le vor găsi însă interesante 
şi ele pot fi date ca lecturi suplimentare în cadrul altor cursuri de fizică ce tratează relativi- 
tatea restrînsă. 


Capitolul 14. În ultimii ani studiul relativității generalizate a devenit foarte popular 
şi acest capitol poate constitui o trambulină spre studiul relativității generalizate. Desigur. 
nu se constituie ca un subiect central în studiul relativității restrinse, în sensul obișnuit, dar 
studenții vor fi interesați în studiul diferenței dintre masa inerțială și cea gravitațională iar 
toți vor fi auzit despre testele relativității generalizate. 


Îndrumări pentru cititor 


Primul an de studiu al fizicii în în'rățămiîntul superior este de obicei cel mai dificil. În 
primul an sînt dezvoltate mult mai multe idei, concepte și metode decit în cursurile mai 
avansate ce vor urma. Studentul care va înțelege clar bazele fizicii dezvoltate în acest prim 
volum, chiar dacă nu va fi în stare să le aplice cu ușurință la situațiile mai complexe, a dat 
la o parte multe dintre dificultățile reale în învățarea fizicii. 

“Ce ar trebui să facă un student care are dificultăți în înțelegerea unor părți din acest 
curs precum și în rezolvarea problemelor, chiar dacă a citit şi recitit textul? În primul rind 
ar trebui să se întoarcă și să recitească părțile importante dintr-o carte de fizică de liceu. 
Recomandăm în special Fizica PS SCI. Foarte bună este şi Fizica de la Harvard. Apoi ar 
trebui să consulte şi să studieze una din multele cărți de introducere în fizică de nivel urm- 
versitar. Multe dintre acestea nu folosesc calculul diferenţial și integral și astfel dificultățile 
create de aparatul matematic vor fi minime. Exerciţiile, in special exerciţiile rezolvate, vor 
fi probabil de foarte mare ajutor. În sfirșit, după ce va fi înțeles aceste cărți mai elementare. 
ar putea trece și la celelalte cărți ce sint enumerate în anexă. Desigur, ar trebui să-și amiîii- 
tească că profesorii săi constituie cea mai bună sursă de răspunsuri la întrebările sale şi tot ri 
sint cei mai în măsură să-i clarifice neînțelegerile. 

Mulţi studenți au dificultăți cu matematica. În afara manualului de calcul diferențial si 
integral sint folositoare şi cărți mai simple. O revedere excelentă a elementelor de calcul există 
sub forma unui manual de autoinstruire: „Quick Calculus“ (Calculul rapid), de Daniel Kleppner 
si Norman Ramsey (John Wiley & Sons, Inc., New York, 1965). 


1 Tradusă și în limba română sub titlul „Fizica P SSC“ la Editura didactică şi peda- 
gogică — București, 1974, 1975. 


Notaţii 


Unități 


Fiecare domeniu, din știință sau inginerie, bine constituit are unttâțile sale speciale 
pentru mărimile ce intervin frecvent. Astfel acrul/-piczor este unitatea naturală de volum pentru 
un inginer de irigații, un fermier sau un procuror din restul Statelor Unite. JMeV-ul san 
milionul de ciectronvolți este unitatea naturală de energie pentru fizicianul nuclearist ; kilocalovia 
este unitatea de energie a chimistului iar filoivattulooră este unitatea de energie a inginerului 
energetician. Fizicianul teoretician va zice pur și simplu: alegeți-vă unitățile astfel incat viteza 
luminii să fie egală cu unitatea. Savantul care lucrează nu pierde prea mult timp trecinrd 
de la un sistem de unităţi la altul; mai mult timp cheltuiește tirind în calculele sale factori 
de 2 sau semne de plus sau de minus. Nici nu-şi va bate prea mult capul cu argumente privind 
unitățile, deoarece nici o teorie științifică bună nu a rezultat rreodată dintr-un ascnenea argument, 

Fizica este concepută și publicată în mod special în sistemele de unități C4S (Gauss) 
și SI (sau MKS). Orice om de știință sau inginer ce dorește să aibă acces usor la hteratura 
d= fizică va trebui să se familiarizeze cu aceste sisteme. 

Textul este scris în sistemul CGS — Gauss; dar se fac un număr de referiri și la sistemul 
SI (Systăme Internationale), care pină de curinu se mai numea și MNS sau MKSA. În pro: 
blemele de mecanică, trecerea de la unităţile CGS la unitățile SI este uşoară, după cum 
va fi explicat în text. Totuși, cind este vorba de probleme de electricitate sau de magnetism 
apar dificultăți. În text se “zor da explicaţii despre ambele sisteme şi se vor rezolza citeva 
probleme în ambele sisteme. Nu este clar dacă trecerea la sistemul de unități SI care a început 
acum peste douăzeci de ani a continua. În literatura curentă de fizică se pare că sint incă 
mai multe lucrări scrise în sistemul CGS, acesta este și motivul pentru care ul folosi in arest 
volum. Cu un curs ca acesta, dorim să-i fie cit se poate de ușor atit omului de știință cit şi 
inginerului să citească revistele, în special revistele de fizică.! 


Constante fizice 


Valori aproximati're ale constantelor [izice precum și mărimi numerice folositoare sint 
tipărite la paginile 435, 436, 457. Valorile mai precise ale constantelor fizice sint tabelate în 
E. K. Cohen și |. W. M. DuMond, Rev. Mod. Phys., 37, 537 (1965) si B. N. Taylor. W. H. 
Parker şi D. N. Langenberg, Rev. Mod. Phys., 41, 375 (1969), 


1 În conformitate cu dispoziţiile legale in Repubhea Socialistă Româma peste tot iv 
textul “rersiunii românești s-a folosit SI. Desigur, s-au făcut peste tot referiri la sistemul CGS 
intrucit, după cum menționau mai sus și autorii acestui curs, încă peste 50%, din Incrările 
publicate sint scrise în CGS. (N.T.) 


Semne și simboluri 


Am încercat în general să aderăm la simbolurile şi abrevierile ce se utilizează în literatura 
de tizică — și care sint, în cea mai mare parte acceptate prin convenție internațională, 

Aici, prezentăm o listă cu cîteva semne care sint utilizate pe larg în întreaga carte: 

== egal cu 2 aproximativ egal cu; 

= identic cu + m același ordin de mărime cu 

& proporțional cu 


Folosirea semnelor 4, &, și = nu este standardizată dar definițiile date aici sînt folosite 
pe scară largă de către fizicieni. Institutul American de Fizică incurajează folosirea semnului = 


unde alții ar folosi fie x fie = . (Style Manual, American Institute of Physics, rev. efi., 
Nov. 1970). 


* d 
Semnul $ sau ŞI reprezintă suma după tot ce se află la dreapta lui 5 peste toți 
ji i 
adicui cuprinși între 7 - | si ş =. Notaţia $ reprezintă suma dublă după i și 7. Nota- 
! 
ţia ŞI sau Ş reprezintă suma după toate valorile lui i și ş cu excepția i =. 
1,3 AZ 
ij 


Ordinul de mărime 


Prin această frază ințelegem de obicei „pină la un factor de 10“. Estimarea rapidă « 
ordinului de mărime al unei mărimi este caracteristică muncii fizicianului si modului său de a 
vorbi. Ea constituie un obicei profesional extrem de valoros, deși, adesea, îi încurcă enorm pe 
studenții începători. Vom spune, de exemplu, că 101 este ordinul de mărime al numerelor 
5 500 şi 25 000. În unităţi SI ordinul de mărime al masei electronului este 10-% kg; valoarea 
precisă este [(0,910954 + 0,000005) x 10-% kg. 


Vom spune citeodată că o soluţie include (este corectă pînă la) termeni de ordinul +? 
sau E, oricare ar îi această cantitate. Acest lucru se mai scrie ca 0(x2) ori 0(£). Acest mod 
«e exprimare spune că, pentru anumite scopuri, termenii soluției exacte ce conțin puteri mai 
mari (ca de exemplu vi ori FE?) ale mărimii considerate, pot fi neglijați in comparație cu rer- 
menii reținuți în soluția aproximativă. 


Prefixe 


Următorul tabel arată abrevierea și semnificația numerică a citorva prefixe utilizare 
trecvent: 


1012 T  tera- 
10  . G  giga- 
106 M  mega- 
103 k  kilo- 
10-3 m mili- 
10-€ 4 micro 
10-2 n nano- 
10-12 p pico- 
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Alfabetul! grec 


alfa 
beta 
gamma 
delta 
epsilon 
zeta 
eta 
theta 
iota 
kappa 
lambda 
Miu 
niu 

csi 
omicron 
pi 

TO 
sigma 
tau 
iupsilon 
fi 

hi 

psi 
omega 


| ERIS LR SER R.3. 


RR E | ASA 0 i e i E Îi EA | | Ai | 
«x € 


(> 


Caracterele ce nu sînt folosite frecvent snt umbrite; cele mai multe dintre ele sînt preu apropiale 
îm formă de caracterele latine pentru a putea fi folosite drept simboluri independente. 


Introducere 
Cuprins 


Lumea naturală 

Rolul teoriei 

(aeometria şi fizica 

Estimări ale curburii spațiale 
Geometria la u scară mai mică 
Invarianta 

Invavianța la translaţii 
Invarianța la rotații 

Probleme 

Lecturi suplimentare 


LUMEA NATURALĂ 


Fiecărui om natura i se pare imensă și complexă, scena unei uimitoare 
diversităţi de apariţii și evenimente. Aceste impresii sînt justificate de esti- 
mările ordinelor de mărime ale valorilor mărimilor de interes pentru studierea 
lumii naturale. Nu vom argumenta, în această etapă, măsurătorile ce au dus 
la cifrele date mai jos. Lucrul cel mai remarcabil privind aceste cilre este 
în primul rînd acela că le cunoaștem ; este de mai mică importanță faptul că 
unele dintre ele ne sînt cunoscute doar cu aproximaţie. 

Umiversul este imens. Din observaţiile astronomice, deducem o valoare 
de 1026 metri sau 1010 ani lumină, pentru o dimensiune caracteristică numită 
cu destulă largheţe raza universului. Valoarea este, probabil, nesigură pînă 
la un factor de 3. Pentru comparaţie, distanța de la Pămînt la Soare este 
1,5 x 1011 m iar raza Pămîntului este 6,4 X 10% m. 

N umărul de atomi din univers este foarte mare. Se crede că numărul total 
de protoni și de neutroni din univers, cu o nedeterminare de pînă la 100 de 
ori, este de ordinul a 10%. În Soare sînt 1 x 10% iar în Pămînt 4 x 105. 
Totalitatea celor din univers ar da deci naștere la 10%/10% (sau 10%) stele 
egale ca masă cu masa soarelui nostru. [Pentru comparație, numărul de atomi 
dintr-un atom-gram (numărul lui Avogadro) este 6 x 10%.] Se crede că cea 
mai mare parte din masa universului se află în stele, și toate stelele cunoscute 
au mase cuprinse între 0,01 şi 100 de ori masa soarelui nostru. 


Viaţa pare a fi cel mai complex fenomen din univers. Omul, una dintre 
cele mai complexe forme de viață, se compune din aproximativ 1016 celule. 
O celulă este o unitate fiziologică elementară ce conţine între 102 și 1014 
atomi. Se consideră că fiecare celulă a oricărei varietăți de materie vie conţine 
vel puțin o fibră moleculară lungă de ADN (acid desoxiribonucleic) sau ruda 
sa apropiată ARN (acid ribonucleic). Fibra de ADN din moleculă păstrează 
toate instrucțiunile chimice, sau informația genetică, necesară pentru a construi 
în întregime un om, o pasăre etc. Într-o moleculă de ADN, care poate fi 
compusă din 10% pînă la 1010 atomi, aranjamentul precis al atomilor poate 
varia de la individ la individ; aranjamentul variază întotdeauna de la specie 
la speciel. 

Pe planeta noastră au fost descrise și denumite mai mult de 106 specii. 

Materia anorganică apare de asemenea sub multe forme. Protonii, neutronii 
şi electronii se combină pentru a forma în jur de 100 elemente chimice diferite 
și aproximativ 10% izotopi identificați pînă azi. Elementele individuale s-au 


1 Termenul de specie sr defineşte, aproximativ, prin aceea că două populații constituie 
specii diferite, dacă pot fi găte intre ele diferențe morfologice și dacă nu se încrucişează în 
stare naturală. 
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combinat în diferite proporții pentru a forma cei poate 10% sau mai mulţi 
compuși chimici diferiţi (identificați pînă acum), și la acest număr se poate 
adăuga încă un număr vast de lichide precum și de soluții solide şi aliaje cu 
compoziții variate, avînd proprietăţi fizice distincte. 

Ştiinţele experimentale ne ajută să învăţăm toate aceste fapte din lumea 
naturală, să clasificăm stelele și să estiwmăm masele, compoziţiile, distanțele 
și vitezele ; să clasificăm speciile vii și să dezvăluim relațiile lor genctice; să 
sintetizăm cristale anorganice, biochimice și noi elemente chimice ; să măsurăm 
liniile de emisie spectrală ale atomilor și moleculelor în domeniul de free venţă 
de la 100 la 10% Hz; să creăm în laborator noi particule fundamentale. 

Aceste mari cuceriri ale științelor experimentale au fost realizate de 
către oameni foarte diferiți: răbdători sau perseverenți, cu intuiție sau inven 
tivi, energici sau leneși sau norocoși sau cu vederi înguste sau cu miini înde- 
mînatice. Unii au preferat să folosească numai aparatură simplă ; alţii au inven- 
tat sau construit instrumente de mare rafinament, mărime sau complexitate. 
Cei mai mulți dintre aceștia au avut în comun numai cîteva lucruri: au fost 
onești și au efectuat realmente observațiile comunicate, publicînd rezultatele 
muncii lor într-o formă ce a pormis şi celorlalți să repete experimentul sau 
observația. 


ROLUL TEORIEI 


Descrierea pe care am făcut-o universului natural ca fiind imens și complex 
nu epuizează problema, pentru că înțelegerea teoretică face ca anumite părti 
ale imaginii despre lume să arate mult mai simplu. Avem o înțelegere remar: 
cabilă asupra unor aspecte centrale şi importante ale universului. Domeniile 
pe care credem că le înțelegem (rezumate mai jos), împreună cu teoria relati 
vității şi mecanica statistică, sînt printre marile realizări intelectuale ale uma- 
nităţii. 


1. Legile mecanicii clasice şi gravitaţiei (volumul 1), care ne ajută să 
prezicem cu precizie remarcabilă mişcările diferitelor părți ale siste 
mului solar (inclusiv cometele și asteroizii), au condus la prezicerea 
și descoperirea de noi planete. Aceste legi sugerează mecanisme posi- 
bile pentru formarea de stele şi galaxii și, împreună cu legile radiației, 
explică bine legătura observată între masa şi luminozitatea unti stele. 
Aplicațiile astronomice ale legilor mecanicii clasice sînt printre cele 
mai frumoase dar nu şi singurele care au avut succes. În mod e onstant, 
utilizăm aceste legi în viața de toate zilele precum și în ştiinţele ingi 
nerești, Aventurile noastre contemporant în spațiu, precum şi utilizarea 
sateliților se bazează pe aplicarea rafinată a legilor mecanicii clasice 
și ale gravitaţiei. 


2. Legile mecanicii cuantice (volumul 4) dau o foarte bună descriere a 
fenomenelor atomice. Pentru atomii simpli, s-au făcut predicții care 
concordă cu experiența pînă la o parte în 10% și chiar mai bine. Cînd 
sînt aplicate evenimentelor la scară mare de pe pămînt sau din spaţiu, 
legile mecanicii cuantice dau preziceri care nu se disting de cele obți- 
nute cu legile mecanicii clasice. Mecanica cuantică ne oferă, în prin- 
cipiu, o bază teoretică precisă pentru întreaga chimie și metalurgie 
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FIG. 
se compune dintr-uu lanț dublu în formă 


şi pentru o bună parte din fizică, dar, cel mai adesea, nu putem ma- 
nevra ecuaţiile sale cu calculatoarele actuale sau chiar viitoare. În anu- 
mite domenii, aproape toate problemele par prea dificile pentru a 
putea fi atacate direct, teoretic, pe baza primelor principii. 


legile electrodinamicii clasice, care deşcriu excelent toate efectele 
electrice și magnetice, cu excepţia celor la scară atomică, constituie 
baza electrotehnicii și a industriei comunicaţiilor. Efectele electrice 
și magnetice la scară atomică sînt descrise corect de teoria electrodi- 
namicii cuantice. Electrodinamica clasică constituie subiectul volu- 
melor 2 și 3; anumite aspecte ale electrodinamicii cuantice sînt atinse 
în volumul 4, dar o discuţie completă a acestui domeniu trebuie ami- 
nată pentru un curs ulterior. 


La alt nivel, mai restrîns, au fost înțelese principiile de operare ale 
codului genetic — în particular, mecanismul de stocare a informației 
genetice. S-a aflat că capacitatea de stocare a informației într-o celulă 
a unui organism simplu o depășește pe cea a celor mai bune calcula- 
toare aflate azi în comerț. Pentru aproape toată viața de pe planeta 
noastră, codificarea completă a informaţiei genetice este făcută de 
molecula de ADN cu ajutorul unei secvențe liniare duble (posedind 
10% pînă la 10% intrări, după organism) a numai patru grupuri mole- 
culare diferite, avind reguli specifice dar simple ce guvernează împe- 
recherea în secvența dublă a membrilor opuși (vezi fig. 1.1). Aceste 
lucruri constituie o parte din biologia moleculară. 


FIG. 1.1.(a) Reprezentarea schematică a 
„«lus patru baze azotate care intră în 
alcătuirea m-leculei de ADN. 


La 


SO POSE PS Ps p SS pas 


(7) Timină | 
(G) Guanină Ț 


(CICitozină FIG. LI. (5) Bazele azotate sint legate 
“de grupările de zaharide S, prin levâturi 
tosfatice P formind astfel un lanț. 


Lanţul 1 
A 5 


Lanțul 2 


1.1. (c) Molecula completă de ADN FIG. 1.1. (d) Întreaga informaţie genetică 
fin celulă este conținută în ordinea de 


de elice. Cele două catene sînt legate prin apariție a nucleotidelor. 
punți de hidrogen între grupurile de adenină 

și timină și respectiv între grupurile de 

Ruanină și citozină. 
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Lanțul 3 


Lanţul 2 ș 


FIG. 1.1. (e) Cind celula se reproduce, jie- FIG. 1.1. (/) Fiecare lanț iși formează 

care moleculă de ADN se desface în douâ apoi complementul său din materialul celular 

lanțuri separate. existent, pentru a produce două noi 
molecule identice de ADN. 


Legile fizicii şi înțelegerea teoretică, menționate în rezumatul de mai 
sus, diferă ca formă de rezultatele directe ale observaţiilor experimentale. 
Legile, ce rezumă părțile esenţiale dintr-un număr mare de observaţii, ne 
ajută să facem cu succes anumite tipuri de preziceri, limitate în practică de 
complexitatea sistemului. Ele sugerează adesea tipuri noi și neobișnuite de 
experiențe. Deși legile pot fi puse, de obicei, într-o formă compactăi, apli- 
carea lor cere uneori analiză și calcul matematic laborios. 

Există și un alt aspect al legilor fundamentale ale fizicii. Acele legi ale 
fizicii pe care am reușit să le înțelegem, au o frumuseţe și o simplitate care ne 
atrag.? Aceasta nu înseamnă că lumea va trebui să nu mai facă experienţe 
numai fiindcă legile fizicii au fost, în general, descoperite după experimentări 
făcute cu ingeniozitate și sacrificii. Afirmația spune că am fi doar puternic 
surprinși ca viitoarele principii ale teoriei fizicii să aibă o formă neplăcută 
sau stîngace. Calitatea estetică a legilor fizicii descoperite pînă acum colo- 
rează speranțele noastre, pentru legile încă necunoscute. Tindem să denumim 
o ipoteză ca atractivă atunci cînd simplitatea și eleganța o singularizează 
dintr-un număr larg de teorii posibile. 

În acest curs, vom face efortul să enunțăm unele dintre legile fizicii în 
așa fel încît să fie scoase în evidenţă trăsături ca simplitatea și eleganța. 
Aceasta înseamnă că vom utiliza destul de mult formularea matematică, deși 
la acest nivel al cursului utilizarea matematicii nu va depăși în mod normal 


1 Prima frază dintr-o carte subțirică spune: „Aceste lecții vor acoperi toată fizica“ 
R. Feynman, „leoria proceselor fundamentale“ (Theory oi Fundamental Processes) W. A 
Benjamin, Inc., New York, 1961. 

2 „Se pare că cel ce lucrează pentru obținerea unor ecuaţii frumoase şi are o intuiţie 
sănătoasă, se va afla cu siguranță pe linia progresului“ P. A. M. Dirac, Scientific American, 
208 (5): 45—53 (1963). Dar mulți fizicieni consideră că lumea reală este prea subtilă pentru un 
atac atit de îndrăzneț, exceptind marile minți ale timpului ca Einstein sau Dirac sau poate 
încă o duzină. În miinile altora o mie, această abordare a fost limitată de o distribuție inegală 
printre oameni a „intuiției sănătoase“. 
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granițele calculului diferenţial și integral. Pe măsură ce vom avansa, vom 
incerca să prezentăm o parte din savoarea fizicii experimentale bune, deși 
acest lucru este greu de realizat într-un manual. Laboratorul de cercetare 
constituie terenul natural de antrenament în fizica experimentală. 


GEOMETRIA Și FIZICA 


Matematica, cea care permite simplitatea atractivă și concizia expresiei — 
necesară pentru o discuţie a legilor fizicii și a consecințelor lor, este însăși 
limba fizicii. Limba aceasta are reguli speciale. Dacă regulile sînt respectate, 
atunci se pot face numai afirmații corecte: rădăcina pătrată din 2 este 1,414..., 
sau sin 24 = 2 sina cosa. 

Trebuie să fim atenţi să nu confundăm asemenea adevăruri cu afirmațiile 
exacte privind lumea fizică. Este o problemă de experiență, mai de grabă 
decît de contemplaţie, de a vedea dacă raportul dintre circumferința unui 
cerc real şi diametrul său este într-adevăr 3,14159 ... Măsurătoarea geometrică 
este esențială pentru fizică, și trebuie să ne decidem asupra anumitor ches- 
tiuni, înaintea trecerii la utilizarea geometriei euclidiene ori a oricărei alte 
geometrii pentru descrierea naturii. Cu siguranță că există o întrebare privind 
universul: putem admite pentru măsurătorile fizice adevărul axiomelor și 
teoremelor lui Euclid? 

Putem spune doar cîteva lucruri simple, despre proprietățile spațiului 
care rezultă din experienţă, înainte de a intra în dificultăţi matematice. Cea 
mai faimoasă teoremă existentă în toate matematicile este cea atribuită lui 
Pitagora: într-un triunghi dreptunghic pătratul ipotenuzei este egal cu suma 
pătratelor celor două catete (fig. 1.2). Acest adevăr matematic, care presupune 
validitatea geometriei euclidiene, este el de asemenea adevărat și în lumea 
fizică? Ar putea fi şi altfel? Simpla contemplare a problemei nu este suficientă : 
trebuie să apelăm la experienţă pentru a găsi răspunsul. Întrucît nu putem 
folosi aici matematica spațiului curb tridimensional, vom oferi argumente 
care sînt întrucîtva incomplete. 


FIG. 1.2. Deseriu axiomele geometriei FIG. 1.3. Distanța cea mai scurtă, „linia 
euclidiene, din care derivă lugic ttu- dreaptă“ dintre punctele B și C de pe ce 
rema lui Pitagora, cu precizie, lumea steră,este de-a lungul unui cerc mare ce 
fizică? Numai experiența poate decide. trece prin aceste puncte și nu de-a lungul 


vricărei alte traiectorii P, 
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FIG. 1.4. Fiind date trei puncte A,B,C, 
ființele bidimensionale îşi pot construi 
triunghiuri cu „linii drepte“ ca laturi. 
Ele vor găsi că pentru triunghiuri 
dreptunghice mici a +- B? s c?, iar suma 
unghiurilor triunghiului este ușor ma: 
mare decit 180%. 


Să considerăm întîi situația unor 
ființe bidimensionale ce trăiesc într-un 
univers așezat pe suprafața unei sfere. 
Matematicienii lor, le-au descris pro- 
prietățile spaţiilor cu trei sau chiar cu 
mai multe dimensiuni, dar ei au tot 
atîtea dificultăți în formarea unei înţe- 
legeri intuitive a acestor lucruri precum 
avem şi noi în reprezentarea spaţiului 
cu patru dimensiuni. Cum ar putea ei 
să determine dacă trăiesc sau nu pe o 
suprafață curbă? O cale ar fi aceea de 
a testa axiomele geometriei plane încer- 
cînd să confirme experimental cîteva 
dintre teoremele lui Euclid. Ei pot con- 
strui o linie dreaptă ca drumul cel 
mai scurt între două puncte B ş. 
pe suprafața unei sfere; vom denumi 
acest drum un cerc mare, ca în figura 
1.3. Ei pot continua cu construirea de 
triunghiuri şi cu testarea teoremei lui 
Pitagora. Pentru un triunghi foarte 
ie, ale cărui laturi sînt toate mici în 
comparație cu raza sferei, teorema va 
fi verificată cu mare dar nu totală pre- 
rizie; pentru triunghiuri mari vor 
apărea abateri importante (vezi fig. 
1.4— 1.6). 

" Dacă B și C sînt puncte de pe 
ecuatorul sferei, „linia dreaptă“ care le 
unește este porțiunea BC din ecuator. 
Drumul cel mai scurt de la C de pe 


FIG. 1.6. Pentru acest triunghi cu B și C 
mai jos de ecuator a + 6 > 180%, lucru care 
se poate întîmpla numai pentru că „spaţiul“ 
bidimensional al suprafeței sferice este curb. 
Un argument similar poate fi aplicat spațiului tri- 
dimensional. Raza de curbură a spaţiului hi- 
dimensional prezentat aic: este tocmai raza 
sferei. 


FIG. 1.3. Dacă ar folosi triunghiuri mat 
mari, suma unghiurilor ar deveni conu: 
siderabil mai mare decit 180%. Aici, cu 
N şi C pe ecuator, iar „4 lapol, a și f 
sint armindouă unghiuri drepti. Evident 
“că a? — bisect, deoarece d este egal cu € 


Meridiane 
Pai 


27 


ecuator la polul nord A este linia de longitudine fixă ce taie ecuatorul BC 
sub un unghi drept. Drumul cel mai scurt de la A la B este drumul je longi- 
tudine fixă ce taie de asemenea ecuatorul BC sub un unghi drept. Avem acun 
un triunghi dreptunghic în care d = c. Este clar că teorema lui Pitagora nu 
este valabilă pe o sferă întrucît c2 nu poate fi acum egal cu b? + a?; mai mult 
suma unghiurilor interioare ale triunghiului ABC este întotdeauna mai mare 
de 180%. Măsurătorile făcute pe suprafața curbă de către Jocuitorii săi bidimen- 
sionali le dau posibilitatea să-şi dovedească pentru sine că suprafaţa este în- 
tr-adevăr curbă. 

Locuitorii aceia au întotdeauna posibilitatea să spună că legile geometriei 
plane descriu corect lumea lor dar că necazul ar proveni de la rigla pe care 
o folosesc ca să măsoare drumul cel mai scurt și să definească astfel linia 
dreaptă. Ei ar spune că rigla nu are o lungime constantă ci că s-ar lungi sau 
scurta după cum ar fi mutată în diferite locuri de pe suprafață. Numai după 
ce s-a văzut prin măsurători continue în diferite moduri că se ajunge la ace- 
lași rezultat, a devenit evident că motivul = za care geometria euclidiană 
dă greș constă în curbura suprafeței. 


În această lume curbată-bidimensională, axiomele geometriei plane nu 
constituie adevăruri direct evidente ; de fapt ele nici nu sînt adevăruri. Vedem 
că geometria reală a universului constituie o ramură a fizicii ce trebuie explo- 
rată prin experiment. În mod normal, noi nu punem la îndoială dreptul 
peometriei euclidiene de a descrie măsurătorile făcute în lumea noastră tridi- 
mensională, pentru că geometria euclidiană constituie o aproximaţie atît de 
bună a geometriei universului încît orice abatere de la ea nu apare în măsură- 
torile practice. Aceasta nu înseamnă că aplicabilitatea geometriei euclidiene 
este direct evidentă sau chiar exactă. Marele matematician al secolului al 
nouăsprezecelea, Carl Friedrich Gauss, a sugerat ca netezimea euclidiană a 
spaţiului tridimensional să fie testată prin măsurarea unghiurilor interioare 
ale unui mare triunghi ; el și-a dat seama că dacă spațiul tridimensional este 
curb atunci suma unghiurilor unui triunghi suficient de mare ar trebui să fie 
în mod semnificativ diferită de 180”. 


Gauss! a folosit echipament topometric (1821—1823) pentru a măsura 
cu exactitate triunghiul format în Germania de piscurile Brocken, Hohe- 
hagen și Inselberg (fig. 1.7). Latura cea mai lungă a triunghiului era de aproape 
100 km. Unghiurile interioare măsurate erau 


8613'58,366"' 
53” 6'45,642" 
40*39'30,165'' 


Suma 180*00' 14,173" 


(N-am găsit nici un comentariu privind eroarea care a afectat aceste măsu- 
rători ; este probabil ca ultimele două zecimale să nu fie semnificative.) Deoa- 
rece instrumentele de măsură au fost fixate la orizontala locului în fiecare din 
cele trei vîrfuri, cele trei plane orizontale nu erau paralele. O corecție calcu- 
lată, denumită exces sferic, ce se ridică pînă la 14,853'' de arc, trebuie scăzută 
din suma unghiurilor. Astfel, suma corectă este, 


1779”59'59/320" 


E. Ca. d Werke, (Opere), B. G. Teubner, Leipzig, 1903; -rezi în specia! paginile 
299, 300, 314 şi 319. Operele complete ale lui Gauss constituie un exemplu remarcabil a ceea ee 
poate realiza, un om înzestrat, în intreaga sa viață. 
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diferind doar cu 0,680”' de arc de 140. 
Gauss a considerat că aceasta se înca- 
drează în limita erorilor experimentale. 
și a tras concluzia că spaţiul este 
euclidian în limita preciziei cu care 
au iost făcute aceste măsurători. 

Am văzut, în exemplul anterior. 
că geometria euclidiană descrie corect 
un mic triunghi de pe o sferă bidimen- 
sională dar deosebirile devin mai evi- 
dente pe măsură ce crește scara. Pentru 
a vedea dacă spaţiul nostru este plat 
cu adevărat, trebuie să măsurăm tri ş , i 

o = - A - Fitz. 1.7, Gaussa măsurat unghiuri!e unni 
unghiuri foarte mari ale căror viriii: triunahi cu virfurile in trei piscuri de munte 
să fie formate de Pămînt şi stele die şi n-a găsit nici o abatere de la lă0 în li- 
părtate sau chiar galaxii. Dar apart « mita nreciziei măsurătorilor. 
problemă: poziţia noastră este fixată de cca a Pămîntului şi nu putem colinda 
liber prin spaţiu cu instrumentele de măsurat triunghiuri astronomice. Cun: 
am putea oare testa dreptul geometriei euclidiene de a descrie corect mâsură 
torile făcute în spaţiu: 


Estimări ale curburii spațiului 


Predictii asupra planetelor. O primă limită inferioară de aproximativ 
$ x 1015 m, pentru raza de curbură a universului nostru. este implicată de 
corectitudinea observaţiilor astronomice din cadrul sistemului solar. De 
exemplu, pozițiile planetelor Neptun şi Pluton au fost obţinute prin calcul, 
mai înainte de confirmările vizuale, prin observaţii cu telescopul. Descopt- 
rirea lui Neptun şi a lui Pluton, foarte aproape de pozițiile calculate pentru 
ele, s-a făcut pe baza micilor perturbații ale orbitelor planetelor deja cunos- 
cute. Cea mai îndepărtată planetă din sistemul solar este Pluton şi este ușor 
de imaginat că doar o mică eroare strecurată în legile geometriei ar fi distrus 
această coincidență. Raza medie a orbitei lui Pluton este 6 = 10! m; apre- 
pierea dintre poziţiile prezise şi cele observate implică o rază de curbură « 
spațiului de cel puţin 5 x 10! m. O rază de curbură infinită (spaţiul plat) 
n-ar fi incompatibilă cu datele noastre. Ne-am îndepărta mult de scopul pro- 
pus, dacă am discuta detaliile numerice ale estimării celor 5 = 10% m san 
dacă definim precis ce înseamnă raza de curbură a unui spaţiu tridimensional. 
Analogul bidimensional al suprafeţei unei sfere poate fi folosit, în caz de 
necesitate, ca un paliativ util. , 

Paralaxa trigonometrică. |n alt argument a fost sugerat de către Schwarz- 
schild!. Între două observaţii făcute la un interval de timp de 6 luni, poziţia 


1 1. Schwarzschild, Vierteljahrsschrift der astronomi:chen Ges., 35 :337 (1900). 
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FIG. 1.8. Demonstrația lui Schwarzschili 
că pe o suprafață plană «+fB-< 180. 
Paralaxa unei stele este definită ca 


- (1800 — a — $). 


Pămîntului relativă la Soare s-a 
Raze _ schimbat cu 3 x 1011 m — diametrul 
orbitei Pămîntului. Să presupunem 
că, în aceste două momente, obser- 
văm o stea și măsurăm unghiurile 
a și f așa ca în figura 1.8. (Aici a și & 
sînt literele greceşti alfa și beta.) 
Dacă spaţiuleste plat, suma unghiu- 
rilor a + f este întotdeauna mai mică 
decît 180” dar se apropie de această 
valoare pe măsură ce distanţa pînă 
la stea se apropie de infinit. Se nu- 
mește paralaxă, jumătate din diferen- 


= ţa dintre a + B și 180%. Dar într-un 
spațiu curb nu este ci necesitate adevărat ca a + 3 să fie intotdeauna u, 


mică decît 180%. Un astfei de exemplu este arătat în fmgura 1.6. 


de lumină” 


mai tirziu 


ai 


Să ne intoarcem la situația ipotetică a astronomilor bidimensional 
care trăiesc pe suprafaţa unei stere, pentru a vedea cum descoperă ei din 
măsurători ale lui a + 85 că spaţiul lor este curb. Din discuția noastră ante- 
rioară asupra triunghiului ABC, vedem că atunci cînd steaua este la o depăr- 
tare de un siert de circumferință suma «+ 3 = 180"; cînd steaua este mai 
apropiată a — 3 < 180%; iar cînd steaua este mai îndepărtată, a+ 3 > 180. 
Astronomul trebuie doar să privească stele din ce în ce mai îndepărtate şi să 
urmărească momentul cînd suma începe să depășească 180”. Acelaşi argument 
este valabil şi în cadrul spaţiului nostru tridimensional. 


Nu există pînă acum nici o evidență că suma a — 3 măsurată de astronomi 
ar fi fost mai mare de 180”, după ce au fost făcute corecțiile ce se impuneau 
pentru mișcarea Soarelui în raport cu centrul galaxiei noastre. Valori ale lui 
a — % mai mici de 180” sînt folosite pentru determinarea prin triangulație a 
distanțelor pină la stelele apropiate. Valori mai mici de 180 pot fi observate 
pină la aproape 3 x 1018 m!, corespunzînd unghiului limită măsurabil cu tele- 
scoapele actuale. Din acest argument, nu se poate deduce direct că raza de 
curbură a spaţiului trebuie să fie mai mare decît 3 > 10:% m; pentru anumite 
tipuri de spaţii curbe, este nevoie şi de alte argumente. Răspunsul final este 
că raza de curbură (determinată prin triangulație) trebuie să fie mai mare 
de 6 x 10" m. 


! Se poate abiecta că măsurătorile de distanță, ele insele. presupun aplicarea geometrie: 
vucluliene. Toruși, există și alte metode de măsurare a distanțelor și ele sint prezentate in 
tratatele moderne de astronomie. 
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La începutul acestui capitol, am spus că o dimensiune caracteristică aso- 
ciată universului se consideră a avea valoarea 1026 m sau 10!0 ani-lumină. 
Acest număr corespunde, de exemplu, cu distanţa pe care lumina ar parcurge-o 
într-un timp egal cu vîrsta universului, aşa cum rezultă din observaţii ce 
ne-ar lua prea mult spațiu ca să le prezentăm aici!. Cea mai elementară inter- 
pretare a acestei mărimi este de a o considera ca rază a universului ; altă inter- 
pretare posibilă este de a o considera ca rază de curbură a spațiului. Care 
dintre ele este cea corectă! Aceasta este o întrebare cosmologică. (O exce. 
lentă introducere în știința speculativă a cosmologiei este dată în cartea lu; 
Bondi, citată la lecturile suplimentare de la sfîrșitul acestui capitol.) Rezu- 
măm părerea noastră privind raza de curbură a spațiului, făcînd afirmaţia 
că ea nu este mai mică de 102% m şi că nu cunoaștem dacă la scară mai largă 
spaţiul are sau nu curbură. 

Observațiile precedente se referă la raza medie de curbură a spaţiului 
și nu sint sensibile la convexităţile ce se crede că ar exista în imediata veci- 
nătate a stelelor și care ar produce denivelări locale ale spațiului plat sau uşor 
curbat. Date experimentale care să susțină această afirmație sînt foarte greu 
de găsit, chiar și în vecinătatea Soarelui nostru. Printr-o atentă şi dificilă 
observaţie făcută, asupra stelelor vizibile la marginea Soarelui, în timpul 
eclipselor solare, s-a stabilit că razele de lumină sînt ușor curbate cînd trec 
pe lingă marginea Soarelui şi, prin extensie, prin apropierea oricărti alte stele 


FIG. 1.9. O fotografie a coroanei solare 
în infraroşul apropiat, la 7 martie 1970; 
pe eclipsa de soare s-a înregistrat ima- 
ginea stelei M de magnitudine patru, 
Z Acquarii (un pic deasupra şi la dreapta 
lui S$), cam la ll raze solare de soare. 


FIG. 1.10. Curbarea lumini: de către soare a 
Semicercurile de sus şi ie jos sint ur- 


fost prezisă de Einstein in 1915 şi verificată 
prin observaţie imediat după aceea. 


mele plăcii de presare. În interiorul dis- 
cului întunecat se află fotografia eclipsei 
făcută de Gordon Newkirk, care a fost 
folosită pentru orientarea acestei foto- 
grafii. 


Rază de lumină 


P=3X 1076 rad= 1,75 


? Un astfel de argument este prezentat si 4 apitolul 10 (pag, 510) 
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similare (vezi fig. 1.9 şi 1.10). Pentru o rază tangentă, unghiul de îndoire este 
foarte mic, mergind pînă la 1,75''. Astfel, pe măsură ce Soarele traversează 
bolta, dacă am putea să le vedem în timpul zilei, stelele aproape eclipsate, 
ar părea că se deplasează un pic de la poziţiile lor normale. Această obser- 
vaţie spune doar că lumina se deplasează pe o traiectorie curbă în apropierea 
Soarelui ; nu justifică prin ea însăşi unica interpretare a spațiului curb din 
apropierea Soarelui. Numai prin măsurători precise făcute, din apropierea 
Soarelui, cu variate instrumente de măsură, am putea stabili direct dacă 
n spațiu curb reprezintă descrierea cea mai naturală și eficientă. Posibili- 
tatea existenței spațiului curb este dată și de un alt tip de observaţii. Orbita 
ui Mercur, planeta cea mai apropiată de Soare diferă foarte puţin de cea 
prezisă prin aplicarea legilor lui Newton ale mișcării și gravitaţiei universale. 
(vezi fig. 14.9). Ar putea fi această slabă abatere un efect al curbării spaţiu- 
Jui din jurul Soarelui” Pentru a răspunde la această întrebare ar trebui să 
ştim cum ar putea afecta o posibilă, curbură ecuaţiile de mișcare pentru 
Mercur. şi acest lucru presupune mai mult decît simplă geometrie. ! Aceste 
subiecte sînt discutate mai tîrziu (dar pe scurt) în capitolul 14. 


Într-o remarcabilă şi frumoasă serie de lucrări, Einstein, A. Einstein. 
Berl. Ber., 778. 799, 344 (1915); Ann.d. Phvs. 19: 769 (1916)| a descris o teorie 
gravitaţiei şi geometriei. teoria generalizată a relativității, care a prezis, 
în concordanță cantitativă cu observațiile, tocmai cele două efecte descrise 
mai sus. Sînt încă puține confirmări ale prezicerilor geometrice ale teoriei. 
Totuşi, în ciuda slabei evidențe, simplitatea esenţială a teoriei generalizate 
a făcut-o să fie larg acceptată, deşi în ultimii ani s-au făcut cercetări conside- 
vabile în acest domeniu (vezi cap. 14). 


Geometria. x scără mică. Iin măsurătorile astronomice tragem concluzia 
că geometria euclidiană ne dă o extraordinar de bună descriere a măsurăto- 
rilor de lungimi, arii, unghiuri, cel puțin pînă ce atingem lungimi enorme de 
10% m. Dar pînă acum, nu s-a spus nimic despre folosirea geometriei eucli- 
diene la descrierea configuraţiilor foarte mici, comparabile în mărime cu 
10 10%m ai unui atom sau 101! m ai unui nucleu. În cele din urmă, problema 
validității geometriei euclidiene trebuie formulată în felul următor: putem 
noi construi o teorie fizică de succes care să descrie Jumea subatomică, presu- 
punînd în același timp valabilă geometria euclidiană ? Dacă putem, nu avem 
în prezent nici un motiv de a nu considera geometria euclidiană ca o aproxi- 
mație reuşită. Vom vedea, în volumul 4, că teoria fenomenelor atomice și 
subatomice nu pare să conducă la nici un paradox care să ne fi blocat înțele- 
perea lor. Multe lucruri nu sînt înţelese dar nici unul nu pare să ducă la contra- 


dicții. În acest sens geometria euclidiană a rezistat testării experimentale 
cel puțin pînă la 10-15 m. 


INVARIANȚA 
Vom rezuma citeva dintre consecințele validității geometriei euclidiene 
pentru spațiul liber. Omogenitatea și zzotropia spațiului euclidian pot fi expri- 


mate prin două principii de invarianță, care, la rîndul lor, implică două prin- 
cipii fundamentale de conservare. 
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Invarianța la translaţii. Prin acest principiu înțelegem că spaţiul este 
omogen, cu alte cuvinte că nu diferă de la un punct la altul. Dacă se mută 
o figură fără rotaţie dirur-un loc într-altul atunci nu apare nici o schimbare 
în mărimea sau proprietăţile ei geometrice. De asemenea, vom presupune că 
proprietățile fizice ale unui obiect, cum ar fi inerția sa sau forţele dintre parti- 
culele sale constituente, nu se schimbă chiar dacă mutăm obiectul în altă 
regiune a spațiului. Astfel, frecvența naturală a unui diapazon sau spectrul 
caracteristic de linii al unui atom nu sînt schimbate într-o astfel de deplasare. 


Invarianța la rotații. Din experienţă se cunoaște cu mare preci..ae că spu- 
ţiul este izotrop, astfel încît toate direcțiile sînt echivalente. Proprietăţile 
geometrice și fizice nu se modifică, dacă reorientăm în direcţie un obiect în: 
spaţiu. Se poate imagina un spaţiu ce nu este izotrop: de exemplu, viteza 
iuminii într-o direcție ar putea fi mai mare decît valoarea ei într-altă direcție 
perpendiculară pe prima. Nu există nici o evidenţă în spaţiul liber pentru 
un efect de acest fel; cu toate acestea, într-un cristal se întîlnesc multe ase- 
menea efecte anizotrope. in regiuni ale spaţiului apropiate marilor stele și 
altor surse puternice de gravitație, pot fi observate efecte ce se pot interpreta 
ca o ușoară abatere de la omogenitatea şi izotropia spaţiului. (Am amintit 
două astfel de efecte în capitolul precedent, dar mai sînt și altele.) 

Proprietățile de invarianță la translaţii conduc la conservarea impulsului 
invarianța la rotații conduce la conservarea momeneatlua cinetic. Aceste prin- 
cipii de conservare sînt dezvoltate în capitolele « și 6 iar conceptul de inva- 
rianță este dezvoltat în capitolele 2 și 4. 

Lunga discuție de pină acum, privind geometria și fizica, constituie un 
exemplu de ce fel de întrebări trebuie să-și pună fizicienii atunci cînd cerce- 
tează caracteristicile de bază ale universului nostru. Dar la nivelul cursulni 
nostru nu vom trata mai în amănunt asemenea probleme. 


PROBLEME 


|. Universul cunoscut. Folosind infor- 
mația din text, estimați următoarele: 


ta) Masa totală în universul cunoscut, : 
R: 2 l0%kg. 


(5) Densitatea medie a materiei din uuivers. 
R: = 10% kg/m3, echivalent cu 
10 atomi de hidrogen/m3. 


(e) Raportul razei universului cunoscut la 
cea a protonului. Luaţi raza protonului 
1 x 10-15 m iar masa protonului 1,7 x 
x 10717 kg. 


2. Semnale traveysind un proton. Esti- 
mați timpul necesar unui semnal călătoriuct 
cu viteza luminii pentru a se deplasa pe o 
distanță egală cu diametrul protonul. 
Luaţi diametrul protonului 2 % 101% m. 
(Acest timp este un interval convenabil de 
referință în fizica nucleară şi a particulelu- 
elementare.) 


3. Distanța pînă la Sirius. Paraiaxa 
unei stele este jumătate din unghiul sub. 
intins de stea pină la punctele extreme ale 
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orbitei Pămîntului în jurul Soarelui. Para- 
laxa lui Sirius este 0,371''. Găsiţi distanța 
în metri, ani lumină și parseci. Un parsec 
este distanța piuă la o stea a cărei paralaxă 
este de |” (Vezi tabela cu valori de la 
paginile 435, 436, 437.) 

R: 8,3 > 101% m; 8,8 ani lumină: 


2,7 parseci. 


4. Dimensiunea atomilor. Folosind 'ra- 
ioarea numărului lui Avogadro dat in tabela 
de la paginile 435, 436, 437. și aprecierea 
dumneavoastră privind densitatea medie a 
solidelor normale, estimați cu aproximaţie 
diametrul unui atom mediu, adică, dimen- 
siunea spațiului cubic umplut de atom. 


5. Unghiul subintins de Lund. Luaţi o 
scară milimetrică și, cind sint condiții de 
observare favorabile, încercați următoarea 
experiență: ţineţi scara milimetrică (o 
riglă) la o distanță egală cu lungimea brațu- 
lui şi măsurați diametrul Lunii; măsuraţi 
distanţa de la riglă la ochiul dumneavoastră. 
(Raza orbitei Lunii este 3,8 x 10 m, iar 
raza Lunii însâși este 1,7 x 10%m.) 


LECTURI SUPLIMENTARE 


- Primele două cărţi recomandate sint 
manuale de liceu in uz. Ele sint excelente, 
pentru o revedere şi clarificare a conceptelor 
din fizică. Celelalte conțin şi mult material 
istoric şi filozofic. 


Fizica PSSC [Physical Science Study 
Committee (PSSC), “Physics“] capitolele 
î—4, D. GC. Heath& Co., Boston 1965. 
Ediţia a doua. 


| F. G. Rutherford, G. Holton și 
F. J. Watson, Curs de Fizică („Project 
Physics Course“), Holt, Rinehart and 
“Winston, Inc., New York, 1970. Un produs 
al lui Harvard Project Physics (HPP). 
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(a) Dacă ați fost în stare să faceți expe- 
riența care este rezultatul? 

(P) Dacă n-aţi putut face măsurătoarea, 
calculați din datele de mai sus unghiul 
subîntins de Lună la nivelul Pămintului. 

R: 9 x 10% radiani (rad). 


(c) Care este unghiul subintins de Pămint 
la nivelul Lunii? (Vezi pag. 72, capitolul 2.) 
R: 3,3 x 102 rad. 


6. Viîrsta universului. Presupunind 
raza universului ca fiind cea dată la pagina 
22, găsiți virsta universului făcînd ipoteza 
CĂ o stea care este acum la extremitatea 
razei a călătorit de la început din centru 
spre înafară cu viteza de 0,6c = 1,8 x 10%m/s 
(c “riteza luminii în vid). 

„RR: 2 X 1010 ani. 


7. Unghinrile într-un triunghi  Sferic. 
Găsiţi suma unghiurilor din triunghiui 
sferic din figura 1.5, presupunind că A 
este situat la pol iar a = raza sferei. Pentru 
a afla unghiul din A, determinaţi care ar fi 
trebuit să fie -raloarea lui a pentru ca unghiul 
să fie de 90. 


O. Struve, B. Lynds şi H. Pillans, 
Astronomie Eiementară („Elementary Astro- 
nomy“), Oxford University Press, New 
York, 1959. Scoate în relief principalele 
idei ale fizicii în legătură cu universul; o 
carte excelentă. 


Enciclopedia de Astronomie Larousse 
(„Larousse Encyclopedia of Astronomy“), 
Prometheus Press, New York, 1962. Aceasta 
este o carte frumoasă și plină de informaţii. 


H. Bondi, Cosmologia (,„,Cosmology“), 
ed. 2-a, Cambridge University Press, New 
York, 1960. O prezentare scurtă, clară, 
plină de autoritate, cu accent pe datele 
observate dar lipsindu-i mult din lucrările 
mai recente. 


D. W. Sciama, Cosmologia modernă 
(„Modern Cosmology“), Cambridge Uni'zer- 
sity Press, New York, 1971. Această carte 
include dezvoltările mai recente. 


Robert H. Haynes și Philip C. Hana- 
walt, Bazele moleculare ale vieții („The 
Molecular Basis of Life“), W. H. Freeman 
& Co. San. Francisco, 1968. O colecţie de 
articole din revista Scientific American plus 
un text de legătură. 


Ghanter $. Stent, Genetica Moleculară 
(„Molecular Genetics"), W. H. Freeman & 
Co., San Francisco, 1971. O lucrare intro- 
ducti ză. 


Ann Roe, Cum se formează un om de 
stiință („„Fhe Making of a Scientist"), Dodd, 
Mead & Co., New York, 1953; retipărit de 
Appolo, 1961. Aceasta constituie un excelent 
studiu sociologic al unui grup de oameni 
de știință americani de la sfirșitul anilor 
1940. Probabil că au avut loc importante 
schimbări în populaţia oamenilor de știință 
de cind această carte a văzut pentru prima 
oară in 1933 lumina tiparului. 


Bernice T. Eiduson, Oamenii de știință ; 
Lumea lor psihică („Scientists: Their Psy- 


chological World“), Basic Books, Inc. 
Pubiishers, New York, 1962. 


A. Einstein, note autobiografice in 
Albert Einstein, Om de știință-filozof, („Albert 
Einstein:  Philosopher-Scientist'); editor 
p. A. Schilpp, Library of Living Philoso- 
phers, Evanston, 1949. O excelentă scurtă 
autobiografie. Este păcat că sint atit de 
rare biografiile bune ale oamenilor de ştiinţă 
remarcabili cum este cea a lui Freud de 
Ernest Jones. Sint puţine altele compara- 
bile in adincime și onestitate cu marile 
biografii literare ca de pildă „James Joyce“ 
de Richard  Ellman. Autobiografia lui 
Charles Darwin constituie o excepţie. Cei 
ce scriu despre oamenii de ştiinţă par a fi 
intimidați peste măsură de fraza lui Einstein: 
„Pentru că esenţialul intr-un om ca mine 
constă tocmai în ce gindește şi cum gindește 
iar nu în ce face sau suferă.“ 


L. P. Wheeler, Josiah W'illard Gibbs, 
Istoria unei minți mari („Josiah Willard 
Gihbs; The History of a Great Mind”), 
Yale University Press, New Haven, Conn. 
1962. 


E. Segre, Enrico Fermi, fizician („En- 
rico Fermi, Physicist'), The University of 
Chicago Press, Chicago, 197]. 


INSTRUMENTELE FIZICII EXPERIMENTALE. Fotografiile din pagina 
aceasta şi din următoarele vor arăta citeva dintre instrumentele şi mașinile 
care contribuie la dezvoltarea științelor fizice. 


Un laborator de rezonanță magnetică nucleară pentru studii de structură chimică. (ASUC 
Photography ). 


Studierea  spectrelor de rezo- 
nanță magnetică nucleară: este 
arătată o probă învirtindu-se 
rapid între piesele polare ale 
unui electromagnet pentru a 
media, variațiile câmpului mag 
netic (Esso Research ). 


Operatorul din laboratorul de 
rezonanță magnetică nucleară 
este gata să plaseze o substanță 
în unitatea de temperatură 
variabilă în care se roteşte 
proba. (Esso Research. ) 


Marele radiotelescop din Australia. Oglinda are 64m 
in diametru și se află intr-o vale liniștită la 320 
km vest de Sydney, New South Wales. În această 
localitate îndepărtată există un minim de pertur- 


baţii electrice. (Australian News & Information 
Bureau.) 


Observatorul aflat în cușca focarului schimbă 
filmul la telescopul de 200 de țoli de le Male. 
(Prin amabilitatea lui Hale Observatories. ) 


Un magnet construit din sirmă 
supraconductoare pentru a fi 
folosit la temperatură foarte 
joasă. Bobinele din figură pot 
produce un cimp de 54 000 
Gauss (3,4 Tesla în S]). Un 
asemenea instrument constituie 
inima unui laborator de tem- 
peraturi joase. (Varian Asso- 
ctates. ) 


(n accelerator de particule de mare energie: bevatronul de la Berkeley. Protonu sint inţectați 
din dreapta jos. (Lawrence Berkeley L.aboratorv. ) Pină acum, acceleratoare de energii și mai 
mari sînt în funcțiune la laboratorul Brookhaven din l-ong Island, la laboratorul CERN din 
Geneva, la Serpukhov în URSS și la NAL lingă Chicago. 


Suprafața reflectătoare a oglinzii de 200 de 
Telescopul de 200 de țoli (2 5m) de la Hale țoli a telescopului de la Hale cu observato- 
indreptat spre zenit ; vedere dinspre sud. (Prin rul în cușca focarului. (Prin amabulitatea 
amabilitatea lui Hale Observatories. ) tus Hale Observatories.) 


Galaxia spirală NGC 4594 din constelația Fecioarei văzută cu marginea in față: totografie la 
telescopul! de 200 de țoli. (Prin amabilitatea lui Hale Observatories. ) 


Globulele roșii ale sîngelui omenesc văzute la 
microscopul electronic cu scanning şi mărite de 
15 000 de ori. Obiectele în formă de disc sint glo- 
bulele roșii legate într-o plasă din fibre de fibrină. 
De notat caracterul realist, tridimensional al 
fotografiei. (Prin amabilitatea lui Dr. Thomas 
L. Hayes, Donner Laboratory. Lawrence Berkeley 
Laboratory, University of California, Berkeley. | 


instalație de microstepte electromcă cu seanmug Se pot zedea. coloana ophen electronice unde 
se tormează faseteulul de electroni (stinga) şi consola risplav cu tubul catodic (dreapta). Apa- 
rătura auxiliară include un micromanipulator piezoelectric în coloana instrumentului, un ecran 
“de telernzune şi un magnetoscop, un aparat de fotoyrafiat Polaroid precum şi un osciloscop 
monitor de semnale, (Prin amabilitatea lui Dr Ihomas [.. Hayes, Donner Laboratory, Lawrence 
Berkeley Laboratory, University of California, Berkeley. ) 


Un crater marțian de 70 km în diametru foto 
grafiat de Mariner 9 la 16 decembrie 1971. Soa 
vele bate din dreapta. Dreptunghiul cu linie 
albă punctată delimitează suprafața prezentată 
în fotografia de jos făcută cu camera de mare 
rezoluție a lui Mariner la 22 decembrie. Şanțu- 
rile, similare cu șanțurile lunare, se presupun a 
fi crăpături în scoarță pe unde a ieșit lava. Am- 
bele fotografii au fost imbunătățite prin prelu- 
crare la calculator. (Prin amabilitatea lui Jet! 
Propulsion Laboratory, California Institute of 
Technology, N.4S+., 


Acest mozaic, format din două fotografii ale regiunii lacului Tithonius de pe Marte luate ce 
câtre nava cosmică Mariner 9, prezintă un canion de două ori mai adinc decit Marele Cantor 
din Arizona. Fotografiile au fost comparate cu măsurătorile de presiune făcute prin spertruo- 
metre in ultraviolet la bordul navei spațiale. Săgețile unesc adincime deduse «lin măsurătorile 
de presiune făcute cu spectrometrul de ultraviolet şi trăsăturile corespunzătoare din fotografie 
Lania punctată arată traiectoria măturată de spectrometru. Fotografiile au fost luate de la înâl- 
țimea de 1 700 km și acoperă o „uprafaţă cu lărgimea de 650 km. /Prin amabilitatea lui Jet 
Propulsion Laboratory, Califormia Institute of Technology, NASA. , 
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Identități vectoriale utile 
Lectuvi suplimentare 


VECTORI: LIMBAJ ȘI CONCEPTE 


Limbajul este o componentă esențială a gîndirii abstracte. Este greu a 
gîndi clar și ușor, despre concepte abstracte și sofisticate, într-un limbaj ce 
nu are cuvinte potrivite unor asemenea concepte. Pentru a exprima noi con- 
cepte științifice, au fost inventate și adăugate limbilor noi cuvinte; multe 
asemenea cuvinte au fost formate din rădăcinile existente în greaca sau latina 
clasică. U'n cuvînt nou poate fi adoptat de multe limbi moderne dacă el sa- 
tistace necesitățile comunității științifice. Astfel zector în engleză (şi română) 
este zecteur în franceză, !'ektor în germană și BEA/OP (pronunţat vector) 
în rusă. 

Vector este un cuvînt ce definește o cantitate care are direcție. sens şi 
mărime și care se compune cu alți vectori după o regulă specială.! În toată 
mecanica (ca și în alte ramuri ale fizicii) vom întîlni cantități (viteză, forță. 
cîmp electric, moment de dipol magnetic) care au atît mărime cît şi direcție 
şi, în consecință, este important a dezvolta limbajul și tehnicile pentru abor- 
darea acestor mărimi. Deși analiza vectorială este considerată adesea o ramură 
a matematicii, importanța ei pentru fizică este atît de mare încît merită să 
includem aici o introducere. 


Notaţia vectorială. I)eoarece simbolurile sînt componentele limbajului 
matematic o parte importantă a analizei matematice constă în tehnica utili- 
zării corecte a notațiilor. Notaţia vectorială are două proprietăți importante: 


1. Formularea legilor fizicii în termeni vectoriali este independentă de 
alegerea axelor de coordonate. Notaţia vectorială oferă un limbaj în 
care enunţurile au un conținut fizic fără să introducem vreodată un 
sistem de coordonate. 


2. Notaţia vectorială este concisă. Multe legi fizice au forme simple și 
ușor de intuit dar care sînt ascunse atunci cînd legile se scriu în terme: 
nii unui sistem particular de coordonate. 


Deși în rezolvarea problemelor vom dori să lucrăm într-un sistem parti- 
cular de coordonate, vom enunța legile fizicii în forma vectorială, ori de cite 
ori va fi posibil. Unele legi mai complicate, ce nu pot fi exprimate în formă 


1 Înţelesul cuvîntului vector constituie o extindere naturală al unui sens mai 'rechi, acum 
demodat, din astronomie: o linie dreaptă imaginară ce uneşte o planetă în mișcarea sa pe 
elipsă cu un focar al elipsei. 


Regula specială este dată la pagina 46. 
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vectorială, pot fi exprimate în formă tensorială. Un feusor este o generalizare 
a vectorului şi include vectorul ca un caz particular. Analiza vectorială pe 
care o cunoaștem azi este în mare parte rezultatul muncii desfășurate la sfir- 
şitul secolului trecut de către Josiah Willard Gibbs şi Oliver Heaviside. 

Notaţia vectorială pe care o vom adopta este următoarea: pe tablă, 
mărimea vectorială A este scrisă puniînd o linie ondulată sub A ori punînd o 
săgeată deasupra literei. În carte vectorii vor apărea întotdeauna cu litere 
aldine. Mărimea vectorului va fi tipărită cu litere latine: A este mărimea lui 
A: A se mai scrie și A. Un vector unitar este un vector de lungime unitate, 
un vector unitar în direcţia lui A se scrie cu căciulă pusă deasupra astfel A 
şi se citeşte „A versor“ sau „A căciulă“. Recapitulăm această notație prin 
identitatea: 


A A 
ASAAZĂA. 


Figurile de la 2.1 la 2.4 prezintă: un vector, opusul acelui vector. vectorui 
înmulțit cu un scalar și vectorul unitar. 

Utilitatea şi aplicabilitatea vectorilor în problemele de fizică se bazează 
in cea mai mare măsură pe geometria euclidiană. Enunţarea unei legi în ter- 
meni vectoriali presupune de obicei acceptarea geometriei euclidiene. Dacă 
geometria n-ar fi euclidiană, adunarea a doi vectori într-o manieră simplă 
şi clară n-ar mai fi posibilă. Pentru spaţiul curb există un limbaj mai general, 
xeometria diferențială metrică, care este limbajul teoriei generalizate a rela- 


FIG. 2.1. Vectorulr reprezintă poziția punctu FIG. 2.2, Vectorul  reste egal m mării 
lui P relativ la alt punct O luat drept origine. vu e dar opus ca sens, 


FIG. 2.3. Vectorul 0,6 r se află pe direcția FIG. 2.4. Vectorul 7 este 'zectorul unitate 
lui 7 și are mărimea 0,6. în direcția lui r. Notaţi că r =rî. 
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tivităţii, domeniul fizicii în care geometria euclidiană nu mai este suficient 
de precisă. 

Am considerat vectorul ca fiind o cantitate ce are atit direcţie cit și 
mărime. Aceste proprietăți nu au absolut nici o legătură cu vreun sistem 
particular de coordonate, deși presupunem că direcţia vectorului poate fi 
definită, de exemplu, în raport cu camera laboratorului, sau cu stelele fixe 
etc. Cu toate acestea, vom vedea că sînt și alte obiecte matematice care au 
mărime şi direcție dar care nu sînt vectori ca, de pildă, rotațţiile finite (pagi- 
na 48). O cantitate ce are o mărime dar va şi direcţie este un scatar. Mări- 
mea unui vector este un scalar. lemperatura și masa sînt tot scalari. Pe de 
altă parte viteza v este un vector și forța F este tot un vector. 


Egalitatea vectorilor. După ce am stabilit notaţiile, vom trece acum la 
cîteva operaţii vectoriale: adunarea, scăderea şi înmulțirea. Doi vectori A și B 
ce descriu mărimi fizice similare (de exemplu forțe) sînt considerați egali cînd 
au aceeași mărime, aceeași direcție și același sens ; acest lucru se scrie A = B. 
Un vector nu trebuie să aibă neapărat precizată și o poziție în spaţiu, deşi 
el ar putea să se refere la o mărime definită într-un anumit punct. Doi vectori 
pot fi comparați, chiar şi atunci cînd ei măsoară mărimi fizice definite în 
diferite puncte din spaţiu şi la momente diierite. Dacă n-ar exista încrederea 
(bazată pe experienţă) că putem considera spaţiul ca nefiind curb, adică eucli- 
dian — cu excepția, poate, a distanțelor enorme — atunci n-am putea com- 
para fără nici un echivoc doi vectori aflați în puncte diferite. 


ADUNAREA VECTORILOR 


Un vector este reprezentat geonieiric printr-un segment de dreaptă orien- 
tat, sau printr-o săgeată, a cărți lungime la o anumită scară este egală cu 
mărimea vectorului. Suma a doi pu A şi B este definită prin construcția 
geometrică prezentată în figurile 2.5 b şi c. Această construcție este nu- 
mită adesea regula paralelogramul ni pentru adunarea vectorilor. Suma A -- B 
se obţine purtîndu-l pe B paralel cu el însuşi pînă cînd coada lui B coincide 
cu viiful lui A. Vectorul desenat de la originea lui A la virful lui B este tocmai 
suma A + B. Din figura 2.5, dse vedecă A-B=B-+ A, astfel încît adu- 
narea vectorilor este comutativă. Scăderea vectorilor este definită în figurile 
2.6, a şibcuB-+ (—B) = 0 definind vectorul negativ (opus). 

Adunarea vectorilor satisface relaţia A — (B + €) = (A + B) + C, deci 
adunarea vectorilor este asociativă (vezi fig. 2.7). Suma unui număr finit de 
vectori este independentă de ordinea în care aceștia sînt adunați. Dacă 
A — B = C, atunci adunînd pe B la ambii membri obținem A=B-C. 
Dacă 4 este un scalar: 


k(A + B) = kA + 4B (2.1) 


astfel încît multiplicarea unui vector cu un scalar este distributivă. 


Cînd este o mărime fizică veprezentabilă printr-un vector? O deplasare 
este un vector, deoarece descrie atît direcția liniei de la poziția inițială la 
poziția finala cît și lungimea liniei; se observă ușor că adunarea definită 
ca mai sus se aplică deplasărilor în spațiul euclidian. În afară de deplasări 
există şi alte mărimi fizice satisfăcînd legile de compunere și proprietăţile 
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FIG. 2.5.(a) Vectorul A. FIG. 2.5.(B) Vectorul B. 


FIG. 2.3. (c) Vectorul sumă A —- B. FIG. 2.5. (d) Vectorul sumă B+ A este 
ezal cu A+ B. 


A 
—B 
B -B 


FIG. 2.6. (a) Vectorii B și —B. FIG. 2.6. (b) Formarea lui A -—B; scă- 
derea vectorilor, 


FIG. 2.7. Suma a trei vectori: A-B-C. 
Verificaţi dumneavoastră că suma aceasta este 
egală cu B-A-C. 


de invarianță ale deplasărilor. Asemenea mărimi pot fi şi ele reprezentate 
prin vectori. Pentru a fi un vector, o mărime trebuie să satisfacă două condiţii: 


]) trebuie să satisfacă legii paralelogramului pentru adunare; 
2) trebuie să aibă o mărime şi o direcție independente de alegerea siste- 
mului de coordonate. 


hotațiile finite nu sint vectori. Nu toate cantitățile ce au mărime şi direc- 
"e sînt cu necesitate vectori. De exemplu. rotația unui corp rigid în jurul 


FIG. 2.8. (a) Orientarea originală a cărții. FIG. 2.8. (d) Orientarea originală a cărți! 
Ea este rotită apoi cu x/2 radiani (rad) in 
jurul axei |. 


FIG. 2.8. (b) Orientarea după o rotaţie FIG. 2.8. (e) Orientarea după o rotație 
de x/2 rad. în jurul axei ]. de x/2 rad. în jurul axei 2. 


FIG. 2.%. (e) Orientarea după o rotație FIG. 2.8. (/) Orientarea după o rotație 
ulterioară de x/2 rad. în jurul axei 2. ulterioară de x/2 rad. în jurul axei l. 
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unei anumite axe fixe din spațiu are atit mărime (unghiul de rotaţie, cit şi 
direcție (direcţia axei). Dar două asemenea rotații nu se compun după regula 
ile adunare a vectorilor, decît dacă unghiurile de rotaţie sînt infinit de mici!. 
Acest lucru se vede uşor cînd cele două axe sînt perpendiculare una-pe cea- 
laltă și unghiurile de rotație sînt de x/2 rad (90%). Să considerăm obiectul din 
figura 2.8, a (o carte). Rotaţia (1) o lasă ca în figura 2.8, b și rotația urmă- 
toare (2) în jurul unei alte axe o lasă ca în figura 2.5. c. Dar dacă obiectului 
orientat ca la început (fig. 2.8, d), îi aplicăm întîi rotația (2), (fig. 2.5, e) şi 
apoi rotația (1) în final el ajunge ca în poziţia din figura 2.8, f. Orientarea din 
figura a șasea nu este aceeași ca cea din figura a treia. Este evident, că aceste 
rotații nu satisfac legea comutativității adunării vectorilor. În ciuda faptului 
că au o mărime şi o direcţie, rotațiile finite nu pot fi reprezentate prin vectori. 


PRODUSE DE VECTORI 


Deși nu avem nici un motiv să ne întrebăm dacă suma a doi vectori este 
un scalar sau un vector, o astfel de întrebare este importantă atunci cînd ne 
referim la produsul a doi vectori. Există două moduri foarte utile în care se 
poate defini produsul a doi vectori. Amîndouă produsele satisfac legea distri- 
butivității înmulțirii: produsul lui A cu suma B + C este egal cu suma pro- 
duselor lui A cu B și A cu C. Un tip de produs este un scalar, celălalt este din 
multe puncte de vedere un vector. Ambele produse sînt folosite în fizică. 
Există şi alte definiții de produse ce nu sînt folositoare: de ce 1B nu este 
o definiţie folositoare pentru produsul a doi vectori: Prin, AB înţelegem pro- 
dusul obișnuit A|:,B al mărimilor lui A și lui B. Observăm că dacă D= 
= B+ C atunci, în general, AD + AB + AC. Absența proprietăţii de dis- 
tributivitate face să nu se folosească AB ca produs al lui A cu B. 


Produsul scalar. Produs scalar al lui A și B se definește ca fiind acel ni. 
măr obținut inmulțind mărimea lui A cu mărimea lui B și cu cosinusul unghiu- 
lui dintre ele (vezi fig. 2.9 de la a la c). Produsul scalar este un scalar. Pentru 
produsul scalar există simbolul: 


|A-B=AB cos (A, B) | (2.2) 


Aici cos (A, B) înseamnă cosinusul unghiului dintre A și B. Vedem că în 
definiția dată produsului scalar nu intervine nici un sistem de coordonate. 
Observăm câ cos (A, B) = cos (B, A) astfel încît produsul scalar este comu- 
tativ: 

A" BD biA. (2.3) 


Vom citi A-B ca „A punct B'. 


1 Vitezele unghiulare sint vectori, chiar dacă rotaţiile de unghiuri finite nu sint. 
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FIG. 2.9. (a) Pentru a-l forma pe A':B FIG. 2.9. (b) B(4 cos0) = A.B. 
aduceţi “rectorii A și B într-o origine comună. 


FIG, 2.9. (c) A(Bcos6)=A.B. Aici 0, 
litera greacă theta, reprezintă unghiul dintre 
A şi B. 


Dacă unghiul dintre A şi B se află între =:2 şi 3x/2, atunci cos (A.B) 
şi A-B vor fi numere negative. Dacă A = B, atunci cos (A.B) - | şi: 


A BA E. 


Dacă A-B = 0 și 14740, BV, vom spune că A este ortogonal pe B sau per- 


ş ăi A a p ăi 
pendicular pe B. De notat că cos (A,B) = A : B, astfel încît produsul scalar 
a doi vectori unitari este tocmai cosinusul unghiului dintre ei. Mărimea proiec- 
ţiei lui B pe direcția lui A este: 


AA A 
Bcos(A, B) = BA-B=B-A 


A î A A i i Sc - î - . 
unde A este vectorul unitar în direcția lui A. Proiecţia lui A pe direcţia lui 
B este: 


Acos(A, B) = A -B. 


Produsul scalar nu are invers: dacă A: X = b atunci nu există soluție unică 
pentru X. Împărțirea cu un vector este o operaţie fără sens, nu este definită. 


Componente, mărimi și cosinuși direclori. Fie X, , 2 trei vectori unitari 
ortogonali! ce definesc un sistem cartezian de coordonate ca în figura 2.10, a. 
Un vector arbitrar A se poate scrie: 

A=A3+A,y+ 4,2 (2.4) 


1 Ortogonali, în sensul de aici, înseamnă reciproc perpendiculari. 


FIG. 2.10. (a) Vectorii unitari cartezieni: FUG. 2.10. (6) ae € A 9 Ay du 


2 
ortogonali 2, 3, ? 


FIG. 2.11. Cosinușii directori referitori 
la unghiurile indicate. 


unde 1,14, şi.4. se numese componente. lui A, aşa cum se vede în figura 2.10, ?. 
se vede imediat că 1,=— A: 8 deoarece: 


A:3=4 RARA 3 = 43 
Și 
Ş:3=0=2-8 
A A 
XX |], 


În funcţie de componentele A, 4,, A, mărimea lui A este: 
d = A Azv(3, 344,9 4.2481, 4.2)= 
- - FA 4E (2.5) 


. . A . C] 
Dacă vrem să scriem o expresie pentru vectorul unitar A (vezi de asemenea 
fig. 2.10, d) vedem că: 


A A A 
» d pe PE E e PI 
si IYŢ! 2 A_a pe, spre 


A=% 
A A 4 2 "A 


: (2.6) 


este tocmai o astfel de expresie. Din figura 2.11 și ecuația (2.6) deducem câ 
pi e „pe gare Iş face A cu axele x, v, și 2 au cosinușii 4/4, A,/Ă şi 

A|A sau x- A, Ş-A şi? Â. Aceştia se numesc cosiuuşi directori și au pro- 
prietatea că suma pătratelor a trei cosinuși directori este :gală cu unu, după 
cum se poate vedea cu ajutorul ecuaţiei (2.5). 
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Folosind componentele scrierea produsului scalar a doi vectori A și B 
este comodă 


|A:B=A4,B, + 4,B,+ 4,8, (2.7) 
Aplicatii ale produsului scalar. Ne vom ocupa de citeva aplicații ale 
produsului scalar. 


|. Legea cosinusurilor. Fie A — B = C; luînd apoi produsul scalar al 
jiecărui membru al acestei egalități cu el însuși avem: 


(A—B)-(A4A—B)=cC-C 
sau 
42+ B2—2A:B=C2 
care este tocmai faimoasa relație trigonometrică: 
A42+ B?2— 2AB cos (A,B) = C2. (2.8) 
Cosinusul unghiului dintre direcţiile a doi vectori este dat de: 
A-B 
AB 


cos (A, B) = cos 6, = 


ca în ecuația (2.2) (vezi fig. 2.12, a și b). 


2. Ecuația unui plan (fig. 2.13). Fie N normala la planul considerat, 
«are este coborită din punctul O situat în afara planului. Fie r un vector arbi- 
trar cu originea în O şi cu extremitatea în orice punct P din plan. Proiecţia 
Jui r pe N trebuie să fic egală în mărime cu N. Astfel planul este descris de 
ecuaţia: 

a DĂ (2.9) 


Pentru a stabili identitatea acestei relații compacte cu expresia cunoscută 
din geometria analitică pentru ecuaţia planului: 
ase hp 0 pp | 


să scriem pe N și r în funcție de componentele V,, N, și N, precum și de 
%, y, 2. Ecuația (2.9) ia acum forma: 

(XR yd) (NAN, I+ N, 22 
care se reduce la: 


N, N N 


N V 
E —Y+az—=l 
pat Ye? N2 


3, Vectorii electric și magnetic într-o undă electromagnetică. Fie k vectorul 
unitate în direcția de propagare a unei unde electromagnetice plane în vid 
(vezi fig. 2.14), atunci (după cum vom vedea în volumele 2 și 3) vectorii inten- 
sitate electrică și inducție magnetică E și B trebuie să se afle în planul normal 

A 


la k și să fie perpendiculari unul pe celălalt. Vom exprima această condiţie 
geometrică prin relaţiile: 
A A 


E. =0i 5 B=0, 350. 
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4. Lucrul mecanic efectuat în unitatea de timp (puterea ). S-a învăţat 
în fizica din liceu (vezi de asemenea și capit. 5) că lucrul mecanic efectuat în 
unitatea de timp de forța F asupra unei particule ce se mișcă cu viteza v 
este egal cu Fv cos (E, v). Recunoaștem această expresie ca fiind tocmai produ- 
sul scalar: 


F-v. 


Vom scrie în general derivata dL/dt ca un simbol pentru lucrul mecanic efec- 
tuat în unitatea de timp și astfel (fig. 2.15): 


m B- v. 2.10 
= v (2.10) 


5. Debitul. Fie S un vector perpendicular pe o suprafață plană și de 
mărime egală cu aria acelei suprafețe şi fie v viteza cu care se deplasează 
suprafața. Atunci volumul parcurs în unitatea de timp de suprafața S este 
un ma avînd ca bază suprafața $ şi înălțimea oblică 2 (vezi fig. 2.16), 
sau S:v. 


FIG: 2.12. (4) C-c= = (A-—B): (A — FIG. 2.12.(0)D-D=D* = (A+B):(A - 
— B) = 424 B3—2A - B= 42+ B* — + B) = 42+ B1 + 2AB cos. 
— 24B cos. 


FIG. 2.13. Ecuația unui plan. N este nor- FIG. 2.14. Cimpurile electric şi magnetir 
mala la plan dusă din originea O. Ecuația intr-o undă electromagnetică plană în “ud 
planului este N : r = N?. sint perpendiculare pe direcția de propa- 


A A A 
gare k. Astfelk-E =-k:B=V:E.:B=u 
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FIG. 2.15. Lucrul mecanic efectuat în unt- 
tatea de timp de forța F asupra unei par- 
ticule ce se mişcă cu viteza v. 


FIG. 2.17. (a) Produsul vectorial C=A x B. 


FIG, 2.17. (c) Produsul vectorial Bx A 
are sens opus lui Ay. 
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FIG. 2.16. Volumul măturat în unitatea 
de timp de suprafața S în deplasare cu 
viteza v. 


FIG. 2.17. (p) Metode pentru determinarea 
sensului lui A x B. 


Regula burghiului drept 


Debitul este atunci: 


5 y; 210) 
Ep v (2.11) 


Produsul vectorial !. În fizică este utilizat pe scară mare și unalt produs 
de doi vectori. Acest produs este mai degrabă un vector decît un scalar, dar 
este un vector într-un sens mai restrîns. Produsul vectorial A x B se defi- 
neşte ca fiind vectorul normal pe planul ce trece prin A și B avînd mărimea 
AB |sin (A, B)| ca în figura 2.17,a: 


|c= AxB=CABisin(A,B)| | (2.12) 


Ax B se citește: „A produs vectorial cu B“ sau (atunci cînd nu există posi- 
bilitatea de confuzie cu produsul scalar) „A ori B“. Sensul lui C se determină 
printr-o convenţie fixată de regula burghiului drept: vectorul A, primul 
factor al produsului este rotit cu unghiul cel mai mic pînă cînd coincide cu 
direcția lui B. Sensul lui C este sensul de înaintare al unui burghiu normal cu 
filet pe dreapta (burghiul standard și în România) atunci cînd burghiul este 
rotit în același sens ca și vectorul A, după cum se vede și în figura 2.17,b. 

Să formulăm într-alt fel regula ce dă direcţia lui C: în primul rînd, să 
facem ca cei doi vectori A și B să aibă aceeași origine: ei vor defini un plan. 
Vectorul C este perpendicular pe acest plan, adică produsul vectorial A x B 
este perpendicular atît pe A cit și pe B. Rotim pe A peste B cu cel mai mic 
dintre cele două unghiuri posibile —- îndoim degetele miinii drepte după 
direcția în care l-am rotit pe A, atunci degetul mare va indica direcţia lui 
C=A x BB. le notat că din cauza acestei convenţii de semn vectorul B. A 
este opus ca semn vectorului A x B (vezi fig. 2.17, 6): 


BxÂA=—AxB. (2.13) 


Produsul vectorial nu este, astfel, comutativ. Rezuiră din ecuația 2.!3 că 
Ax A=0, astfel încît produsul vectorial al unui vector cu el însuși este 
zero. Produsul vectorial este distributiv: 


AX (B+C)=AxB+AXxC. 


Demonstrația (ceva mai complicată) poate fi găsită în orice carte de analiză 
vectorială ?. 

Produsul vectorial în coordonate carteziene. Aşa cum am găsit în relația 
(2.6) cosinuşii directori ai vectorului A, putem găsi și sinusurile unghiurilor 
pe care A le face cu axele carteziene. Acest lucru este mai greoi și sinusul 
poate fi aflat mai ușor din cosinus. Totusi, este deseori folositor să avem o 


1 Acest paragraf poate fi acum cinis (pag 55 pină la 59). Produsul “vectorial este folosit 
in capitolul 5 (pag. 89) care poate fi de asemenea omis, el este necesar numai incepind cu 
capitolul 6 (pag. 208). 


2 Vezi, de exemplu, C. E. Weatherburn, „Analiză vectorială elementară” (Elementary 
icotor NEBigsi6) pag. 37, C. Belt Soms, Ltd, Pondon, 002% |. GG Gofitin, „Amzltză rea 


torială“ (Vector Analysis), pag. 35, John Wiley & Sons, Inc., New York, 1911. 
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formulă pentru exprimarea produsului vectorial a doi vectori în funcţie de 
componentele lor: 


AXB= (43+ 4,3 + 4,2x(8,£+8,9+ 8,2)= 
= (x 5) 4,8, + (x DA.B. + 9 24,8. + 9 x 394,8, + 
+ (îx 8) 4.8, + (îx 3) 4,8, 


unde am folosit rezultatele: x î=$ x y=2x2= 0. 

Se ridică acum o problemă: cît este x = $? Este 2 sau —2: Vom face urmă- 
toarea alegere ă « Ş = + 2 și vom construi axele de coordonate în concor- 
danță cu această alegere. Această convenţie, folosită mult în fizică, definește 
un sistem de coordonate drept !. Convenim să lucrăm numai în sisteme de 
coordonate drepte ca acelea din figurile 2.10 a și b. 


A A A a A d di . . » 
Acum avem X-Z= -Yy, yx2=X și așa mai departe și vedem că: 
Ax B = x(4,B, — A4,B,) + SUAB, — AB.) — A4B, — 4,B,). (2.14) 
De notat că dacă indicii sînt ciclici în raport cu x+7, termenii din produsul 


vectorial sînt pozitivi, în caz contrar e! sint negativi. Cine este familiarizat 
cu determinanţii poate vedea imediat că reprezentarea: 


(2.15) 


este echivalentă cu ecuația (2.14) și se ţine minte ușor. 


Aplicații ale produsului vectorial. În următoarele paragrafe vom trata 
cîteva aplicaţii ale produsului vectorial. 


1. Aria unui pavalelogram. Mărimea: 


IA X B| = AB|sin (A, B)| 


este aria paralelogramului cu laturile A și B (sau de două ori aria triunghiului 
cu laturile A şi B) (vezi fig. 2.18, a). Ihrecţia lui A x B este normală la planul 
paralelogramului ; putem astfel considera A » B ca vectorul arie al parale- 
logramului. Deoarece am dat semne laturilor A şi B vectorul arie apare înzes- 


1 Cum am putea comunica unei alte ființe dintr-un alt sistem solar al galaxiei noastre, 
definiția dată de noi sistemului drept de coordonate? Am putea face acest lucru utilizind unde 
radio polarizate circular. Semnalul poartă un mesaj care îi “ra spune observatorului îndepărtat 
in ce sens am definit polarizarea undelor. Observatorul indepărtat va fi construit două aparate 
de recepţie, care, în termenii intensității semnalului, :ror azea, unul, sensul corect iar celălalt 
sensul incorect. Orice metodă de măsură are nevoie de o analiză foarte atentă: în lucrarea 
originală pri'zind efectul Zeeman din spectroscopie, descoperitorul lui a asociat în mod incorect 
semnul plus sarcinilor oscilante din atom, deoarece a interpretat greşit sensul radiației cir- 
cular polarizate. Xezi P. Zeeman, Philosophical Magazine, (5) 43:55 şi 226 (1897). În mod 
asemănător, prima transmisie prin intermeiliul satelitului Telstar din ziua de || iulie 1962 a 
fost destul de prost recepționată în Marea Britanie din cauza: „inversării unei mici piest din 
antenă care a provenit dintr-o ambiguitate in definirea sensului de rotație a undelor radio“ 
Times (London), July 13, 1962, pag. 1l.] 
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FIG. 2.18. (a) Vectorul arie a unui parale. FIG. 2.18. () Ax B-C = aria bazei xînăl- 
logram este C -A > B=— AB|sin 9:€. țimea - “olumul paralelipipedului. 


-FIG. 2.18. (c) Legea sinusurilor într-un 
triunghi. 
Notaţi că: sin (A,B) = sinir — (A.B). 


trat cu o direcție. Sint aplicaţii fizice cînd este util să dăm ariei o direcţie 
[Vezi ecuaţia (2.11).] 


2. Volumul unui paralelipiped. Scalarul: 
(AxB)-CleP 

"este volumul paralelipipedului cu aria bazei AX B iar C este muchia sau 
înălțimea oblică (fig. 2.18, b). Dacă cei trei vectori A, B şi C sînt în același 
plan, volumul va fi zero; astfel trei vectori sînt coplanari dacă și numai dacă 
(x DY C=o0. 

Se vede din figură că: 

A -(BxO0)=(AxB):C 
astfel încît se poate schimba în produsul mixt punctul cu semnul „ori“ fără să 
se modifice valoarea produsului. Totuși, 
A*(Bx0)=—A-(CxB). 

Produsul mixt nu se modifică la o permutare circulară a ordinii vectorilor 
dar își schimbă semnul dacă ordinea ciclică s-a schimbat. (Permutări ciclice 


ale lui ABC sînt BCA și CAB; permutări neciclice ale lui ABC sînt BAC, 
ACB şi CBA.) 
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M=rxF=>rXEF 


FIG. 2.18. (d) Momentul forțe ca produs Fi. 2.14%. (e; Forţa exerentată asupra uuri 
vectorial. sarcini puzitive în mișcare într-un cimp 
magnetic. 


3. Legea sinusurilor. Fie triunghiul definit prin C= A - B (fig. 2.15., 
Să înmulțim vectorial ambii membri ai acestei ecuații cu A: 


AXC=AXxA-+AXxB. 


Însă A xA = 0 iar mărimea ambilor membri trebuie să fie aceeași. astfel 
încît: 
AC sin (A, C) = AB sin (A, B) 
sau: 
sin (A, C) _ sin (A,B) 
B Cc 


Această relație este tocmai legea sinusurilor într-un triunghi. 


(2.16) 


4. Momentul. Ideea de moment ne este familiară din multe cursuri de 
introducere în fizică. El este important pentru mișcarea corpurilor rigide 
discutată în capitolul 8. Momentul se referă la un punct şi în termeni vectoriali 
are o expresie convenabilă: 


M=rxF (2.17) 


unde r este vectorul de la punctul de referință pînă ia vectorul F. Din figura 
2.18, d se vede că momentul are o direcție perpendiculară atît pe r cît şi pe F. 
De notat că mărimea lui M este 7/ sin « și rsin a este mărimea perpendiculare: 
de la punct (0 în figură) la F. Din figură se vede că rsina = r' sina. Rezultă 
că momentul este independent atît în mărime cît şi în direcţie de punctul 
de pe direcția lui F pînă la care se desenează r. 


5. Forta ce acționează asupra unei particule în mişcare într-un» cimP 
magnetic. Forţa ce se exercită asupra unei sarcini electrice punctiforme “+ 
se mișcă cu viteza v în cîmpul magnetic B este proporțională cu + înmulțit 
cu componenta perpendiculară a lui B pe v. În termenii produsului vectorial 
(vezi fig. 2.18, e): 


pay X B (unități Gauss) (2,18) 
C 
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F=gvxB (unităţi SI). 


Aici g este sarcina particulei iar c este viteza luminii. Despre legea ce dă 
această forță se va discuta mai în detaliu în volumul 2 și va fi folosită în 
capitolul 3 (pag. 89). 


DERIVATE VECTORIALE 


Viteza v a unei particule este un vector; accelerația a este de asemenea 
un vector. Vzteza este rata de schimbare în timp a poziției unei particule. 
Poziţia unei particule la orice moment de timp / poate fi specificată de vectorul 
r(!) desenat dintr-un punct fix O pînă la particulă, ca în figura 2.19,a. Pe 
măsură ce trece timpul, particula se mișcă şi vectorul de poziţie îşi schimbă 
direcția și mărimea (fig. 2.19, 5). Diferența r(f) — r(î) este vectorul din 
figura 2.19, c: 

Ar = r(&) — r(h). 


Dacă vectorul r este privit ca o funcție (vectorială) de o singură variabilă 
scalară ft, valoarea lui Ar va fi complet determinată dacă cele două valori 
h Şi ta sînt cunoscute. Astfel, în figura 2.19, d Ar este tocmai coarda P,P>. 
Raportul: 

Ar 


a Li 


FIG. 2.19. (a) Poziţia P, a unei particule lu 
timpul 4, este descrisă prin vectorul r(/,) relativ 
la originea fixă din punctul O. 


FIG. 2.19. (6) La timpul 4, particula u avan FIU. 2.19. (0) Vectorul Ar este diferența 
sat în P4. dintre r(fş) şi r(î.). 


= ra) rr) 
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FIG. 2.19. (d) Ar este coarda dintre punctele FIG. 2.19. (e) Pe măsură ce At — 

P, şi P, de pe traiectoria particulei. ta — î, — 0, vectorul Ar/At coliniar cu 

- coarda se apropie de vectorul dr/d/ colinia: 
cu tangenta la traiectorie în punctul P,. 


este un vector coliniar cu coarda P,P, dar mărit cu raportul 1/A/. Pe măsură 
ce At tinde spre zero, P2 se apropie de /, și coarda P,P, se apropie de tangenta 
în P,. Atunci vectorul: 


SE apropie de isi 
A pe, 


care este un vector tangent la curbă în P, şi îndreptat în sensul în care va- 
riabila t crește de-a lungul curbei (fig. 2.19, e). 


Viteza. Vectorul 
dp... A 
Ha 
d At>0 AZ 
se numește derivata în funcție de timp a lui r. Prin definiţie vectorul viteză 
este: i 
dr 


v(4) = isi 


. (2.19) 


Mărimea v = v|a vectorului viteză este un scalar. În termenii componentelor 
putem scrie: 


r() = (0) 8+ 903 +22 (2.20) 
și: 
dr dia a dy dz 
DP Et (2.21) 


= [vj= VEFEFE 


unde am presupus că vectorii unitari nu se modifică în timp astfel încît: 


0 da __ 45 62 
di di di 


60 * 3 


Putem scrie, în general, ecuația (2.20) fără să-l exprimăm pe r în com- 
ponente: 


r(t) = (1) (2) 
unde scalarul 7(/) este lungimea vectorului iar 03) este vectorul de lungime 
unitate în direcția lui r. Derivata lui r(/) poate fi definită ca: 


dr d (02 AD) Pe + AD) — 7050). 


= d (n ED = lim : e (2.22) 


di di 
Putem retranscrie numărătorul 1, reținînd numai primii doi termeni din dez- 
voltările în serie ale lui 7(£ + A7) şi Î(2+ A5): 


dr Ifau, d? dra .. d? „(dr df 
[0 + = ajf + E | — 7(P0() = (Se Da 3) + (44) (2 Ei 


Cînd rezultatul de mai sus este plasat în ecuaţia (2.22), termenul al doilea al 
raportului tinde la 0 cînd A/-> 0 și avem: 


A 


dr  dra dr 
— Y + 


7 L] 
di di di 


._. sA . SI . . . . PI, . . A . 
Aici dr/dt reprezintă viteza de variație a direcţiei vectorului unitar r. Relaţia 
de mai sus reprezintă o exemplificare a regulii generale de derivare a produsului 
unui scalar a(?) cu un vector b(7): 


d da db 
Sia SE 2.24 
a a Eau du 


În ecuația (2.23) o contribuţie la viteză provine din modificarea direcţiei 


lui 7; cealaltă contribuţie provine din modificarea lungimii lui r. 
Deoarece vom folosi forma lui v dată de ecuaţia (2.23) (în mod special 
în capitolul 9, pentru mișcarea într-un plan), vom dezvolta acum o expresie 


similară pentru dr/d: folosind vectorul radial] unitate T precum și vectorul 
unitate perpendicular pe el și pe care îl vom denumi 6. 


Pentru a înțelege mai bine cine sînt acești: vectori unitari și derivatele 
lor în timp, să considerăm mișcarea unui punct pe o traiectorie circulară: 


(2.23) 


2 , pi — —”: a a 
în acest caz vectorul unitar r se va modifica în intervalul de timp A? cu mă- 
- A . . a . x 
rimea Ar pentru a deveni ? + Ar, după cum se vede în figura 2.20, a. Dacă 
se alege A/ atît de mic încît să se apropie de zero atunci Ar ia direcția vectorului 


unitar transversal 6 ca în figura 2.20, ?. 
Mai mult, pe măsură ce A/ și A6 corespunzător se apropie de zero mărimea 


lui AP devine pur și simplu: 
|A?| = IFJAO = A6 


(deoarece |r| = 1), iar vectorul AF și raportul AP/AL devin 


1 Pentru dezvoltarea în serie vezi pagina 73 de la sfirșitul acestui capitol. 


6! 


TAI 


> 


A 

FIG. 2.20. (a) Af este variația 'vectu- FIG. 2.20. (b) Vectorul unitar 6 este per: 

rului unitar ?. pendicular pe ? și are sensul în sensul creș- 
terii lui 6. 


FIG. 2.20. (e) Af este modificarea vecto- FIG. 2.21. Componentele vectoru!u riteză 
A [3 
rului unitar 6, în funcție de ? şi 8. 


Cînd facem limita A/—0, obținem derivata în timp a vectorului unitar: 


d _ 09, 

—=— 5. 2.25) 

di “di (00) 
Cu argumente similare, utilizînd figura 2.20, c se vede imediat că derivata 


A . A 
în timp a lui 6 este 


E — INI) (2.26) 


Dacă vom considera acum un punct ce se mișcă într-un plan pe o direcție 
oarecare, ca în figura 2.2], recunoaștem că vectorul viteză v este compus la 


orice moment de timp din vectorul componentă radială d7/dt T şi din vectorul 


componentă transversală 7 d?/dt = 78 d8/dr. Pentru ultimul vector am utilizat 
ecuaţia (2.25). Atunci expresia lui v în forma din ecuaţia (2.23) este: 


PI dO A 
= pa 2,27 
| de — dt în ia € | (2-27) 
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Acceleraţia. Acceleraţia este tot un vector; el este legat de v în același 
mod în care v este legat de r. Vom defini accelerația ca fiind: 
dv _d?r 
i e 2.28 
di 4 a) 


Utilizind ecuația (2.21) obţinem, în componente carteziene, 


| dv d2x A d? A d?z A i 
a= SS I+ = az! 2.29 
a aa o e (230) 
În viitor, (cap. 9), vom avea nevoie de a şi în funcţie de r şi de 6; din ecuaţia 
(2.27): 
dv __d?a drdr dr d0 A d20 A d LI 
a a £ pie 2 a Pr 
pa aa au pda 
Făcînd apel la relațiile (2.25) și (2.26) pentru dt/dt și d6;dt, aducem expresia 
de mai sus în forma următoare: 


dv_ da  drd0a  drdda: 20 3 — (2 
a ar = —] 9. 
Pg a e RI | pl 
Apoi după striîngerea termenilor și o mică rearanjare, se poate scrie în modul 
următor: 
2 ! 
SI BE | REEL 
de? dt de dt 


Această expresie va fi folosită în exemplul privind mișcarea pe un cerc (de 
mai Jos) precum și în mod particular în studiul mișcării unei particule în jurul 
unui centru de forțe (în cap. 9). 


EXEMPLU 


Mișcarea circulară. Acest exemplu (prezentat în fig. 2.22) este foarte important din cauza 
numeroaselor cazuri de mișcare circulară întîlnite in fizică și în astronomie. Dorim să obținem 
expresii explicite, pentru vectorii viteză și accelerație ai unei particule ce se mişcă cu vitezi 
ronstaută pe v orbită circulară de rază fixă r. O orbită circulară poate fi descrisă de: 


r(?) = 7 î(0) (2.34 


unde r este constant și vectorul î st roteşte cu o viteză constantă. 

Putem trata această problemă în oricare din urmitoarele «două moduri: fie fotosind 
expresiile din ecuaţiile (2.27) pină la (2.30) în funcţie de r și de A fie luiosind axele ă şi $ 
iixe în spațiu şi ecuaţiile (2,21) şi (2.29). 

. : Ata A 

Metoda 1. Deoarece r este consrant, ecuația (2.27) ne dă pur şi simplu v = 7 d0/dt8. 
De obicei, 'riteza unghiulară d0/dt se notează prin litera grecească w. Ea se măsoară în radiauit 


1 Vezi pag. 72 de la sfîrşitul acestui capitol pentru explicarea radianilor. 
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FIG. 2.22. O particulă în mișcare cu viteză con- 
| stantă pe un cerc de rază r. Viteza unghiulară 
constantă este w. Sint arătate viteza și accelera. 
ţia particulei aşa cum rezultă din relațiile (2.31) 
pînă la (2.38), 


pe secundă (rad/s) și in cazul de față este constantă. Astfel v = rod iar viteza constantă a 
particulei este: 
v= or, (2.32) 


Pentru accelerație vom utiliza ecuaţia (2.30) care cu r constant și dO/dt — w constantă 
ne va da: 


a = —roif (2.33) 


Accelerația este, astfel; constantă în mărime şi îndreptată înspre centrul traiectoriei circulare. 


Metoda 2. În funcție de componentele carteziene, vom scrie vectorul de poziție al parti- 
culei in mișcare circulară la orice moment de timp ț, in forma dată de ecuația (2.20): 


r(î) = cos at-2+r sinat-$. (2.34) 
Atunci, vectorul viteză, dat de ecuaţia (2.21), cu r constant, este: 
dr 
dz 


Mărimea vectorului viteză este: 


V == = —orsinott + or cosut Ş. (2.35) 


v = Nv:v = cor jsin? ot + cost of = ar (2.36) 
în concordanță cu ecuația (2.29). Se poate vedea că vectorul v este perpendicular pe r prin 
faptul că produsul scalar al acestor vectori este zero. 

În acord cu ecuația (2.29) găsim “rectorul accelerație ca derivata în funcție de timp 
a lui v. Diferenţierea ecuației (2.35) ne dă: 


d E a 
a = = — tr cost — w?r sin ot = — w2(r cosată + rsin ot) = 
U 
= —atr= —a0trf, | (2.3) 
Rezultatul acesta este identic cu cel obținut în ecuaţia (2.33) prin metoda 1. Acceleraţia are 


mărimea, constantă a = «wâr și este îndreptată spre centru în acord cu — î. Folosind v = or 
din ecuaţia (2.36! sau din (2.32) se poate scrie mărimea accelerației ca fiind: 


Pe a (2.38) 


Ld 
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Ea se numește acceleraţie centripetă (indrepiată spre centru) şi “ză este, poate, iamiliară di» 
Jiceu., 

Viteza unghiulară « are o legătură simplă cn frec'zența obișnuită 7. În umtatea de tinir 
vectorul r din ecuația (2.34) mătură (parcurge) wo radiani astfel incit w reprezintă număru: 
de radiani parcurși în unitatea de timp. Dar Irec'rența obișnuită f este definită ca numărul du 
cicluri complete parcurse in unitatea de timp. Deoarece mnt 27 radiani într-un cerc trebuie 
să avem: 

2nf=w. 


Perioada T a mișcării este definită ca timpul necesar pentru parcurgerea unui cerc (cchu 
complet. Vedem din ecuaţia (2.34) că un ciclu este parcurs în timpul 7 astfel incit oT7 = 2= 
sau: 


Ca exemplu numeric, fie frecvența / de 50 de rezoluții sau cicluri pe secundă (50 Hz). Atunci 
perioada: 


iar frecvenţa unghiulară este: 
w = 2nf RR 314 radjs, 
Dacă raza orbitei circulare este de 10 cm, atunci viteza este: 
v = or = (314): (10) 2 3,1:4x 103 cm/s = 31,4 m/s. 
Accelerația in orice punct al orbitei este: 
a = ar = (314)2 (10) 2 0,98 x 108 cm/s? = 9,8x 10% m/s8. 


În capitolul 4 'zom prezenta un exemplu numeric din care se va “redea că accelerația unui 
puvet fixat pe suprafața pămîntului Ja ecuator datorată mişcării pămîntului în jurul axei sale 
este de 3,4 cm/s2. 


INVARIANŢI 


Am menționat (pag. 44), că independenţa în alegerea axefor de coordonate 
constituie un aspect important al legilor fizicii precum și un motiv puternic 
pentru folosirea notației vectoriale. Să considerăm valoarea mărimii unui 
vector în două sisteme de coordonate diferite care au originea comună dar 
care sînt rotite uaiul în raport cu celălalt ca în figura 2 23. În cele două sis- 
teme de coordonate: 


A=A,5+A4,9+ 4,2 
și La) La) 
A= AX + AŞ + 42 (vezi fig. 2.23). 
Deoarece A nu s-a modificat, A? trebuie să fie același și astfel: 


A3+ 434 A? AG+ AG+ AA. 


Cu alte cuvinte mărimea unui vector este aceeași în orice sistem de coordo- 
nate ce diferă unul de altul printr-o rotaţie rigidă a axelor de coordonate; 
se spune despre această mărime că are o formă invariantă (sau mai pe scurt 
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planul xy 


planul x'y' 


FIG. 2.23. Vectorul A poate fi descris in FIG. 2.24. Vectorul A= 3% - Ș — 22 ș 
coordonatele x,y,z sau în coordonatele x",y",2 proiecția sa în planul y. 

obținute din +,y,2 printr-o rotaţie arbitrară 

Spunem că. 4? este o formă invariantă în 

raport cu rotația. Aceasta înseamnă 

42 + A+ 43 = App 49 + 49. 

că este un invariant). Problema 20 (de la sfîrşitul acestui capitol) ne oferă 
o metodă pentru verificarea acestei invarianțe. Se vede clar, din definiția 
sa, că produsul scalar din ecuația (2.7) are o formă invariantă si că mărimea 
produsului vectorial este un alt invariant. Presupunem că nu există nici o 
modificare de scară; de exemplu, lungimea ce reprezintă o unitate rămîne 
neschimbată la o rotație. 


Vorbim cîteodată despre o funcţie scalară de poziţie, cum ar fi tem- 
peratura T(x, y, 2) în punctul (x, y, 2), ca despre un cimp scalar. În mod si- 
milar, un vector a cărui valoare este o funcție de poziție, cum este viteza 
v(x, y, 7) a unei particule în punctul (x, y, 2), se zice că este un cîmp vectorial. 
O bună parte din obiectul analizei vectoriale se referă la cîmpurile scalare și 
vectoriale precum și la operaţiile diferenţiale cu vectori, subiecte ce vor fi 


tratate in extenso în volumul 2. 


Exemple de diferite operaţii elementare cu vectori. 


Vom considera vectorul (fig. 2.24): 
a 


A 3. Şi 22 
(1) Să se afle lungimea lui A. Formăm pe 43: 
AAA 193 22 14 
astfel încît A = 414 este mărimea lui A. 


(2) Care este lungimea proiecției lui A pe planul xy? Vectorui ce reprezintă protectia lut A 
pe planul xy este 3% | $: pătratu! lungimii acestui vector este 37 | 13 - 10, 
(3) Construiți un vector situat în planul +y şi perpendicular pe A. 
Dorim un vector de forma: 
B= B.8+ By 
cu proprietatea A:B=0, sau: 


(324 + 2018201849) 0. 
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Efectuind produsul scalar găsim: 


387 = By d 
sau: 
Be = - 5. 
B, 


Cu datele din problemă nu se poate determina și lungimea vectoruitui B iezi în 2.25) 
(4) Construiţi vectorul unitate 8. Trebuie să avem 8 i 8 - 7 aa 
4 
Bat + 3) = 1083 =1. 
Astfel: 


A A 

& e A x —3y 

Bee. AED £ — 4/0 Gmail 
VI/10 x — J 95103 = 75 


15) Găsiți produsul scalar al vectorului A cu vectorul C — iei (vezi bg. 2.26). Se vede 
direct că el este 2x3 = 6. : 

(6) Găsiţi expresiile lui A și C, intr-un sistem de coordonate obținut din vechiul sistem, 
de coordonate printr-o rutație de unghi /2 în sensul acelor de ceas privind de-a luugul direcției 
pozitive a axei + (fig. 2.27). Noii vectori nnitari £. Ș. 7 sin: legați de cei vechi 


prin: 
„E E N E 


FIG. 2.25. Vectorul B se află m planul 3 FIG 2.26. Proiecția pe A u vectorului 
şi este perpendicular pe A. C = 2%; A-C = (proiecția lui C pe A) 
inmulțit cu A. 


FIG. 2.27. Sistemul de referință accentuat FIG. 2.28. Vectorul A — C. 
x, y', 2* se obţine din sistemul neaccentuat 
29,2 printr-o rotație de + 1]2 în jurul axei z- 


A G 
Uude apărea % avem acum —$ și unde apărea i avem acum $ astfe! încît: 


A=* —3$ + 25; 


= 23, 


(7) Găsiţi produsul scalar A : C in sistemul x'y'2”. Cu ajutorul rezultatului din (6) avern 


(— 3) (— 2) == 6 exact ca în sistemul zyz. 


(8) Aflaţi produsul ectorial Ax C. În sistemul xyz acesta este: 


AAA 
* 9 2 


3 12 
2 0 0] 
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Formînd produsele scalare se poare contirma că acest 'zector' este perpendicular atît pe A 


cît şi pe C. 


(9) Aflaţi vectorul A — C. Avem (iezi fig. 2.28) 


- 


A-Csz=(i-2)xi:y 


PROBLEME 


1. Vectori de puzițu. Folosind axa 7 
îndreptată spre est, axa y spre nord şi axa 2 
îndreptată în sus, găsiți “vectorii reprezen- 
tind următoarele puncte: 

(a) '10 km nord-est şi 2 km în sus; 

(b) 5 m sud-est și 3 m în jos; 

(€) 1 cm nord-vest şi 6 cm în sus, 

Aflaţi poziția fiecărui “vector și expresia 
vectorului unitate pentru fiecare direcție: 


2. Componentele vectorului. Folosind 
axele din problema | aflați următoarele: 
(a) componentele vectorului de poziție de 

lungime $ cm din origine şi pină la 
punctul situat pe direcția sud-est în 
planul orizontal. 

(6) componentele “rectorului de poziție pînă 
la un punct aflat la 15 m de origine 
astfel încît componenta orizontală să 
facă unghiul de 60” înspre vest cu axa 
nord iar vectorul să facă unghiul de 
45” cu verticala. 


3, Adunarea vectorilor. Desenaţi rezul: 
tatele următoarelor adunări vectoriale: 
(a) adunaţi vectorul 2 cm spre est cu ec- 

torul 3 cm spre nord-vest; 
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2î 2 $+ 922. 


(2) adunați vectorul 8 cm spre est cu 
vectorul 12 cm spre nord-vest; 

(c) comparați rezultatele de la punctele (3) 
şi (5), şi formulați o teoremă privind 
adunarea unei perechi de vectori ce sint 
multiplii unei alte perechi. 


4. Înmulțirea cu un scalar. Fie Am 
= 2,0 cm cu direcția de 70 la est de nord 
şi B= 3,5 cm la 130” la est de nord.- 
Folosind fie un raportor fie hirtie liniată în 
coordonate polare: 


(a) desenați vectorii descriși mai sus pre- 
cum şi alți doi de 2,5 ori mai lungi 
decit primii; 

(5) înmulțiți pe A cu —2 șipe Bocu +3 
și aflați suma “ectorială ; 

R: 9,2 cm la 152". 

(c) plasați un punct la 10 cm nord de origine. 
Găsiți multiplii lui A și B a căror sumă 
este tocmai vectorul de la origine la 
acel punct; 

(d) rezolvați punctele (b) și (c) analitic. 


5. Produse scalare și vectoriale a doi 
vectori. Fiind dați vectorii a = 3 -p 43. — 


52 şi b = 0 aplica, calculați cu 
ajutorul metodelor vectoriale: 
(a) lungimea fiecăruia; R: a= 30; b=AJâl. 
(8) produsul scalar a-b; R: — 25. 
(c) unghiul dintre ei; RE 123)50. 
(4) cosinușii directori ai fiecăruia; 
(e) suma și diferența -zectorială a + b și 
a-b. 
R: a + mer 6Ș + 3. 
(f) produsul :zectorial a x b. 
L] - [.] 
R: 34x — 13y + 107, 


6, Algebra vectorială. Fiind daţi doi 
vectori astiel încît a + b= 1lt—9 + s2 
fa —b= —58+ LI + 92 
(a) aflaţi a şi b; . 

(5) găsiți unghiul dintre a şi (a --- b) folo- 
sind metode :rectoriale. 


7. Adunarea vectorială a vitezelor. Pe a 
apă liniștită un om poate visli o barcă cu 
5 km pe oră. 


(a) Dacă el visleşte exact perpendicular pe 
direcția unui curent ce curge cu 3 km 
pe oră, care "a fi direcția traiectoriei 
sale și care “a fi viteza sa? 

(6) În ce direcţie ar trebui să -rislească el, 
pentru a trece perpendicular pe curent 
și care ar fi ziteza? 


8. Compunerea vitezelor. Pilotul unui 
avion dorește să ujungă într-un loc situat 
la 200 km est de poziția sa actuală. Vintul 
bate din spre nord-vest cu 30 km pe oră. 
Calculaţi vectorul viteză, în raport cu masa 
de aer în mișcare dacă orarul îi cere pilotului 
să ajungă la destinație în 40 de minute. 

R: v= 2798 + 21$ im; S=est; 

Ş == nord. 


9; Operații vectoriale; vectorul poziţie 
relativă. Două particule emise de o sursă 
comună au la un anumit moment de timp 
următoarele deplasări: 
rp-=18a 39+ 82; Ip = 23 + 103 + 52 
(a) Schițați poziţiile particulelor și scrieți 
"expresia deplasării r a particulei 2 față 

de particula 1. 
(P) Utilizați produsul scalar pentru a afla 
mărimea fiecărui “rector. 
R: pa 944; ra 114; r= 79. 


(€) Calculaţi unghiurile dintre toate pere: 
chile posibile de vectori. : 
(4) Calculaţi proiecția lui rper,. R: — 12. 

(e) Calculaţi produsul vectorial r, X 1. 
R: — 65% — 49 + 342. 


10. Apropierea cea mai mare dintre 
două particule. Două particule, 1 şi 2, se 
deplasează de-a lungul axelor + și y cv 
vitezele v, = 2£ cm/s, respectiv v; = 39 
cm/s. La î=—0 ele se găsesc în pozițiile: 
= = 3cm, VW = 0; 3 = 0,93 = —3cm. 
(a) Aflaţi vectorul es — 1, care reprezintă 

poziţia lui 2 în raport cn 1 în funcție 
de timp. 

R:r=(3—2) 3 (343) 3 cm. 
(b) Cînd şi unde este apropierea dintre 

aceste două particule cea mai mare? 
R:t= 1,15. 


1]. Diagonala mare a unui cub. Care 
este unghiul dintre două diagonale mari 
ie unui cub ce se întersectează? 

(O diagmvală mare unește două viriuri şi 
trece prin interiorul cubului. O diagonală 
said um şte două virfuri şi este conținută 
într-o față a cubnlui.) 

R. arc cos (1/3).: 


12. Condiţia peniru a avea albi 
Arătați că a este perpendicular pe b dacă: 
la+bi=la-—b.. 


13. Vectori pavaleli și perpendicuian: 
Găsiţi pe x și pe y astiel încit vectorii 
B = 38 -- 33 şi C=— 28 + y$ să fie fiecare 
perpendicular p: A=58-+ 69. Arătaţi 
acum că B și C sint paraleli. Mai este ade- 
vărat, în trei dimensiuni, că doi vectori 
perpendiculari pe un al treilea sînt cp 
necesitate paraleli între ei? 


14. Volumul unui paraleli piped. Para- 
lelipipedul are muchiile descrise de vectorii 
de la origine £ + 2$, 43, şi $+ 32. Aflaţi 
volumul său. 

R. 12 


15. Echilibrul forțelor. Trei forțe F,, 
F, şi F, acționează simultan asupra unei 
particule punctiforme. Forţa rezultantă Fan 
este pur şi simplu suma vectorială a forțelor. 
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Se zice că particula se află în echilibru 

dacă FR = 0. 

ia) Arătați că dacă Fa == 0 atunci vectorii re- 
prezentind cele trei forțe formează un 
triunghi. 


(p) Dacă Fi = 0, ca mai sus, este posibil 
ca unul dintre vectori să se afle în 
afara planului determinat de ceilalți 
doi? 


(c) O particulă supusă unei forțe verticale 
de sus în jos de 10 newtoni (N) și sus- 
pendată de un fir (tensiunea 13 N) 
făcind un unghi de 0,1 radiani cu ver- 
ticala, nu poate fi in echilibru. Care 
este a treia forță necesară pentru a 
produce echilibrul? 


36. Lucrul detnars efectuat de forțe. 
Forţele constante F, = 8+29+ 33 (N) şi 
F, = 48 — 5 — 28 (N) acționează împre- 
ună asupra unei particule în timpul depla- 
sării din punctul A (20, 15, 0) (m) în punctul 
2 (0, 0, 7) (m). 


(a) Care este lucrul mecanic efectuat asupra 
particulei (în ])? lL.ucrul mecanic efec- 
tuat (capitolul 5) este dat de Fer, 
unde F este forța rezultantă (aici F =: 
= F, + Ep) iar r este deplasarea. 

R: — 43]. 


(bi Calculați separat lucrul mecanic efectuat 


de forțele F, și F,. 


ic) Să presupunem că ar acţiona aceleaşi 
forțe dar deplasarea s-ar face de la B 
ia A. Care este lucrul mecanic efectuat 
asupra particulei în acest caz? 


17. Momentul forței faţă de un puncl. 
Momentul M al forței față de un punct 
este dat de r% F, unde r este vectorul 
indreptat de la punctul dat spre punctul 
de aplicație al lui % Să considerăm forța 
F= —38+ Ş + 52 (N) acţionind în punc- 
tul 73 + 39 +2 (m). Să ne amintim că 
Fxr=—rx%F. 


(a) Care este momentul, în Nm, față de 
origine? (Exprimaţi, doat, rezultatul ca o 
combinație liniară de Ă Ş, şi ?) 


R. 148 — 38 + 162. 
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(5) Care este momentul față de punctul 
(0, 10, 0): 
368 — 38 — 142. 


18. Viteza şi accelerația: derivarea 
timui vector, Aflaţi viteza şi accelerația 
punctelor descrise de următorii vectori de 
poziție (! = timpul in secunde): 

(a) 1 = 166% + 25t2$ + 338 m. 

(5) r = 10 sin 1598 + 3519 + e: îm. 
(Pentru derivate vezi notele matematice «le 
la sfîrșitul acestui capitol.) 


19. Zboruri la întîmplare. O particulă 
urmează în spațiu, 'o traiectorie ce constă 
din N pași egali, fiecare dintre ei de lungime 
5. Direcţia în spațiu a fiecărui pas este 
complet întimplătoare fără nici o relație 
sau corelație intre oricare doi paşi. Depla- 
sarea totală este: 


Arătaţi că media pătratului distanței dintre 
pozițiile inițiale și finale este <S2> 
= Ns?, unde < > inseamnă valoarea medie. 


(Indicaţie: faptul că direcția unui pas este 


independentă de direcția oricărui alt pas 
conduce la <ss;> m 0 pentru toţi i și ș 
cu excepția î = 7.) 


20. Invarianță. Să considerăm un 
vector A, intr-un sistem de coordonate 
carteziene cu vectorii anitari 2, $ șî 
Vom roti acum acest sistem cu unghiul î) 
in jurul axei ? 

(a) Exprimaţi noii vectori unitari * si mă 
în funcţie de $, Ș și 0; 3 = 3 
(5) Exprimaţi pe A în funcție de dz 4 : 
A Şi “d g', 2; treceţi la 2, ş şi 2 și 
aflați astfel relațiile dintre 4, A,,, 4; 
Şi Az, Ay, Az. 
Arătați că 43 + 43 + As Ai +A4A+ 
+ 433. (Această problemă, transpusă pen- 
tru o rotaţie arbitrară în trei dimensiuni, 
este complicată. O metodă ar fi să 
utilizăm cei nouă cosinuşi directori 
intre care există Șase, relații, trei din 
ortogonalitatea lui %, ş şi 2 și trei din 
faptul că suma pătratelor cosinuşilor 
directori este unu.) 


(c 


— 


NOTE MATEMATICE 


Derivate în vapori cu timpul, viteza și 
accelerația. Dinamica presupune mișcarea 
particulelor şi a obiectelor și în consecință 
evoluția lor în timp ; cu alte cuvinte, anumite 
mărimi ce descriu particulele sau obiectele, 
se modifică în timp. Foarte adesea, pentru 
descrierea . sistemului fizic “vom utiliza. 
coordonatele x, y, şi 2. J.a sfirşitul acestui 
-paragrai, vom introduce alte două tipuri 
importante de sisteme de coordonate: 
cilindrice și sferice. 

Descrierea cinematică se face cu aju- 
torul coordonatelor x, y şi 2 ca funcții de 
timp. O astfel de descriere este dată în 
figura 2.29 unde + este reprezentat în funcție 
de timpul î. Pentru a înțelege cum se modi- 
fică x, panta acestei curbe constituie o 
caracteristică importantă. Între A și B, x 


crește uniform și panta, care este tangenta 
unghiului format de curbă și axa f, este 


constantă. Între B şi C curba este paralelă 
cu axa t și panta este zero. Ie notat că + 
nu se modifică și astfel panta este o reflec- 
tare a componentei « a vitezei. Între C 
și D panta devine negati'ză, tangenta unghiu- 
ui este de asemenea negativă, şi x des- 
crește. În D panta devine zero iar pe urmă 
crește. În relația (2.21) am definit pe dx/d: 
ca viteza. în direcția x şi aceasta este, 
bineințeles, și definiția pantei. Este impor: 
tant să ne reamintim că viteza în orice 
direcție particulară are o mărime ce poate 
fi sau pozitivă sau negativă. 

S-ar pierde prea mult timp și S-ar 
consuma prea multă hirtie, dacă ar trebui 


FIG, 2.29. Graficul lui + în funcție der, 


să facem un grafic de fiecare dată cind 
vrem să descriem o anumită mișcare. În 
locul graficului se dă de obicei o relație 
funcțională între coordonatele z, 9 sau 2 
şi timpul t. O astfel de relație este x = ul. 
Deoarece dx/dt = +, vedem că -riteza este o 


constantă v. Alt exemplu este x -- EL at?; în 
2 


acest caz dxjdt — at=v. Putem acum 
să facem graficul lui v în funcție de /. Cine 
ur fi panta acestei curbe? Am discutat 
deja (vezi relaţia (2.28)) acest lucru şi știm 
că ea este tocmai accelerația pe direcția ; 
astfel d2x/d!? — dv/dt = a. În următoarele 
capitole ne vom referi la accelerație și o 
vom folosi foarte des. 

Meriţă să notăm aici că unitățile de 
viteză se află împărțind unitatea de lungime 
ln unitatea de timp. Sint desigur multe 
unități pentru lungimt și multe unități 
pentru timp. După cum am menționat în 
capitolul 1, “rom folosi de obicei metrul 
pentru lungime și secunda pentru timp 
astfel încît unitatea noastră pentru viteză 
este metrul pe secundă (m/s). Cu toate 
acestea, mile pe oră (mi/h), țoli pe secol 
sau kilometri pe microsecundă (km/us) ar 
fi unități tot atit de bune. (În CGS unitatea 
de măsură este cm/s.) N 

l.a derivare este util să ne reamintim, 
regula privind derivarea unui produs de 
funcţii. Derivata produsului este egală cu 
derivata primului factor înmulțită cu toți 
ceilalți plus derivata celui de-al doilea 
factor înmulțită cu toţi ceilalți plus derivata 
celui de-al treilea factor înmulțită cu toți 
ceilalți etc. 

Aflaţi viteza și accelerația pe direcțiile 
1, e SA 2 dacă: 


= 351 


7I 


a == tă sin 67 
y = tg 5 
as A int. 


Dacă nu sînteți familiarizați cu deri- 
vata sinne"lui sau a cosinusului iată mai 


jos dedu a formulei: 
d int î)— si 
sin t e lim SET: Ad aia 
di At-—>0 At 
„__ sintcosât + costsin A? —sint 
N ze 
-At->0 At 


. sin 2 + cost At — sint 
MN eee ee e Aa, 


A2-30 At 


(2.39) 


Vezi relaţiile (2.44) și (2.45) pentru sin A2 
şi cos Af. Asemănător 


SP na 20083 (2.40) 
dz 


Ducă vrem să derivăm pe sinwf, înlocuim 


Ola 2, Atunci 


[e | d. dz 
— Snat S— Sin 2— =zuwclosi= Cosul, 

d? dz d! 
(2.41) 


Putem arăta acum că 


d d sint cost sin £ Sin £ 
— pl z—— ra 
dz di cost cost cos 


ză i == sect. 
cos 

Unghiuri. În descrierea poziției unei 
particule, aşa cum a fost cazul în mișcarea 
circulară (pagina 63), unghiurile sînt folo- 
site adesea ca element util al acestei descri- 
eri. Viteza unghiulară este derivata unghiu- 
lui în raport cu timpul avind vectorul 
orientat paralel cu axa de rotaţie. Peste 
tat, în fizică, se folosește o mărime naturală 
de măsură a unghiului și ea se numește 
radian (rad.) Un radian este unghiul sub- 
îutins de un arc de cerc a cărui lungime 
este egală tocmai cu raza cercului din care 
face parte. Deoarece circumferința este de 
2 ori raza, unghiul cercului complet, 
notat adesea prin 360”, este 2x rad. Împăr- 
țin 360 prin 2x obținem 57,3", care este 
tocmai valoarea în grade a unui radian. 
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Viteza unghiulară va fi măsurată în rachani 
pe secundă. Știind “viteza unghiulară, putem 
obține ușor viteza liniară, dacă raza 
este constantă, doar prin înmulțire cu 
raza [vezi relația (2.32)]. De notat că radi- 
anii nu au dimensiuni; cu alte cuvinte ei 
sînt lungime împărțită la lungime, arc 
împărțit la rază. 


Iată mai jos citeva probleme privind 
măsura unghiurilor: 


|. Aflaţi în radiani unghiurile de 90”, 240% 
și 3159. 


2. Dacă 6 = 4, aflați viteza unghiulară. 


Considerindu-l pe 6 dat în radiani, 
aflați viteza unghiulară în grade pe 
secundă (*/s). 


3. O particulă se mișcă, pe un cerc de 
rază 15 m, cu viteza de 5 m/s. Aflaţi 
viteza unghiulară. 


Funcția e. O întrebare interesantă 
din punct de vedere matematic este: ce 
funcție are o derivată egală cu însăși func- 
ţia? Dacă ne imaginăm că această funcție 
ar putea fi reprezentată printr-o serie 
infinită atunci s-ar putea ghici următoarea 
serie: 


1 pa ga E) pu 
Li a ; p -.[ 
Ă . ăi + SI îi Y fl! 
[da vu 
pe Dă -——+ La . 
al Lo) 


Dacă o derivăm în raport cu x, 'redem că 
primul termen dă zero, dar următorul 
dă 1, următorul 4, următorul +2/2! și așa 


mai departe, astfel incit avem rocmai 
seria de la care am plecat. Prin definiție 


această serie este funcția e7. Cine este e? 
Punind x== | avem ele. Astfel += 
= 11-12 1304 1/45... 
= 2,7183... Se poate erifica, de asemenea, 
că ertY— eeY, Ne-am putea întreba de ce 
mu este și 107 o astfel de funcție. Cu alte 
cuvinte, de unde apare mărimea e? Să 
presupunem că îl calculăm pe d(10%)/dz: 


„107 FÂ7__4pz O 1071047 —102 
UN — 22 MD — 
Ax->0 Az Ax->0 ai 


102(10Â4Â% — 1) 


= lim - ms 107 x 2,30... e 


Ax <a Ax 


23/2980... x 107 


Din acest punct de vedere se observă că e 
este tocmai acea mărime pentr care: 


Tr 
ai E (2.42) 
dz 


Unul dintre motivele importanței unei 
asemenea mărimi pentru fizică este şi 
faptul că ne întilnim adesea cu o ecuație 
de forma dy/dx = h&y sau derivata lui y 
este egală cu o constantă înmulțită cu . 
Vedem că putem scrie dy/hdz = y; şi dacă 
il considerăm pe kz ca o variubiiă inde= 
pendentă z, atunci dy/dz = y. Amintindu-ne 
relația (2.42) vedem că y = e? =— ei? este 
tocmai juncția ce satisface ecuația noastră. 
Astfel, am „găsit o soluție“ ecuației dy/da = 
= AY. 

Dăm aici citeva proprietăți ale lui 
e: m li6- om 0D;elaeşiet a l-a, 
unde a este foarte mic. Notăm aici că 
seria lui e? arată asemănător cu seriile 
ui sin x şi cos x cu excepția faptului că în 
ultimele două serii semnele termenilor 
alternează şi au doar puteri impare, res- 
pectiv, pare in z. Cei cu experiență îu 
matematici ştiu că A — Î == î își alternează 
semnul cind este ridicat la puteri crescă- 
toare. Să vedem cum ar arăta ed: 


: : (19) (i9p (9) 
imn nu 0007 sapa e 
PE 
(10)5 Lee 0 0 
=] — ——— — 
5: 2: MEI 
i 5 8? 
i mu 00) 
su Si = 


5 Factcrul 2,30..... este logaritmul 
natural al lui 10. Fie 104r=1+a unde atit 
Az cit și a sint mărimi mici 

log 104Âx = 2,30... logo 104x — 2.30... Ax 
loge (1 + a) = a, 


Deci &==(2,30....)Az. Puteți verifica acest 
rezultat folosind o tabelă de logaritmi. 


adică tocmai cos q i sind. Relaţia: 
pid DOS 9 3 3 sin 9 


e numeşte fzovema lui De Moivre, şi vom 
avea ocazia să o folosim în capitolul 7 
(la notele matematice). 

Cind am dedus relaţia (2.39) am folosit: 
sin (6 + A8) = sin? cosA0 + cos sinA8 x 
2 sin + cos0A6, unde A este o canti 
tate mică. Cu alte cuvinte, sin A6 x A0 
şi cos A0 = 1, unde A6 este un unghi mic. 
De reținut că unghiul este măsurat în 
radiani. Cititorul poate să-şi caute în 
tabele valorile sinusului şi ale cosinusului 
şi să verifice el iusuși cele de mai sus. Apro- 
ximațiile de mai sus reprezintă chiar primii 
tenneni din dezvoltarea in serie a sinusului 
şi a cosinusului: 


3 s 
PE - LAM 
sl: s$! 7 
- d 
CON ga Oa) 
? 4? [g 


De notat că dacă 6 este mic, de exemplu 
0,10, atunci termenul al doilea din seria 
sinusului este 83/6 — 1/6 000 sau 1/600 din 
primul termen. Facem astfel o eroare mică 
omițind al doilea termen, şi, la limită, 
cînd 6 tinde la zero, aproximația este strict 
corectă. 


Dezvoltarea în serie. În fizică este, 
adesea, de mare importanță să putem 
calcula valoarea unei funcții într-un punct 
cind cunoaştem valoarea ei într-un punct 
invecinat. Pentru acest lucru se folosește 
dezvoltarea în serie Taylor. În vecinătatea 
punctului Xp, 'raloarea funcției f(x) este 
dată de 


pt) saptea + te = 02], + 


aja) 


) | a 
e, dă ra] da? || d 8) 


Raportul termenului al treilea către al 
doilea este: 


pe) 
da Je 


e e E di x — 39) 
e (2 — 29 
(x —%u) = 
- da E %, 


Se: 


a (4 — 20)? [ 
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exceptind cazurile cind derivatele au o 
comportare neobișnuită. Astfel, dacă  — zș 
este mic în comparație cu l, cu o mică 
eroare (care cel puțin poate fi calculată) 
putem aproxima pe f(x) prin formula: 


. (2.47) 


La Aa 


Fi) = fie) + (a — 29) | sa] 
dă 


Să presupunem, de exemplu, că 3 == 425 
şi că îl cunoaştem pe y, = Ax$ şi dorim 
să îl calculăm pe y în punctul = 
+ Az. Atunci: 


(i = 34; te-| ) za A SA 4 
dă Ji „dia, 


şi astfel: 
Pa At SAMĂz... (2.48) 


Să scriem următoarea relație: 
(a+ ba) == | D |! 
[23 


şi folosind dezvoltarea binomială obțineni 


efort ra[e 


n(n — ) (bx 2 n(n— (n —2) [ bx 3 
a 2! . + 3! (7) 


era e ee ka]. (2.49) 


Dacă bxja este mic în comparație 
cu î, obținem o bună aproximație renunțind 
la toți termenii de după n(bx/a). Aplicind 
această relație problemei anterioare putem 
scrie: 


Azy5 
y = Aaa + at = an|i + —|] = 


% 
Ze 


— af - 


*9 


se Aa + SAM Ax... 


care concordă cu relația (2.48). 
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Dacă x este mic în raport cu î, demon- 
strați următoarele aproximații: 


Vectori şi coordonate sferice. Poziția, 
unei particule este dată în coordonate 
sferice prin », 6, q. Aici r este mărimei 
vectorului r de la origine la particulă; $ 
este unghiul dintre r şi axa polară 2; iar $ 
este unghiul dintre axa + și proiecția lui e 
pe planul ecuatorial xy. Luăm 0s 0 sr. 
Proiecţia lui r pe planul zy are mărimea 
> sin6. Notaţi că poziția in coordonate 
carteziene este dată prin: 

3 = r sin cos q; y = v sin 0 sine; 
2 =a cos ca în figura 2.30. (2.50) 


|. Pie prima particulă la mar. 

6, q,) şi o a doua particulă la spa (+, 
0, a). Fie 0. unghiul dintre e, şi re; 

Exprimind produsul scalar ră -ă 200 

= cosâş în funcție de £, $, 2. arătați că 
cos 6,3 == sin 6, sin 6, cosie., — Qs) + 

+ cos, cos, (2.31) 


unde am folosit identitatea trigonome- 
trică: 
cos(p, — 9a) = COS. COS pa | 
+ Sin q, Sin Qs. (2.32) 
lată un bun exemplu al puterii metodelor 


vectoriale. Încercați să aflați rezultatul 
(2.51) pe altă cale! 


FIG. 2.30. Coordonate sferice, FIG. 2.31. Coordonaţe cilindrice, 


2. în mod asemănător, formind r, x r;, ca în figura, 2.31. Cind le utilizăm in două 
aflați o relație pentru sinâua. dimensiuni coordonatele de mai sus se reduc 

Coordonatele cilindrice g, q, 2 repre- la p şi p. Cu toate acestea, vom folosi adesea 
zintă un set de coordonate ortogonale pe 7 şi 6 în loc de pi. (Vezi, deexemplu, 
îsținite de = p cosp, y = e sinp și z==2, formulele de mai jos.) 


Coordonate carteziene 


î+-=r 


Formule de geometrie analitică 


Dreapta în planul xy ax +byal 
Dreapta în planul xy y=aa 

trecînd prin origine 

Planul az + byhcaml 
Planul prin origine az + by+kez=0 


Coordonate polare 


Cercul, centrul in origine 


Li 
Elipsa 
A _ 1 —ecost 
Pi a 
e<l; originea într-un focar 
Parabola 
1 _1—cosd 
Pa a 
originea în focar 
Hiperbola 
LA _Î.— ecosb 
p a 


e >; originea în focar 
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Identităţi vectoriale folositoare 


A:B-= 4282 + A, By +4. B, (2.53) 
AX B = T(4y Be — 4, By) + 

4 Y(4sBz — AzBe) + C(AzBu — 4yBa) (2.54) 
(A x B) xC=(A:C)B -—(B-C)A (2.55) 
Ax (BxC)-(A:0B-(A-BC (2.56) 


LECTURI SUPLIMENTARE 


Fizica PSSC (PSSC „Physics“), capi- 
tolul 6, D. C. Heath & Co., Boston, 1963 
(lradusă în limba română sub titlul „Fizica 
PSSC“, N.T.) 

Banesh  Hofiman, Despre vectori 
(„About  Vectors“),  Prentice-Hall, Inc., 
Englewood Clifis, N.]., 1966. Nu este un 
manual, dar îi îndeamnă la lectură pe cei 
cu anumite cunoștințe despre vectori. 

G. KE. Hay, Analiză vectorială și 
tensorială („Vector and Tensor Analysis“), 


(4 X B):(Cx D) =(A:-08:D) — 


—(A-D)(B.-C) (2.53 
(A x B)x(CxD)=I(A:(Bx D)C — 
— [A-(B x C)]D (2.58) 
AX (B x (Cx D= (A x C)(B.-D)-— 
— (A x D)(B-C) (2.59; 


Dover Publications, Inc., New York, 1953, 

D. E. Rutherford, Metode: vectoriale 
(„Vector Methods“), Oliver & Boyd Ltd., 
Edinburgh, sau  Interscience Publishers, 
Inc., New York, 1949. 


H. B. Phillips, Analiză vectorială 
(„Vector Analysis“), John Wiley & Sons, 
luc., New York, 1933. Aceasta este o carte 
veche, mult folosită de o generație întreagă 
de studenți. 
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Legile Newtoniene ale mișcării 


Cuprins 


Legile newtoniene ale mișcării 
Mișcarea în cazul FR = 0 
Forțe și ecuații de mișcare 
Unități 
Dimensiuni 
Mișcarea unei particule într-un cimp gravitațional uniform 
Exemplu: Bătaia maximă 
Legea newtoniană a gravitației universale 
Exemplu. Satelitul pe o orbită circulară 
Forțele electrice și magnetice ce acționează asupra unei particule încărcate; unităţi 
Cîmpul electric 
Cîmpul magnetic și forța Lorentz 
Miscarea unei particule încărcate într-un cimp electric unilorm și ronstant 
Exemplu. Accelerația longitudinală a unui proton 
Exemplu. Accelerația longitudinală a unui electron 
Exemplu. Accelerația transversală a unui electron 
Mișcarea unei particule încărcate într-un cîmp magnetic unilorm și constani 
Exemplu. Frecvența giromagnetică 
Exemplu. Raza de giraţie 
Conservarea impulsului 
Demonsirație pe baza legii a treia a lui Newton 
Exemplu. Ciocnirea elastică a două particule de mase egale, una dintre ele fiind inițial 
În repaus 
Forțe de contact; frecarea 
Exemplu. Măsurarea lui yu 
Exemplu. Alunecarea sub acțiunea unei forțe tangențiale de direcție oarecare 
Exemplu. Mişcârea într-un plan onzontal cv forțe de frecare constante 
Probleme 
Teme avansate. Pavticula încărcată într-un cîmp electric omogen aiternaliv 
Noid matematică. Ecuaţii diferenţiale 
Notă istorică. Invenţia ciclotronuleii 
Lecturi suplimentare 


LEGILE NEWTONIENE ALE MIȘCĂRII 


Acest capitol se va ocupa în principal de legile newtoniene ale mişcării. Vom 
enunța la început legile in forma lor tradițională și apoi vom prezenta citeva 
aplicaţii pentru a-l ajuta pe student să capete siguranță atunci cind le va folosi. 

Cîteva probleme privind alegerea sistemelor de coordonate Și transformarea 
lui Galilei: vor fi tratate in capitolul 4. Deși materialul din capitolul + ar 
putea fi parcurs înaintea celui din prezentul capitol, cîștigarea unei experienţe 
cu anumite aplicații imediate ale legilor, va îmbunătăţi înţelegerea aspectelor 
mai subtile din capitolul 4. 


Prima lege a lui Newton: un corp rămine în starea de repaus sau de 
mișcare uniformă (acceleraţie nulă) dacă asupra sa nu acționează nici 
o forță; adică, 

a=0 cînd F=0. 


(Nu vom trata aici probleme filozofice privind conţinutul legii întîi, de exemplu, 
dacă ea este conținută în întregime în legea a doua !.): 


Legea a doua « lui Newion. viteza de variație a impulsului unui corp este 
proporțională cu forța ce acţionează asupra corpului. Detinim impulsul ca 
A/v, unde MM este masa și v este vectorul viteză, astfel încit: 


E Lg (MY) = KM = KMa 


unde s-a presupus că în termenii trei și patru J/ este constant. Vom alege 
unităţile astfel încît A = 1. În SI dacă M este măsurat în kilograme (kg) 
și a in metri pe secundă la pătrat (m/s?) atunci F este măsurat în newtoni 
(N). Un newton este forța care acționînd asupra unui corp cu masa de un 
kilogram îi imprimă o accelerație de un metru pe secundă la pătrat. În CG5, 
M este măsurat în grame (£), a în centimetri pe secundă la pătrat (cm,s?) 
și atunci Feste măsurat în dyne (dvn). O dynă este astfel forța care aplicată 
unui corp cu masa de un gram îi imprimă o acceleraţie de un centimetru pe 
secundă la pătrat. 


ÎN = 10%g x 100 cm/s? = 105 dyn. 


1 Vezi, de exemplu, E. Mach. Strnța mecanteu, i, The Science oi Mechanits ', ed. d, pg %2, 
The Open Court Publ. Co., La Salle III., 1960. 
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Atunci putem scrie: 


(3.1) 


și dacă dM/dt=0 


LEI 32 


Presupunerea că M este constant ne restringe automat numai la problemele 
nerelativiste cu i e. Noi tratăm teoria spectrală a relativitătii în capitolele 10 
pînă la 14, iar variaţia masei cu + în capitolul 12. Nu vom putea trata, de 
asemenea, alte cîteva probleme interesante cum ar fi rachetele și lanțurile 
care cad. (Vom trata cîteva dintre subiectele acestea în capitolul 6.) Cu toate 
acestea, vom avea la îndemînă o bogată varietate de probleme în care M 
este constant. 


Legea a tre a luu Newton: ori de cite ori interacționează două corpuri 

forța Fa! pe care corpul | o exercită asupra corpului 2 este egală și de 

sens contrar cu forța Fyp pe care corpul 2 o exercită asupra corpului 1. 

| Fe D= — FE (3.3) 

Vom vedea că pe această lege se bazează conservarea impulsului. Viteza 
finită de propagare a forțelor (ca în relativitatea restrînsă) introduce dificul- 
tăți în aplicarea acestei legi, dificultăți pe care le vom menţiona în capitolul 4. 

Merită să subliniem aici că cele două forțe Fup și Fa acţionează asupra 
unor corpuri diferite, şi la aplicarea legii a doua a lui Newton unui anumit 
corp, numai forţa care acţionează asupra acelui: corp trebuie luată în consi- 
derare. Forţa egală și opusă influențează numai mişcarea celuilalt corp. 
(Vezi problema i de la sfîrşitul acestui capitol.) 

Prezentăm acum un număr de exemple de aplicare a legilor lui Newton. 
Cei ce nu sînt familiarizați cu soluțiile ecuaţiilor diferențiale vor trebui să 
citească notele matematice de la sfîrşitul acestui capitol care au legătură 
cu materialul ce urmează. 

Mișcarea în cazul F = 0. Acest caz simplu este tocmai acela al primei 
legi a lui Newton. Scriind: 


M—=FP=0 (3.4) 


vedem imediat că v trebuie să fie o constantă. Aici caracterul vectorial al 
lui v este important deoarece atît mărimea cît și direcţia lui v trebuie să fie 
constante. I)e exemplu, corpul ce se mișcă cu viteză constantă pe un cerc 
are un vector viteză ce își modifică continuu direcția şi astfel nu s-ar putea 
mișca ne o asemenea traiectorie dacă F= 0. 

Dacă viteza constantă v este zero, corpul de masă M rămîne în repaus. 
Dacă nu este zero. dar 


dr 
i IP cai 3,5 
i di z ( ) 


1 Vom adopta aici convenția că Fe este forța exercitată asupra corpului ; din partea 
<orpului ș. 
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putem integra această ecuaţie pentru a obţine: 
T = Vol -+- fo (3.6) 


unde tf, este valoarea lui r la 7 = 0. Aceste ecuaţii pot fi. desigur, scrise 
şi în formă carteziană. 


FORȚE ȘI ECUAȚII DE MIȘCARE 


Mult mai importante. totuşi, sînt cazurile cînd E nu este egal cu zero. Sub 
influenta forței F, o particulă de masă constantă suferă o acceleraţie în con- 
cordanță cu legea a dova a lui Newton: 


d?r 


F= Ma=M FA 
d 


(3.9) 


Această expresie matematică este aşa-numita ecirație de muşcare. Prin aceasta 
înțelegem că prin integrarea succesivă a acestei ecuaţii diferențiale vom obține 
expresii pentru viteza şi poziția particulei ca funcţie de timp. 

Pentru a rezolva o astfel de ecuație trebuie să cunoaștem forța E. depen- 
denţa ei de poziția și de viteza particulei precum şi dependenţa de timp dacă 
ea variază expheit cu timpul. Desigur, rezolvarea unei ecuaţii de mişcare 
poate îi o problemă foarte dificilă dacă dependența forței de aceste variabile 
este complicată: dar. din fericire în multe cazuri importante şi instructive 
apar forțe constante în timp şi de asemenea independente de viteză. 

În fizică sînt cunoscute citeva tipuri importante de forțe: forța gravi- 
taponală, iorța electrostatică, forța magnetică. și, printre altele, torţele 
nucleare tari dar cu rază scurtă de acțiune. Prin astfel de forțe, particulele 
pot interacţiona unele cu altele chiar dacă sînt separate în vid. Dacăo par- 
ticulă suferă acţiunea unei forțe rezultante datorată interacțiunii gravita- 
ționale cu alte particule sau corpuri, putem spune că particula se află în 
cîmpul gravitational produs de acele particule. Cind o particulă încărcată 
electric suferă acţiunea unei forțe rezultante datorată distribuţiei de sarcini 
electrice aflate pe alte particule sau corpuri așezate în vecinătatea ci, vom 
considera că particula se află într-un cîmp electric. 

În multe aplicaţii și probleme de mecanică vom vorbi despre forțele 
de contaci, cum ar fi tensiunea din arcul ce suportă greutatea pendulului 
sau presiunea exercitată pe un plan de un obiect ce stă pe el. Cel mai adesea 
sînt prezente atît forțele de cîmp cît și forțele de contact, cum se întîmplă 
la balansarea în cîmpul gravitațional a masei pendulului suportată de către 
tensiunea în fir. În ultimă analiză, toate forțele de contact sînt forţe de cîmp 
deoarece ele provin din interacţiile electromagnetice dintre particulele atomice. 
Cu toate acestea, este adesea mai convenabil pentru scopurile pe care ni le-am 
propus să considerăm numai forțele de contact sau forța de contact. Cînd se 
tratează despre mecanica particulelor atomice sîntem preocupați de regulă 
numai cu forţe de cîmp; contactul nu mai poate fi înțeles în sensul său simplu. 
în cadrul domeniului atomic. 


Unităţi. În acest paragrai ne vom abate pentru scurt timp de la subiectul 
legilor lui Newton pentru a discuta problema unităților. Spre sfîrșitul capi- 


tolului cînd se vor introduce forțele magnetice și electrice vom discuta uni- 
tățile folosite pentru sarcina electrică precum și pentru cîmpurile electrice 
şi magnetice. Aici ne vom ocupa numai de unitățile mecanice. 

Pentru a comunica informații despre mișcări. sînt cu siguranță necesare 
etaloane de timp și de distanță. Din fericire există un acord unanim în ceea 
ce privește etalonul de timp: secunda (s). L-a început a fost definită ca o part 
dintr-un an, anul fiind detinit în termenii observațiilor astronomice. Totuși, 
în folosirea acestei definiții, apar dificultăți practice, astfel încît, acum, se- 
cunda este definită în termenii numărului de oscilaţii caracteristice ale unui 
sistem atomic, și anume cel al atomului de cesiu. Definiția exactă spune că 
o secundă este timpul în care au loc 9 192 631 770 oscilații ale atomului de 
cesiu. Lăsînd la o parte procedeul experimental, este exact acelaşi lucru cu a 
lua ceasornicul bunicului şi a spune că secunda este timpul necesar pentru 
atîtea oscilații complete ale pendulei. 


În ceea ce priveşte unitatea de lungime nu mai există un acord unanini, 
întrucît țările de limbă engleză folosesc un sistem iar restul lumii alt sistem 
Oamenii de știință au găsit că sistemul de unităţi folosit de restul lumii este 
mai simplu și mai uşor de utilizat decît sistemul britanic şi, în consecință, 
l-au adoptat; se speră că și ţările de limbă engleză vor adopta în curînd acest 
sistem. Sistemul presupune! un etalon, centimetrul sau metrul cu multiplii 
(sau submuluiplii) zecimali ai etalonului. Etalonul original consta în distanța 
dintre două trăsături aflate pe o bară păstrată la Paris, distanța fiind exact 
100 cm sau | m. Sînt și dificultăţi practice în ceea ce priveşte folosirea acestui 

etalon, cum ar fi, de exemplu, lăţimea zgîricturilor. Astfel, noi tolosim astăzi 
un etalon mai bun, lungimea de undă a  meudlimdiei roşii a %kr: un metru este 
1 650 763,73 lungimi de undă. Întrebarea dacă metrul sau centimetrul este uni- 
tatea fundamentală de lungime este întrucitva academică, deoarece factorul 
de conversie este exact 100. In această carte vom utiliza metrul «leşi vom tace 
referiri la folosirea centimetrului, multe alte cărţi folosesc centimetrul 

unitate de lungime. În sistemul Britanic, dificultățile sînt cauzate de taptul 
că diferitele unităţi de lungime nu sînt legate simplu unele de celelalte: «de 
exemplu, piciorul are 12 țoli, iardul are 3 picioare iar mila are Î 760 de iarzi. 

Legea a «doua a lui Newton mai presupune două mărimi: masa și forța. 
Avem nevoie de etaloane pentru ambele mărimi? Răspunsul, după cum s-a 
menționat mai sus, este nu. Putem stabili un etalon pentru una dintre ele și 
apoi să folosim legea a doua a lui Newton pentru a-l defini pe celălalt. Din 
„punct de vedere istoric masa a fost considerată ca fundamentală iar forța 
ca derivată. Lnitatea de masă este gramul sau kilogramul, care este exact 
1 000 de grame. Şi kilogramul etalon este ţinut la Paris. (Compararea maselor 
este un lucru uşor astfel că nu a mai fost necesară adoptarea ca etalon a masei 
unui anumit atom. 

Sistemul britanic «ste, iarăşi, complicat deoarece uncia, livra şi tona 
anglosaxonă nu sînt legate între ele într-un mod mai simplu. Vom adopta 
astfel metrul, secunda și kilogramul, ca unităţi lundamentale de lungime, 
timp și, respectiv, masă, și vom utiliza unități derivate din acestea pentru 
forţă, impuls, energie, putere ctc. Acesta este sistemul SI (provenit din MRS). 
Este folosit, de asemenea, în mod obișnuit și ssstemul C(;S utilizînd centimetrul 
și gramul în locul metrului și kilogramului. În legătură cu unităţile, apar 
probleme mai deosebite odată cu discutarea fenomenelor electrice și magnetice 
în volumul 2, intervenind și viteza luminii ce se poate găsi și în acest capitol 
în paragraful privind cîmpurile magnetice. 


Dimensiuni. Cînd lucrăm la un calcul complicat, este foarte important 
să fim siguri că unităţile dintr-o parte a ecuației rezultante sînt aceleași cu 
unitățile din partea cealaltă. De exemplu, calculînd distanța parcursă de un 
obiect, este sigur că s-a strecurat vreo greșeală dacă răspunsul apare în kilo- 
grame. O analiză de acest tip poartă, de obicei, numele de analiză dimensională. 
Nu este nevoie să specificăm unităţile folosite ci numai dimensiunile masei, 
lungimii și timpului, după cum se va vedea mai jos. 

Care sînt dimensiunile forței? Folosind relația (3.7) vedem că forța este 
masa înmulțită cu acceleraţia, accelerația este viteza împărțită la timp iar 
viteza este distanța împărțită la timp; astfel încît, utilizînd M, L și 7 pentru 
a denumi masa, lungimea și timpul, vom obține: 

Forța = [M) [accel] = [M) [L) [Tj?. 


Acceleraţia = 1 2 MI (ZILTpPA 


in 

: IL] - 
Viteza = -—— =|L][T]". 
iteza IT) [L)[ 


Ca exemplu de analiză dimensională să presupunem că ajungem lu o 
: % 3 P i 
relație de tipul: forţa = — ep? unde p este masa pe unitatea de volum, sau 


densitatea, iar v este viteza. Analiza dimensională nu ne va spune niciodată 
dacă factorul 3/5 este corect deoarece el este fără dimensiuni, adică un numâr 
pur. Să ne uităm totuși la p 2. 


Pa pl 7 gti ia An dl 


Atunci pu? = 'M)(Li* (LI? [(T;* = (MIILI"(TI? pe cînd forța, după cum 
am văzut, este [M); L|[1] 2. Am făcut astfel o greșeală în deducerea ecuației. 
Cei ce sînt familiari cu conceptul de presiune, care este forţa pe unitatea de 
suprafață, pot vedea că pp” are dimensiunile unei presiuni. 


MIȘCAREA UNEI PARTICULE 
ÎNTR-UN CÎMP GRAVITAȚIONAL UNIFORM 


Vom trece acum la cîteva aplicaţii ale legii a doua a iuni Newton. Dacă 
ne restrîngem consideraţiile doar la regiunea laboratorului ale cărei dimensiuni 
sint mici în raport cu «limensiunea Pămîntului, atunci putem considera într-o 
bună aproximaţie că torţa gravitaţională exercitată asupra unei particule 
este peste tot îndreptată în 705 și constantă. Acceleraţia datorată acestei forțe, 
indreptată și ea în jos. are tocmai valoarea locală a accelerației gravitației g!, 
şi astfel mărimea forţei ce acționează asupra particulei este tocmai me. Ca 
vector această forţă poate fi scrisă F - mg y, unde x şi + sînt axele de 
coordonate alese ca în figura 3.1. 


! g se consideră de obicei egal cu 980 cm/s? = 9,80 mjs?. În tabelul 4.1 sînt date valorile 
lui g la suprafața pămintului. 
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FIG. 3.1. Mișcarea unei particule libere sub 
influența unui cîmp gravitațional uniform ; pro- 
iectată inițial din punctul (p, Yp) cu viteza vp 
sub unghiul 0 față de orizontală. Vectorul de 
poziţie la momentul surprins pe figură r= | 
= x + 3y. Vectorul acceleraţie: dîr/dt? = 
= (ata jan) «+ (yJâ$ = — s3. 


Dacă putem omite alte forţe, ca, de pildă, frecarea, ecuația de mișcare 
rezultînd din legea a doua a: lui Newton [relaţia (3.7)] este: . 


4 db A dev A 
mPx— ryo mgy. 


[Deoarece direcțiile componente sînt ortogonale, vom separa această ecuație 
în două ecuații componente şi astfel nu mai este nevoie să reținem versorii. 
Astfel: 


îl a, dă 
d£ 


= =0. (3.8) 
] . . 
dP 
Integrarea acestor ecuaţii pentru obținerea lui x şi + ca funcţii de 7o 
găsiți în notele matematice de la sfîrșitul acestui capitol. Cu condiţiile iniţiale 
arătate în figura 3.1 unde componentele vitezei inițiale sînt 2 cos 0 şi 
4 sin 6 pentru direcţiile + și respectiv y, soluțiile sînt 


X = 39 + (Vo cos 0) 4 


Y = Yo + (vo sin 0) 4— met (3.9) 


IMferuc cazuri speciale, cum ar fi căderea unei particule de la înălțimea / 
«dn repaus, pot fi explorate prin alegerea condițiilor iniţiale pentru poziție 
şi viteză şi vor duce la rezultate familiare. Anumite cazuri sînt prezentate 
în problemele de la 2 pînă la 4. 

Studentul familiarizat cu geometria analitică va recunoaște relațiile (3.9) 
ca forma parametrică a unei parabole, parametrul fiind ț. Acest lucru se poate 
vedea mai clar eliminîndu-l pe / din cele două ecuații pentru a obține 


pă CE | = sal . 
y= [e — — a (i ză sin 6 cos 6 ) 
28 272 cos? 0 7 


Aceasta este forma canonică a unei parabole cu vîrful în 


ve sin 0 cos 0 
Aj e, 
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și deschisă în jos cu o axă verticală de simetrie. Dacă rezistența aerului este 
neglijabilă, această analiză -va descrie corect mișcarea unui proiectil. În 
fapt, ea este o aproximație bună pentru obiecte cu masă mare ce se mișcă pe 
traiectorii limitate şi cu viteze mici (vezi problema 20). Reprezentarea para- 
bolică cu virful în (x, v), ca mai sus, ne dezvăluie că înălțimea maximă 
deasupra poziției de lansare este: 


v3 sin? 6 
2g 


h = Www —v= 
Bătaia orizontală, adică distanța pînă în punctul unde proiectilul a revenit 
la înălțimea de lansare, este dată de: 


] . . 
Pi 28 sin 0 cos 6 — w sin 26 Ş (3.10) 


& & 


EXEMPLU 


Bătaia maximă. Cu ce unghi trebuie proiectat un obiect astfel incit R să fie maxim? 
Înainte de a face calculul, putem vedea ușor că R(0) are un maxim; dacă 0 este prea mic, 
proiectilul nu va sta in zbor suficient de mult timp pentru a ajunge departe, dacă 6 este 
prea mare proiectilul -za merge în sus și în jos și nu prea mult pe orizontală. Pentru a rezol'za 
analitic problema om folosi pur şi simplu faptul că atunci cind R este maxim dR/d0 = 0. 
Folosind relația (3.10) 


LEGEA NEWTONIANĂ A GRAVITAȚIEI UNIVERSALE 


În paragraful precedent am tratat cazul cîmpului gravitațional constant. 
Ce se întîmplă cînd distanța dintre obiectele aflate în interacţie gravitațio- 
nală este mare în comparaţie cu mărimea lor? Legea lui Newton a gravitației 
spune: 
o particulă de masă M, atrage orice altă particulă din uriivers de masă Me 
cu o forță: 


GM,Ma s 
pa 


Fa — (3.11) 


unde 7 este vectorul unitar de la M, la M, și G este o constantă avînd valoarea 
determinată experimental de: 


6,67 x 10-11 N - m?/kg? sau 6,67 X 10% dyn : cm?/g2. 
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De notat că aceasta este forța exercitată asupra lui Mz. Semnul minus 
indică o forță atractivă; ea tinde să-l micșoreze pe 7. 

Forţa gravitațională este o forță centrală: forţa este orientată de-a lungul 
liniei ce unește cele două corpuri punctiforme. Modul de determinare a valorii 
Jui G este tratat de obicei în textele de liceu. Experiența clasică este cea a lui 
Cavendish. Vom vedea, de asemenea, mai tîrziu (cap. 9) că deoarece forța 
depinde invers proporțional de pătratul distanței, un obiect avînd simetrie 
sferică va intra în interacţie ca și cînd ar fi o particulă avînd masa egală cu 
întreaga masă a obiectului și localizată în centrul său. 

Newton, însuși, nu a cunoscut valoarea lui G. Cu toate acestea ela știut — 
de fapt, a descoperit — că legea forței este o lege a inversei proporționalități 
cu pătratul distanţei, și a mai știut că la suprafața Pămîntului (deoarece 
Pămiîntul este esențialmente sferic): 


G 
mg = Se. (3.12) 
Ro 
unde M, este masa pămîntului și R, este raza sa. Ela putut, astfel. afla pr 
GM, și mai departe a putut afla forța exercitată la orice distanţă v: 


Fo ——— = 


Pa i-a V 


Gmil, _ Gmh, E me( >) 
2 


d 


De asemenea, el a știut cu un înalt grad de precizie că masele gravitaţio- 
nală și inerţială ale unui corp sînt egale. (Acest lucru va fi discutat în capi- 
tolul 14.) Ceea ce vrem să spunem este că valoarea masei m ce trebuie folosită 
în expresia de mai înainte a forței gravitaționale este egală cu valoarea masei 
aceluiași corp folosită în legea a doua a lui Newton F = ma. Masa din legea 
gravitațională se numește masă graiitațională iar masa din legea a doua a 
lui Newton se numește masă înerțială. Experiențele clasice privind egalitatea 
celor două mase au fost făcute de Eotv6s; experiențe mai recente și mai prt- 
cise sînt descrise de R. H. Dicke ! și de P. G. Roll, R. Krotkov și R. H. Dicke ?. 
Experienţa lui Edtvâs este descrisă în capitolul 14. În relația (3.12) am pre- 
supus că există această egalitate. 


EXEMPLU 


Satelitul pe o orbită circulară. Să considerăm un satelit pe o orbită circulară concentrică 
şi coplanară cu ecuatorul terestru. La ce rază r a orbitei, satelitul va părea că rămine staționar 
în raport cu un observator fix de pe Pămint? Vom presupune că sensul rotației satelitului pe 
orbită este acelaşi cu sensul rotației Pământului. 

Pe o orbită circulară atracția gravitațională este egală cu masa înmulțită cu accelerația 
centripetă: 

GMpM, 
3 


ȘI 


= Maat (3.13) 


1 Scientific American, 205: 84 (1961) 
* Ann. Phys. (N.Y.),.26: 442 -(1964) 
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unde M, este masa satelitului. Vom rearanja expresia (3.13) astfel: 
v 
= Sula 2! Lili (3. 14) 
wi (27) 
unde T este perivada. Vrem ca viteza unghiulară ce a satelitului pe orbită să fie egală cu 
teza unghiulz.ră wp a rotației Pămintului în jurul axei sale, astfel incit satelitul să apară 
staționar. Viteza unghiulară a Pămîntului este: 


y3 


> 
dpi E ae ie 7-5 Olli 
o zi 8,64 x 10% 
"şi relația (3.14) devine, cu o = cop: 
(6,67 x 10-11) (5,98 x 1024) 


(7,3 x 10-5)2 


ră 2 a 75x 1021 


șa 4,2x 107 m. 


Raza Pămîntului este 6,38 « 106m. Distanţa este astfel aproximativ o zecime din distanța 
" pină la Lună şi aproape de 6,6 ori mai mare decit raza Pămintului. 


ACŢIUNEA FORȚELOR ELECTRICE ȘI MAGNETICE 
ASUPRA UNOR PARTICULE ÎNCĂRCATE; UNITĂŢI 


În acest paragraf, dorim să considerăm probleme cu forțe electrice și 
magnetice ce acționează asupra unor particule încărcate. La lucrările de la- 
borator, studenții vor observa și măsura efectele unor astfel de forțe asupra 
mișcării particulelor, iar subiectul va fi tratat pe larg în volumul 2. Acum, 
vom introduce pe scurt definițiile unităţilor mărimilor electrice și magnetice 
astfel încît să putem trata forțele ce apar în această importantă ramură a 
mecanicii. 

Vă reamintiți că sarcinile electrice se resping cu forțe orientate de-a 
lungul liniei care le unește. Tăria repulsiei depinde invers proporțional de 
distanța care separă sarcimle şi este direct proporțională cu produsul sarci- 
nilor electrice. Aceasta este legea lui Coulomb; ea poate fi exprimată prin 
relația: 


| P= pr r = m: Că (3.15) 
| 


ÎN ee eee] 
unde r este vectorul ce separă sarcina punctiformă gz, asupra căreia se exercită 


A 
forța F, de sarcina punctiformă g, luată în origine. Vectorul unitar r este 
desigur egal cu r/r. Figura 3.2 ilustrează această situație și ne reamintește că 
dacă F acționează asupra lui g2 atunci — FE vu acționa asupra lui g,. 

___ Expresia (3.15) enunţă legea lui Coulomb în sistemul de unități Gauss. 
In acest sistem unitatea de sarcină g este definită astfel: două sarcini puncti- 
forme egale ce se resping cu o forță de | dvnă cînd se află la distanța de un 
cm reprezintă prin detiniție o unitate Gauss de sarcină. Sarcina pe care o are 
fiecare particulă încărcată se numește unitate electrostatică (ues), sau | 
statcorlomb. „Dimensiunile“ sarcinii electrice se văd în expresia (3.15); 


= 4 
2 r : 72 FR T- 
(lungime] „timp. 


i 


q” ="Mierță. 


ESI 


to] ma 


- distanţă == masă 
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FIG. 3.2. Ilustrație la legea lui Coulomb. 
F = (giqa/r?)e = (Quda/r3)r. 


Astfel, folosind pentru aceste mărimi sistemul CGS, dimensiunile sarcini: 
în sistemul electrostatic gaussian sînt: 


tă 
[q] = g? cm? si, 


Este, desigur, mai uşor să folosim numele de (es) sau de stateoulomb decit 
să scriem de fiecare dată această combinație. 

După cum am mai menţionat, Sistemul internaţional de unităţi, SI, 
iolosește metrul pentru distanță şi newtonul pentru forță. În locul definirii 
unității de sarcină prin legea lui Coulomb, se utilizează o definiţie în termenii 
curentului electric, folosindu-se amperul (A). | nitatea de sarcină este: 
i coulomb (C) = ! amper:secundă (A-s). Legea lui Coulomb trebuie atunci 
scrisă astfel:. 


a 
Fall, P= dude e (3.15,a) 
7? 4nep 7? 


unde 4 are dimensiunile: 
[forță] [lungime]? 'sarcină]-? 


iar ey are dimensiunile inverse. În electrostatică sînt multe operaţii care introduc 
un factor 17, și astfel la numitorul expresiei (3.15,a) s-a introdus factorul 17 
ca să se simplifice în timpul operaţiilor. Valoarea lui A este: 


p = —Î- = 8,988 x 102N - m2/C? 


4 TEy 


sarcina unui proton y, este sarcina electrică elementară şi este notată aproape 
peste tot prin litera e. Valoarea ei în unități SI este: 


es 1;/60210 x 101? C 
iar în unități CGS Gauss 
e = + 4,8022 x 10-10 ues 


1 C = 2,9979 x 10? ues. 
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Sarcina unui electron este egală cu —e. Mărimea forței de respingere dintre 
doi protoni separați prin distanța de 10-11 m este: 


1 6 x 10%9)2 


52 
Fei E mţox to] 22,3 N 
pa (10514): 


iar în unități CGS Gauss: 


(4,8 X 10-20) (4,8 x 10-10) 


e2 
F=— 2 2,3 x 105 dyn. 
p 1012 x 1012 


Forţa dintre un proton și un electron este atractivă deoarece sarcinile au 
semne opuse. 


Cimpul electric. Cînd asupra unei particule încărcată electric se exercită 
o forţă electrică spunem că particula se află într-un cîmp electric. Cîmpul 
precum și forța datorată lui și exercitată asupra particulei supuse atenţiei 
noastre se datoresc altei sarcini sau distribuții de sarcini aflate în vecinătate. 
Intensitatea E a cîmpului se definește prin relaţia: 


F = gE (3.16) 
unde g reprezintă valoarea „sarcinii corpului de probă“ asupra căruia obser- 
văm forța F. Vectorul intensitate a cimpului E este astfel vectorul forță pe 
unitatea de sarcină pozitivă în punctul în care se află sarcina de probă. 

Am prezentat în figura 3.3 aceeași situație ca în figura 3.2 dar am adoptat 
aici punctul de vedere potrivit căruia forța F ce acționează asupra lui ge: 
se datorează intensității cîimpului E produs de sarcina q, plasată în origine. 
Vectorul E este în acest caz dat de următoarea expresie: 


E —— laa (3.19) 
47 n 


iar forţa F = E este astfel aceeași cu cea exprimată în relația (3.15.a). 
Importanța introducerii cîmpului va reieși la studiul electricităţii. Cîmpul 
este în mod special tolositor atunci cînd trebuie să lucrăm cu forțe electrice 
produse de distribuții de sarcină cum ar fi sfere sau plane încărcate și, după 
cum se va explica în volumul 2, de cîmpuri magnetice variabile în timp. 
Dimensiunile cîmpului sînt desigur forță pe unitatea de sarcină; astfel, 
unitatea poate fi exprimată în N/C. Pentru motive ce se vor vedea mai tîrziu, 
intensitatea cîmpului poate fi de aseme- 
nea exprimată ca volt pe metru (V/m). 


E] 


FIG. 3.3. Ilustraţie la conceptul de intensitate 
a cimpului electric E. E = (Q,/rât: PF = gsE = 
== (Qugah2)?. 


Cele două moduri de exprimare înseamnă exact acelaşi lucru 


ultima exprimare scoțînd în evidență lucrul mecanic ce apare la deplasarea 
unității de sarcină pe unitatea de lungime în cîmpul electric iar prima scoţind 
în evidenţă forța ce acționează asupra unităţii de sarcină. 

În sistemul CGS relaţia (3.16) este de asemenea relația de definiţie pentru 
cîmpul electric E și E va avea unităţile dyn/ues. În locul relației (3.17) pentru 
cîmpul electric datorat sarcinii g, vom avea: 


E=4r. (3.17, a) 


Exact ca în SI, E poate fi exprimat în statvolt/cm și 
1! dyn/ues = ! statvolt/cm. 
Factorul de conversie de la statvolt pe cm la volt pe metru este: 


2,9979 x 10* V/m = 1 statvolt/cm 


i Vima i ——--auateltema = _.. statvolt/cm. 
2,9979 x 104 3 x 10? 


Cimpul magnetic și forța Lorentz. Pină acum am considerat numai situaţia 
statică, situaţie în care particulele nu se mișcă unele în raport cu altele sau 
relativ la observator și am exprimat forța electrostatică exercitată asupra 
unei particule încărcate cu sarcina 9 ca fiind F,, = gE. Dar, experimental s-a 
constatat că dacă particula cu sarcină ş se mișcă în raport cu observatorul 
poate apărea o forță adițională într-o direcţie perpendiculară pe viteză: 
aceasta este forța magnetică. Intr-o regiune în care există o astfel de forță de- 
pendentă de viteză se spune că este prezent un cîmp magnetic; și se știe din 
experiență că vectorul inducţie magnetică B poate fi legat de forța magnetică 
prin relaţia 1: 


[Fa =9vxB| (3.18) 


unde g este în coulombi, v în metri pe secundă iar F în newtoni. Relația îl 
defineşte pe B cu dimensiunile IN! s 'C[i(m[i. Recent, pentru unitatea de 
inducție magnetică s-a adoptat un nume special, tesla (T), în locul celei denu- 
mite pînă acum weber pe metru pătrat (Wb/m2)2. Produsul vectorial ne dă 
Fa perpendicular pe v așa cum cere experienţa și defineşte vectorul inducţie 
magnetică B ca fiind de asemenea perpendicular pe F„„,. Aceste relaţii sînt 
ilustrate, în figura 3.4 pentru cazul cînd v și B sînt perpendiculari. Dacă 
înlocuim mișcarea sarcinii de-a lungul direcției lui v, cu un conductor prin 


1 Dacă în capitolul 2 produsul vectorial a fost omis, acest paragrai poate fi studiat pentru 
cazul v și B perpendiculari unul pe altul. 

3 W. E. Weber (1807— 1891) a fost un fizician german iar N. Tesla (1856 — 1943) a fost 
un inventator american. 
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FIG. 3.4. Forța magnetică Fmag =qvx*xB. 


cart circulă curentul, atunci direcţia lorţei ce acţionează asupra conducto- 
rului este aceeași cu cea arătată în figura 3.4. 


În sistemul de unități CGS Gauss: 


Fag = ÎvxB (3.18,a) 
. 


unde ceste viteza luminii în vid iar v este viteza particulei încărcate. Dimen- 
siunile lui B definit aici sînt aceleaşi cu cele ale lui £ deaorece raportul a. 
nu are dimensiuni. Unitatea a primit numele de veuss (() cu F în din şi g 
in ues. Astiel dacă un electron se mişcă cu o zecime din viteza lumini pe o 
direcţie perpendiculară pe cîmpul magnetic a cărui inducție este de i0 000 G, 
intensitatea forței magnetice va fi: 


F = (4,8x 10-10 ues) (104 G) = 4,8 x 10? dyn. 


Din fericire 
IT = 101G 


deși trebuie ţinut minte că gauss și tesla nu au aceleași dimensiuni; ar trebui 
să spunem mai corect că 1 T corespunde la 101 G. 
În SI problema precedentă sună astfel: B= | T, 


= 3x 107m/s,g=e= 1,6x 10 C şi 
F = (1,6 X 10-29) (3 x 107) (1,0) = 4,8 X 1022 N. 


Forţa totală ce acționtrază asupra unei particule încărcate atlată în mis- 
care este suma vectorială a ivrţelor electrostatică şi magnetică. Ea se numeşte 
Jorța Lorentz. (Uneori denumirea se utilizează şi numai în cazul forţei magne- 
tice singure.) 

Din expresiile (3.16) și (3.18): 


|F=9E+gvxB| (3.19) 
în SI și 
Roma d vxB | (31 9pau 
(£ 


în sistemul gaussian. 


90 


( bună parte din fizică provine din legea a doua a lui Newton, F= Ya 
folosită împreună cu relaţia (3.19). Desigur, o bună parte din istoria fizicii 
este constituită din eforturile depuse pentru a stabili aceste două ecuații. 
„Seriind aici expresia (3.19) ca rezultat al experienței nu sîntem scutiți de 
necesitatea de a o discuta mai în amănunt în volumul 2.) 

În acest capitol avem nevoie de următoarele valori numerice: 


viteza luminii: 
c = 2,9979 x 1010 cm/s = 2,9979 x 10%m/s; 
masa electronului: 
m = 0,9108 x 10-27 g = 0,9108 x 10-% kg; 
masa .1/, a protonului: 
M, = 1,6724 X104 g = 1,6724 x 10-% kg. 
Cînd lucrăm cu forţa Lorentz (3.19, a) în unități ( («5 Gauss, vom exprima 
pe F în dvne, E în statvolți pe cm, 2 şi c în cm/s, B în gauss iar ș în ues. În 
SI, folosind expresia (3.19) exprimăm pe F în newtoni. E în Vm. o în m/s, 


B în tesla iar g în coulombi. Factorii de conversie menționați mai sus (şi 
obținuți în volumul 2) sînt recapitulați aici: 


1 m/s= 100 cm/s 
1 statvolt/cm = 3,0 x 104 V/m! 
1 C = 3,0 x 10? statcoulomb sau ues 
Tla. 
Mișcarea unei particule încărcate într-un cîmp electric uniform și constant. 


Ecuația de mişcare pentru o particulă cu sarcina g şi masa JM aflată în cîm- 
pul electric E uniform în spaţiu şi constant în timp este vezi relația (3.16) : 


F=Ma=gE (3.20) 
și astfel 
- d2r - IE 
d?  M 


reprezintă o ecuație pentru acceleraţia particulei. Acest rezultat este similar 
cu atl obținut la mișcarea unei particule în cimpul gravitațional uniform 


F= — Mg y la suprafața ii eat Pentru ptebiliena gravitaţională ecua- 


ţia de mișcare este Ma = — Mgy sau a = — ay. 


Se poate vedea prin verificare sau prin integrare directă că ecuația (3.20) 
are soluția generală: 


E 
r() = CIT AF Vot + To (3.21) 


1 Valorile exacte din relația a doua și a treia sînt date in paginile 87, 8R şi 89; valorile 
de aic: sînt suficient de precise pentru problemele noastre. 


Şi 


unde rp este vectorul de poziție al particulei la timpul ? = 0 iar vo este vectorul 
viteză la acest moment de timp. Derivînd relația (3.21) obținem expresia vite- 
zei la orice moment de timp, și anume: 


dr JE 
v(f)=—=——t+v 3122 
| (£) TIE Yo (3.22) 


din care se vede ușor că viteza inițială (cind / = 0) este într-adevăr v. 


EXEMPLU 


Accelerația longitudinală a unui proton. Un proton este accelerat din repaus timp de | 
nanosecundă (= 10-2 s) de un cîmp electric E, = 5,0x 104 V m. Care este viteza sa finală 
('rezi fig. 3.5)? 

Viteza este dată de relația (3.22): 


LI 
d! M 


În problema noastră ea se reduce! la: 
e 
iuli i Vy=v=0 


deoarece am specificat că v = 0 la 7 = 0. Astfel incit viteza finală după 1 = 4 10? s este: 


sant (1,6 x 10-22 C) (3,0x 10% V/m) (x 10-? s) 
2 x 10-27 kg 
De notat că ICx1V/m= IN = ikg-m/s2. Am folosit valoarea 2x10-2 kg ca ordin 
de mărime pentru masa protonului. 
În unități CGS Gauss: 
Ex = | statvolt/cm; 


22,4 x 105m/s. 


R (4,8 x 10-X u.e.s) (| statvolt/cm) (x 10-2 s) 
E e 


2 2,4 x 105 cm/s. 
2x 10-24 g 


FIG. 3.5. Accelerația longitudinală a unui proton 
în cimpul electric dintre două plăci metalice 
încărcate. 


1 Ecuația (3.22) este o ecuaţie vectorială; a i Va = 
ai e da ție r ; cu E = (Ez, 0, 0) şi v, =0, ea se reduce la 


dz e dy dz 
—=— Ei; —=0; —=0, 
di M Ei m 
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EXEMPLU 


Accelerația longitudinală a unui electron. Lun electron, inițial în repaus, este accelerat pe 
parcursul unui cm de un cimp electric de 3 : 101 V/m (1 stat'zolt/cm) indreptat în sensul negati:7 
al axei x. Care este viteza finală? 

Din ecuaţia (3.22) avem, cu -e sarcina și m masa electronului: 

e e 
va) = — — Esti a) = — Eat. 
m 2m 
Vrem să-l eliminăm pe ? şi să-l aflăm pe zu, în funcţie de x. Este convenabil să formăm +2 
și apoi să rearanjăm termenii: 


2 2 > 19 

scule îns czasa) asul izat [ "e ne cate — 20 aa = 20 

z (i Z ui "i 
m m 2m m 10-20 


x 3 104 (— 10-2) a 1014 m2/s2. 
Viteza finală este astfel, aproximătiv: 
| uz | 8 109 cm/s = 107 m/s. 


Aceasta este a treizecea parte din viteza luminii și este suficient de mică incit să nu luâm 
în considerare relativitatea (eroare de 100,). 


EXEMPLU 


Acceleratia transversală a unui electron. După ce a părăsit cimpul accelerator E, hp 
exemplul precedent, fasciculul de electroni intră într-o regiune de lungime 7. =. l cm in care 
există un cimp transversal de dellexie E, — — 3 = 105 V'm (— 0,1 statzolt/em), ca în figura 3.6. 
Ce unghi face fasciculul de electroni cu axa x, cind părăseşte regiunea de deflexie? De notat 
că situația este identică cu cea a unui corp proiectat orizontal în cimpul gravitațional al pămin- 
tului. 

Deoarece acum nu există nici o componentă a cimpului pe axa v, componenta x a itezei 
“a rămine constantă. Timpul 7 in care electronul se află in regiunea de deflexie este dar de: 


și, cum tz = 10? m/s 


Viteza transversală dobindită in acest interval de timp este dată de: 


Lz 29 
pa 2 Lp a E NERNERE. 


(2 3 = Na X 10-9 s a 5x 105 m/s. 
Ri 10-% kg m 


Unghiul 6 pe care viteza finală il face cu axa + este dat de tg0 = vy/uz, astfel încit: 


105 
0 = arctg 1 și arctg soalOtae, arctg 0,05. 
Uz 107 


Pentru un unghi mic putem face aproximațţia: 
0 x arctg 0 


unde 6 este in radiani. De mai sus se vede că 0 x 0.05 rad, ceea ce inseamnă aproximati: î 
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FIG. 3.6. Detlecția unui fascicul de electroni 
într-un cîmp electric transversal. Unghiul $ 
este mult exagerat față de valoarea găsită în 
exemplul din această pagină. 


Estimind valoarea termenului următor din dezvoltareu în sere a lui arta 0 să “edem 
"toarea pe care am făcut-o in această aproximaţie. Tabelele matematice ne dau dez'rultarea 
în serie a funcțiilor matematice. Astfel, se poate citi în Dwight! la 505.1 


3 5 7 
îti = e SEE = s.. pentru 42 < |. 


Termenul x3/3 este mai mic, pentru = 0,05, decit cermenul conducător x cu factorul x2/3 = 

= (0,05)2/3 a 10-3 sau 0,1%. Această eroare poate fi neglijată dacă este mai mică decît eroarea 

experimentală de măsurare a unghiului 6. Pentru unghiuri mici este de asemenea adevărat 
l 

că sin 6290 şi cos 062 1-3, 6. 


Mișcarea unei particule încărcate în cîmp magnetic constant și uniform?. 
Ecuația de mişcare, pentru o particulă încărcată de masă A şi sarcină g în 
cîmpul magnetic constant B este, din (3.18): 


ai A dv 
M = M —— (7A 4 bd B. 3.23 
di? di Sai 


Fie cîmpul magnetic de-a lungul axei 2: 


A 
B=zB. 


Cu regulile produsului vectorial: 


vxB,=9,B; [VxB,=—B; [vxB,=0. 
1 Pentru comoditate aproape toate referințele la tabele matematice s-au făcut la H.P. 
Dight. Tabele de integrale și ale date matematice (,„„Tables of Inteerals and Other Mathe- 
matical Data“) ed. 4-a. Macmillan Co. New York, 1961. Există o serie de excelente colecţii 
voncIse de date matematice, oricare din ele poate h folosită. Ar fi de asemenea folositoare « 
carte cu date fizice şi chimice cum ar fi „Handbook of Chemistry and Physics“, Chemical 
Rubber Publishing Co., New York, precum și o riglă de calcul de 25 cm. 
2 Dacă în capitolul 2 produsul vectorial a fost omis, acest paragraf poate fi studiat in 
cazul v și B perpendiculari. 
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Din ecuaţia (3.23)!: 


. 71 LI (74 Pi 
= 9 B; = — VB; v=0. 3.24 
pr pa (3.47 


vedem că componenta vitezei de-a lungul axei cîmpului magnetic, axa : 
este constantă. 


Putem vedea direct o altă trăsătură a mișcării. Energia cinetică 


este constantă deoarece 


dEe ei Mi - va v-v) = Mvev = Mv [la i B)=0 (3 aa 


dz 2 


a 


pentru că v x B este perpendicular pe v. Astfel: cimpul maonetic nu modifică 
energia cinetică a unei particule libere. 
Să căutăm soluții? ale ecuației de mișcare de forma: 


Y(?) = wsinot; v,(7) = wcosof; 7, = const. (3.26) 


Proiecţia pe planul xy ne dă o mişcare circulară cu o rază pe care o vom 
calcula mai jos. Derivînd pe v, și v, în relaţiile (3.26) 


dy, dv, , 
—— = wy, cos ut; Y = — oy sin wi 
d? dz 
astfel încît ecuația (3.24) devine 
B : B : 
GU, COS w/ = a WCosof; —0Wysinuwf/= — î V, Sinai. 
Aceste ecuații sînt satisfăcute dacă 
qB - 
O = — Zoe. 3.27) 
O ( 


Această relație definește /recuența ciclotronică (sau frecvența givomagnelică ) 
w, ca liind frecvența în mișcarea circulară a unei particule aflată într-un 
cîmp magnetic. Ecuațiile sînt satisfăcute pentru orice valoare a lui 2, dar 
vom vedea că v, determină raza traiectoriei circulare. 

Frecvența ciclotronică poate fi de asemenea obținută printr-un rațio- 
nament mai elementar. Forța magnetică îndreptată spre interiorul traiecto- 


? Adoptăm aici o convenție folosită în toată fizica: punctul de deasupra unei litere inseamnă 


derivată in raport cu timpul. Astfel 7 = dr/df, A = dA/AI. În același fel PT = d2rr02, A» d2Ajar 

2 Ecuația (3.25) ne spune că E, este o constantă; tragem concluzia că și| v| este o con- 
stantă. Acest rezultat ne sugerează incercarea unei soluții reprezentind o mișcare cir ulară uni- 
formă, in care componentele + si v ale -itezei să fie sinusoidale cu o diferență de fază de = 2 
Este conenabil să reprezentăm 9B M ca o sigură constantă arind dimensiunea în rersului 
unui timp: dimensiunile se 'zăd uşor din ecuaţia (3.24. Ne așteptăm la e solutie mph se! 
rotație, această constantă fiind deci legată de frecvența unghiulară w. 
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FIG. 3.7. Sarcina pozitivă g, cu viteza ini- FIG. 3.8. Usarcină pozitivă q descrie o elice 
țială v| pe B uniform, descrie un cerc cu cu pas constant într-un cîmp magnetic uni- 
fiteza constantă v, și raza r -.Mu,/qB. form B. Componenta vitezei vu. paralelă cu 
B este constantă, Dacă B= 82, v, =te. 
riei (gBvu,) determină accelerația centripetă (îndreptată tot spre interiorul 
traiectoriei) ce intervine în mișcarea circulară a particulei. Mărimea acestei 
acceleraţii centripete este vi,r sau cir, deoarece w,r = în. Astfel: 


IBw = Mor = Mos, 


de unde w, = g9B/M iar raza cercului este r = Mi,/gB (vezi fig. 3.7). 

Cum arată traiectoria rezultantă? Am văzut că proiecția ei pe planul 
++ este un cerc ; pe axa 7 există pur și simplu o deplasare cu viteză constantă 
i. (care, desigur, poate fi și zero) deoarece nu este prezentă nici o forţă cu 
componentă :. Integrînd ecuaţiile (3.26) cu w, în locul lui w obţinem traiectoria: 


y CI] 
x = pb — —— cos ul 


O. 0 
(3.28) 


yo + Îl sin cot 


Z=%+ujt 
unde în ecuațiile respective am pus constantele de integrare 


X9 F Va], Yo, ȘI Z0- 


Ecuația (3.28) descrie poziția unei particule ce se mişcă în planul ++ 
pe un cerc cu raza 
Y My 
La (3.29) 


şi centrul în punctul (49 + u1/., 10). Peste această mişcare circulară se supra- 
pune o deplasare uniformă de-a lungul lui 2 cu viteza 2, care începe la 2 == 
cînd = 0. 

Mișcarea rezultantă are loc pe o elice a cărei axă este paralelă cu cîmpul B, 
adică, în acest caz, de-a lungul axei z. Ea este ilustrată în figura 3.8. Raza r. 


este deseori numită rază de girație sau raza ciclotronică. 


9€ 


Vom scoate în evidență produsul dintre inducția magnetică și raza tra- 
iectoriei: 
M 
N i. | (3.30) 
4 


Această relație este importantă; vom vedea într-un capitol următor că ea 
este valabilă și în domeniul relativist dacă impulsul care aici este Mu,, va fi 
înlocuit prin expresia sa relativistă. Această relație este folosită la determi- 
narea impulsurilor particulelor încărcate, fie la viteze mari fie la cele mici 
(vezi fig. 3.9). 


FIG. 3.9. Fotografia traiectoriei unui electron rapid în cîmp magnetic făcută într-o cameră 
cu bule de hidrogen. Electronul intră prin dreapta jos. Electronul pierde energie priu iunizarea 
moleculelor de hidrogen. Pe măsură ce electronul este încetinit, raza curburii în cimp mag- 
netic descrește, de unde orbita sub formă de spirală. (Lawrence Berkeley Laboratory.) 


'enficarea dimensiunilor. Este bine. să verificăm întotdeauna faptul că 
dimensiunile din ambele părți ale unei ecuaţii sînt identice. Acesta este un 
mijloc uşor de a evita greșeli mari. În membrul drept al ecuaţiei (3.30) avem: 


[= onezucrrear. (3.31) 


Unde am folosit notația din pagina 82 dar am păstrat dimensiunile lui g. 
În membrul stîng din (3.30) avem: 


Br] = (MIL) (TŢe (9 (LI (TUL) = (MI ILIITI (gi. (3.32), 


Vedem că dimensiunile din (3.31) sînt aceleași cu cele din (3.32). 
În CGS, unde forța este (q/c) vx B în loc de gvx B avem: 


—_ 1 (3.27, a) 
Me 
= Pa Mo (3.29, a) 
4. 9B 
și 
Br, Mac 
, 


Verificarea dimensiunilor ne dă: 
“= -zleefee-E! 
q DB TIlq gI* 


ma -[E]u-[et 


deoarece în concordanță cu expresia forței Lorentz (3.18) dimensiunile lui 
B în sistemul de unităţi (rauss sînt cele ale unei forțe împărțită la sarcină. 


ŞI 


EXEMPLU 


Frecvența de girație. Care este frecvența de girație (ciclotronică) într-un cîmp «dle LT? 
(Un cimp de | pină la 1,5T, sau de 10 pină la 13 kG în CGS, este tipic pentru electro- 
magneții cu miez de fier dintr-un laborator obişnuit.) 
Din relația (3.27) avem: 
eB ” (1,6 X 10-19) (1,0) 


oc =— 


m 10-3% 


a 1,6xX 1011 s-i 


sau în unitâți CGS 
eB f (4,8 x 10-20) (1x 104) 


we = — 


me (10-37) (3 x 1015) 


a 1,6x 1011 s-l, 
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Frecvența corespunzătoare, notată prin ve, este: 


ve = 4 2 3x 1010 Hz. 
27 


Aceasta este echiralentă cu ireczenţa unei unde electromagnetice în vid cu lungimea de undă de: 


Frecvența de girație wc,p) a unui proton este mai mică decit cea a unui electron în același 
cimp magnetic în raportul 1:1636, adică, raportul mesei electronului la masa protonului. Pentru 


un proton într-un cîmp de IT: 


p 1,8 x 10% 


Sensul de rotaţie al electronului este opus celui al protonului deoarece ei au sarcini electrice 
de semn contrar. 


EXEMPLU 


Raza de giraţie. Care este într-un cimp de |lT raza orbitei ciclotronice a unui electron 


cu viteza de 10% m/s normală pe B? 
Folosind relaţia (3.29) pentru raza de girație avem: 
L:) 
ve = 000 ama —— aa Ba. 
Wc 1,6x 101! 


Raza de girație a unui proton cu aceeași viteză este mai mare decit a electronului în rapor- 
tul M/m: 


ve 2 (6x 10-56) (1,8x 103) 2 0,0lm = icm. 


Focalizavrea magnetică la 180". Fie un fascicul de particule încărcate avînd 
mase și viteze diferite ce intră într-o regiune de cîmp magnetic uniform B 
perpendicular pe fascicul. O particulă va fi deviată pe o traiectorie cu o rază 
de curbură dată de Bp = Mw,/q, unde v, este componenta vitezei în planul 
normal la B. Dacă examinăm fasciculul într-un anumit punct, să zicem după 
un parcurs de 180, vedem că el este împrăștiat în planul mișcării deoarece 
diferite particule cu diferite mase și viteze au diferite raze de curbură, ca în 
figura 3.10. Practicînd o fantă de ieșire îngustă, dispozitivul poate fi folosit 
ca un selector de impulsuri, adică un aparat cu care se poate obține un fascicul 
de particule avînd impulsuri sensibil egale dacă toate particulele au aceeași 
sarcină 9. Un avantaj al folosirii deflexiei de 180” este acela că particulele cu 
impulsuri egale dar trecînd prin fanta de intrare la unghiuri ușor diferite sînt 
aduse după 180” într-un focar aproape comun. 

Precizia focalizării constituie pur și simplu o problemă de geometrie şi 
este ilustrată în figura 3.11 a și b. Să considerăm o traiectorie ce face la început 
un unghi 0 cu traiectoria ideală. Distanţa de la fanta de intrare pînă la punc- 
tul în care va lovi suprafața țintei este dată de coarda C a cercului de rază p. 
Diferența în lungime dintre diametru și coardă este: 


2p — C = 2p(1 — cos 0) p62 
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YIG. 3.10. Cimpul magnetic ca selector de 
impulsuri. 


FIG. 3.11. (a) Focalizare la 180 într-un FIG. 3.1]. (5) Diagramă arătind detaliile 
cîmp magnetic. lonii cu acelaşi impuls dar de focalizare într-un selector de viteze 
direcţii diferite sint focalizați aproape unii la 180%. 

de ceilalți. 


unde pentru 0 mic am utilizat primii doi termeni din dezvoltarea în serie de 
puteri a cosinusului: 


02 gi 
pes vai e: Cei. 
i. 27 fa] 


după cum se poate găsi în tabelele matematice (Dwight 415.02). Dacă măsu- 
răm puterea unghiulară de focalizare prin: 


22—C 1 
2 pa 
avem, pentru 6 = 0,1 rad, valoarea: 
2p — C 

2p 
Aceasta ilustrează tocmai acţiunea de focalizare. 


2 5X 108. 


Principiul accelerării ciclotronice. Într-un ciclotron obișnuit particulele 
încărcate se mișcă, în cîmp magnetic constant, pe orbite aranjate aproape 
într-o spirală, după cum este descris în notița istorică de la sfîrșitul acesti 


... 
11) 


capitol și după cum se vede în figura 3.12. Un cîmp electric oscilant accelerează 
particulele la fiecare jumătate de perioadă (7 rad). Condiţia accelerării pe- 
riodice este ca frecvența cîmpului electric să he egală cu frecvența ciclo- 
tronică a particulelor. 

Am arătat mai sus că frecvenţa ciclotronică a protonilor într-un cîmp 
de 1 T este 1 X 10% s-1 sau v, = w,/2rn2 107 Hz = 10 MHz. Frecvența este 
independentă de energia particulei, atît timp cît viteza este nerelativistă, 
adică, este mică în comparație cu viteza luminii. In figura 3.13 este dat un 
grafic al lungimii de undă (c/v) în funcție de B. 4 

În fiecare ciclu de funcționare particula primeşte energie de la cîmpul 
electric oscilant. Raza efectivă a orbitei crește pe măsură ce crește energia 
cinetică, deoarece, după cum se vede: 


„_P _ N2EIM, 
Po La » two 


unde E este energia. Energia protonului nerelativist într-un cîmp magnetic 
constant este determinată de raza exterioară a ciclotronului: la w =l1X 
X 10% s-l și 7, = 50 cm, avem 7 = 0,7. 5X 10? cm/s, sau: 


E = E Ma 10025 x 107)2242,5 X10"12 |. 


În practică această viteză este suficient de nerelativistă pentru funcționarea 
unui ciclotron convenţional. 


FIG. 3.12. O vedere interioară a unui ciclotron convențional de enrrgii joase, constind din 
sursa de ioni S, electrozii de accelerare goi pe dinăuntru (Duant,, Duant,) şi deflectorul. Între- 
gul aparat se găsește într-un cîmp magnetic omogen și vertical B (orientat în sus. Planul 
orbitei particulei este orizontal și este de asemenea planul median al duanților. Cin.pul elec- 
tric accelerator de radio frecvență este limitat la intervalul dintre duanți. 


FiG. 3.13, Condiţia de rezonanță pentru primul 
ciclotron (28 cm). Pe axa verticală sînt repre- 
zentate lungimile de undă în vid ale puterii de 
radiofrecvență aplicată pe electrozii de acce- 
lerare (duanți). Curbele reprezintă relaţiile teo- 
retice pentru H* și Hi; cercurile reprezintă 
observațiile experimentale. [Lawrence and Li- 
vingston, Phys. Rev., 40:19 (1932)] 


OI 


CONSERVAREA IMPULSULUI 


Studentul este probabil familiarizat cu legea conservării impulsului încă 
din liceu. Importanţa ei în problemele de ciocnire este deosebit de mare. Vom 
prezenta aici o deducere bazată pe legea a treia a lui Newton și vom rezerva 
pentru capitolul 4 discutarea unei alte demonstraţii. Legea spune că: 


Pentru un sistem izolat, supus numai forțelor interne (forţele 
dintre membrii sistemului), impulsul total al sistemului este 
constant ; nu se modifică în timp. 


Legea conservării impulsului este aplicată, cel mai adesea, ciocnirilor a 
două particule şi atunci se poate exprima astfel: suma impulsurilor după cioc- 
nire este egală cu suma impulsurilor înainte de ciocnire cu condiția ca ciocni- 
rea să aibă loc într-o regiune fără forțe externe: 


p:(înainte) + pz(înainte) = p+(după) + p;(după) (3.33) 
unde impulsul 2 a fost definit prin relaţia: 
p = Mv (3.34) 


iar prin literele (p') am indicat valorile după ciocnire. Vezi figura 3.14 penţru 
“descrierea vectorilor impuls iar figura 3.15 pentru descrierea orbitelor. Cioc- 
mrea poate fi ori elastică ori neelastică. Într-o ciocnire elastică întreaga ener- 


FIG. 3.14.(a) Înainte de ciocnire impulsu- FIG. 3.14, (b) După ciocnire impulsurile: 
rile P, (inainte) si Pe tunate) adunate dau PP, «lupă: = Puldupă: adunate dau acelasi P 


FIG. 3.15. Dacă două sarcini punctiforme în 
mișcare q, și ga trec aproape una de cealaltă, 
orbitele lor sint deviate de la traiectoriile ini- 
tiale în linie dreaptă. 
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gie cinetică a particulelor înainte de ciocnire se regăsește după ciocnire tot 
ca energie cinetică dar altfel repartizată între particule. Într-o ciocnire ne- 
elastică obișnuită o parte din energia cinetică a particulelor incidente reapare 
după ciocnire sub formă de energie de excitație znternă (cum ar fi căldura) 
a uneia ori mai multor particule. Este important să reținem că legea conser- 
vării impulsului se aplică chiar şi ciocnirilor mee/astice, în care nu se conservă 
energia cinetică. 


Demonstraţie cu ajutorul legii a treia a lui Newton. Să 
două corpuri ascultă de legea a treia a lui Newton relația (3 
tru corpul 1: 


presupunem că 
3). Avem pen- 


dp, _d 
= —— = — (Mm). 3:35 
gi Brau | sita 
Pentru corpul al doilea: 
dpz d 
Fa = —— = — (Meva). 3.36 
LE 3 (Mav2) (3.36) 
Adunind aceste două relaţii obținem: 
dp. dpe d d i 
F 2 — F = (0) = — = — + = 40 = 08 a 
] 2) p- + — d! (pi + P2) i (Mv V/ova) 
Astfel: 


Pi + po = Muwv, — AMova = const =p; — ps = Mvi + Mov, (3.37) 


unde am indicat din nou cu accent valorile de după ciocnire. lacă există mai 
mult de două corpuri se poate folosi același procedeu cu acelaşi rezultat apli- 
cabil oricărui număr de corpuri ale unui sistem izolat. 

Un număr de aplicaţii ale acestei legi vor fi prezentate în exemplele urmă- 
toare. Va trebui însă să scoatem în evidenţă două lucruri: 


]) această lege este o lege vectorială; deci într-o ciocnire de două parti- 
cule ale căror impulsuri adunate definesc un impuls rezultant, cele două 
impulsuri rezultate din ciocnire adunate definesc același impuls ; 


2) doar aplicarea singură a acestei legi nu ne permite rezolvarea proble- 
mei de ciocnire în mod univoc. 


Ca o exemplificare a punctului 2 să considerăm problema ciocnirii a două 
corpuri de mase egale, unul dintre ele fiind iniţial în repaus. Numai o infor- 
mație suplimentară ne va permite obținerea unui răspuns univoc, după cum 
vedem în următoarele două cazuri.: 

(a) Să presupunem că după ciocnire cele două particule s-au lipit una 
de cealaltă. Ce viteză vor avea? Fie viteza inițială a particule: în mișcare 
de-a lungul axei . 

Atunci: 


T A 
Pi = My; px=0 . 
(pi + p2) = (ML + Ma)v = 2Mv' =p = Mix 


r A 
vs. 


2 Bi 


tei] 
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(9) Să presupunem că în timpul ciocnirii prima particulă a fost oprită 
pe loc. Ce viteză va avea a doua particulă? 


Pi —- D= 0 + di = Ma 


v, = Dă. 


Pentru a rezolva în mod unic o problemă de ciocnire, avem nevoie de o infor- 
maţie suplimentară celei date de legea conservării impulsului așa cum este 
cea obținută dintr-unul dintre considerentele de la punctele (a) sau (6). Dar 
acedstă informaţie suplimentară poate fi formulată în termeni de elasticitate 
sau de conservare a energiei. 


EXEMPLU 


Ciocnirea elastică a două particule de mase egale, una dintre ele fiind inițial în repaus. 
Vrem să demonstrăm că în acest caz unghiul dintre cei doi vectori impuls sau dintre viteze 
după ciocnire este egal cu 90%, 

Pi + Pr = MW — 0 = Ma + Mava- 
Astfel dacă M, = M, şi M, inițial în repaus: 
Vp Va Va 
Adjectivul elastic aplicat ciocnirilor inseamnă că energia cinetică — Muv2 se conserză. 
2 


Astfel: 


i | 
— Mt = Mou + — Maw? 
2 PU 1Y1 2 a 


> | = 


ceea ce ne dă: 
Vi = Vp2 + ug2. (3.38) 


Ecuația (3.38) ne amintește de teorema lui Pitagora şi după cum se vede din diagrama vectorială 
din figura 3.16 v, trebuie să fie ipotenuza unui triunghi dreptunghic. 
Unghiul dintre v, și v, trebuie să fie astfel de 90. 


Alte exemple vor fi date în problemele de la 16 la 18, iar ciocnirile vor 
fi discutate mai în detaliu în capitolul 6. 


Mașina Atwood. Atît legea a doua cît și legea a treia ale lui Newton sînt 
utilizate în familiara problemă a mașinii Alwood, ilustrată în figura 3.17. 
Două corpuri de mase diferite sînt suspendate printr-un fir de masă negli- 
jabilă ce trece peste un scripete presupus a se roti fără frecare. Fie m mai 
mare decît m; atunci acceleraţia fiecărui corp va fi în direcția arătată pe 
figură şi va avea aceeași valoare din cauza continuității firului și a constanței 
lungimii lui. Să aflăm întîi valoarea accelerației. 


Fiecare corp se găseşte sub acțiunea a două forţe și anume, tensiunea din 
fir și forța gravitației. Legea a treia a lui Newton ne spune că tensiunea tre- 
buie să aibă aceeași valoare față de fiecare corp. Legea a doua a lui Newton 
ne permite să scriem: 

pentru mișcarea lui îm 7 — me = ma; 


(3.39) 
pentru- mișcarea lui ma Mag — Î = maa. 
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1'1G. 3.16. Ciocnirea elastică a două mase egale. FIG. 3.17. Mașina Atwood. 


Adunînd aceste două ecuații obținem: 
Ma — Wu 


3.40) 
Ma + Mm. 2 ( 


(ma — m) e = (m+ m)a sau a= 


Putem acum evalua tensiunea 7 introducînd expresia lui « în oricare din 
ecuaţiile (3.39). Găsim: 

. 2mm 

7 OEI ten IE 

Mat Ma 


Cît de tare ar trebui să fie firul? El nu trebuie să se rupă sub această 
tensiune, ceea ce înseamnă că el ar trebui să suporte o masă pentru care mg = 1. 
Ar trebui să fie astfel cel puţin atît de rezistent încît să suporte masa: 


2-a 
Mk Ma 


care este mai mare decît m deși mai mică decît ma. 

Este instructiv de notat că expresia accelerației [relația (3.40); poate 
fi înțeleasă în sensul existenţei unei forțe F = Ma ce acționează asupra unui 
singur corp, ţinînd cont însă că masa totală în mișcare este m, + 72 în timp 
ce forța netă este (ma — m) g. Astfel, ca mai înainte, 


FORȚE DE CONTACT. FRECAREA 


În activitatea noastră cotidiană sîntem adesea confruntați cu forţe exer- 
citate asupra unui corp prin intermediul presiunilor sau al tensiunilor ce 
acţionează la contactul cu un alt corp. În paragraful precedent forţe de acest 
tip apăreau la considerarea tensiunii în fir iar în discuţia anterioară despre 
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ciocniri, dacă ne gindim la ele în sensul unor bile de piatră sau de biliard, 
se presupunea că presiuni de contact acționau rapid în momentul ciocnirii. 
Altă forţă de contact cu o toarte mare importanță practică este frecarea 
(vezi, de exemplu, în capitolul 7 amortizarea unui oscilator). Forţa de fre- 
care poate depinde de viteza obiectului într-un mod foarte complicat, dar 
aici vom trata cazul cel mai simplu — cel al unei forţe constante, dacă obiec- 
tul este în mișcare, sau cel al unei forțe exact cît trebuie de mare pentru a 
asigura echilibrul unui corp în repaus. 

Forţa de frecare este paralelă cu suprafața de contact dintre două obiecte 
sau dintre un obiect şi o suprafaţă. Ea depinde de o altă forță de contact, şi 
anume forța normală pe care o suprafaţă solidă o exercită asupra obiectului 
pe care îl suportă. Figura 3.15 ne prezintă un obiect situat pe o suprafață 
plană orizontală. Desigur, torța de gravitate 1/s acționează vertical de sus 
în jos. Deoarece corpul este în repaus, legea întîi a lui Newton ne spune că 
ar trebui de asemenea să existe o forţă îndreptată în sus şi egală cu Me. O 
astfel de iorță, normală pe suprafață şi care împiedică corpul să cadă prin 
suprafaţă, este notată, de obicei, cu N, ca în figura 3.18. Forţa ce tinde să 
introducă corpul în suprafaţă poate îi gravitatea, o componentă a forței gra- 
vitaţionale sau o complet altă forță depinzînd de împrejurările particulare. 

Să presupunem acum că exercităm asupra unui corp o forță F paralelă 
cu suprafața (legind poate corpul de un fir ce are la capăt o greutate, ca în 
îia. 3.19) dar nu suficient de mare pentru a provoca alunecarea corpului. 
Folosind din nou legea întîi a lui Newton vedem că suprafaţa trebuie să exer- 
cite asupra corpului o forță egală şi opusă - F. Această torță -F se numeste 
forță de precare. Ea este nulă pînă în momentul în care F încearcă să miște 
corpul. 


FIG. 3.18. Un corp pe co suprafață orizontală 
asupra căruia acționează gravitatea Mg, forța 
uormală N, forța orizontală externă F și forța 
de frecare — F. 


FIG. 3.19. (a) M departe de a aluneca. FIG. 3.19. (5) M gata să alunece. 
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Cit de mare poate fi forța de frecare: Putem întotdeauna (cu excepția 
obiectelor imobile) exercita o forță F suficient de mare pentru a produce 
alunecarea corpului. Este un fapt experimental că 


Foss = UN (3.41) 


unde u este o constantă numită coeficient statac de frecare şi este caracteristic 
suprafeţelor în contact. Exemple cu cîteva valori ale lui u sint date în ta- 
belul 3.1. 


TABELUL 3.) 
Coeficienţii statici de frecare u = F/N 


Materialul u 


| 
e 


Sticlă pe sticlă 0 
Sticlă pe metal 0, 
Grafit pe grafit 

Cauciuc pe solide 

Ferodou pe fontă 

Gheațţă pe gheață | 
Ceară de schi pe zăpadă uscată 
Cupru pe cupru 

Oţei pe oţel 


— 
LS] 
tea e En 
0e m "ua 


= 
e 
& 
| 
ard 


>>> 


| 


Reţineţi că forţa de frecare statică poate lua orice valoare pînă la u, depin- 
zînd de valoarea forţei externe aplicate; acest lucru se vede în figura 3.19. 


EXEMPLU 


Văsnravea In: u. Valoarea lui u poate fi determinată aflind unghiul 6 pe care un plav 
imchuat 5] face cu orizontala atunci cind corpul tocmai începe să alunece. Dacă ne referim 
la figura 5.20 şi presupunem că tocmai incepe alunecarea corpului, ne dăm seama că suma 
celor tru forțe Mg, N, şi Ti saiotuna trebuie să fie zero. L.uind componentele paralele și perpen- 
diculare cu suprafața găsim: 


Folosind faptul că Foc = uN, obținem: 


pa m SEPEte —— IMENRU aa0. (3.43) 


FIG. 3.20. Corpul gata să alunece în jos 
„pe un plan înclinat. 


EXEMPLU 


Alunecarea sub acţiunea unei forțe tangențiale, cu direcție oarecare. Un corp de masă JV/ 
se află pe un plan înclinat avînd coeficientul de frecare u > tg 0. Să se afle mărimea forţei 
paralele cu planul necesară pentru producerea alunecării corpului, in funcție de unghiul făcut 
cu direcția de pantă maximă a planului. O “zariantă a acestei probleme se formulează astfel: 
dacă o forță paralelă cu planul dar nu neapărat în susul sau în josul planului produce alu- 
necarea corpului, să se găsească direcția in care corpul “a incepe să se miște, in funcție de 
direcția forței. 

Figura 3.21 ne arată forțele paralele cu planul ce sint responsabile pentru echilibru. Din 
figura 3.21 se vede că Fyyy, Mg sin 0 x şi F (forța externă) adunate trebuie să dea zero. 
Deoarece corpul tocmai incepe să alunece, avem din exemplul de mai sus: 


Firic = uMe cos 8. 
Luind componentele din susul și josul planului, 


F cos + Fire cos 6 — Mg sin0=0 
sau: 
F cosa + wMg cos 0 cosf = Mgsin 6. 


Perpendicular pe această direcţie: 
Frie sin 6 — F sina = 0; F sina = uMg cos sin 6. 
Eliminindu-l pe f din aceste ecuaţii obținem: 
F PRIN e e N e 
= cota sin 0 + ycos?a sin2 6 + uăcos2 9 — sin: 6. (3.44) 


Ce sens are semnul minus in relația (3.44)? Pentru a afla acest lucru să observăm că 
u2 cos? 6 > sin? 6 deoarece am presupus că u > tg. Astfel rădăcina pătrată din termenul de 
sub radical este mai mare decît cosa sin 0. Dacă folosim semnul minus, F “a fi o mărime 
negativă. Dar este clar că această soluție este inacceptabilă deoarece pe F l-am presupus 
pozitiv. Va trebui, deci, să folosim semnul plus. Să notăm că: 


F = Mg sin 0 + uMgcos8  cinda 
F = — Mg sin 0 +uMgcos6 cinda 


| 
=) 


Il 
E.) 


relaţii ce se pot obține imediat. Se poate “verifica de asemenea că dacă u = tgOșia =, 
F0s 

Cind F va fi doar un pic mai mare decit valoarea din (3.44), corpul va începe să alunece 
în direcția opusă lui Fyyy«. Din ecuaţiile de mai sus se poate calcula f şi se obține: 


sin & pe Pa 
sin B = — 7 (eos a te 6 + Vu? = tgă Osin? x). 


FIG. 3.21. Un corp gata să alunece pe un plan 
înclinat sub acțiunea unei forțe externe F. 


Se poate verifica această ecuație alegind f = x/2, în care caz cele trei forțe F, Mg sin 0x, şi Fritz 
formează un triunghi dreptunghic, 


Mișcarea orizontală cu forță de frecare constantă. Să presupunem că coeficientul de frecare 
dintre o suprafață orizontală și un corp în mișcare este u. Cu ce viteză trebuie să proiectăm 
corpul paralel cu suprafața pentru a parcurge distanța D pînă la oprire? Avem o problemă 
cu o forţă constantă şi în care mișcarea are loc pe o dreaptă: 


Am obținut deja soluția unei ecuații similare în paragraful privind gravitatea. Vezi expresiile 
(3.8) şi (3.9). Avem: 


| Lit 
Pee — 00 + Vot 


unde l-am pus pe x, (valoarea lui x la ţ = 0) egal cu zero. Viteza necesară este vg. Cînd corpul 
se oprește, 


vz = 0 şi î = volug. 


Înlocuind această valoare în expresia lui + și făcindu-l pe + egal cu D, obținem: 


(Notă: După răspunsurile numerice indicaţi 
totdeauna și unitățile de măsură. Fără 
unități, un răspuns numeric nu are nici 
un sens.) 


1. Legea a treia a lui Newton. Un 
începător în ale fizicii elementare se află 
în mijlocul unui patinoar. Coeficientul de 
frecare dintre gheață și picioarele sale este 
mic dar diferit de zero. Lui i s-a predat 
legea a treia a lui Newton. Deoarece legea 
spune că fiecărei acțiuni îi corespunde o 
reacțiune egală şi opusă, suma tuturor 


forțelor dă zero. El presupune astiel că 

nici o forță nu-l poate accelera către margi- 

nea patinoarului şi atunci ar trebui să 

rămînă în centrul lui. d 

(a) Cum îi explicați cum să ajungă la margine? 

(b) Odată ajuns la margine, ce îi veți spune 
despre legile a doua și a treia ale lui 
Newton? 


2. Maimuța și vinătorul. O demon- 
strație obișnuită la cursurile de fizică de 


anul I este prezentată în figura 3.22. Din 
punctul O se trage un cartuș cu o pușcă 


țintind la un obiect localizat în P. Simultan 
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BIG. 3.22 


cu lansarea glonțului este eliberat și obiectul. 
Se vede că proiectilul loveşte obiectul ce 
cade. Arătaţi că această ciocnire în aer 
rezultă independent de viteza glonțului la 
gura puștii. 


3. Îndlțimea tavanului la avuncatul 
mingii. Doi copii aruncă și prind o minge 
intr-un coridor lung. Înălțimea tavanului 
este H, iar mingea este aruncată şi prinsă la 
inălțimea umărului 4, aceeași pentru fiecare 
copil. Dacă copiii pot arunca mingea cu 
“riteza vo, la ce depărtare maximă ar putea 
să se joace? 


R: R = 4V(H = Pluie = (Hp). 


Arătați că dacă H — h > vâjtg, R = vâjg. 
Explicați semnificația fizică a condiției 
H — h > v8/4g. 


4 Împuşcături în sus. Viteza unui 
glonţ de puşcă la gura țevii este de 30 m/s. 
Un om trage in aer, exact în sus, cite un 
foc la fiecare secundă. Nu se ia în considerare 
frecarea. 


„(a) Cite gloanțe vor fi în aer la fiecare 
moment de timp? 


(b) La ce inălțime deasupra solului vor 
trece gloanțele unele pe lingă altele? 


5. Frecarea pe două plane înclinate. 
În figura 3.23 planele 1 şi 2 sînt amindouă 
rugoase cu coeficienții de frecare ua, și ua. 


IIO 
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Găsiţi relaţia dintre M,, Mz, 6, 0, u 
şi u, astfel încit: 

(a) M, este gata să alunece pe planul î; 
(bP) M, este gata să alunece pe planul 2. 


6. Frecare diferită de uMg. În figura 
3.24 este prezentată forța F acționind asupra 
unui bloc de masă M ce se sprijină pe o 
suprafață orizontală cu coeficientul de 
frecare yu. 


(a) Presupunind F > Mg, să se găsească 
unghiul maxim-la care forța nu mai 
poate face blocultsă alunece indiferent 
cît de mare ar îi. 


6 Găsiţi raportul F/Mg în funcție de 8 
şi de u așa încît blocul să înceapă toc- 
mai alunecarea. Arătați că în cazul 
F > Mg răspunsul se reduce la cel de 
la punctul (a). 


7. Maşina Atwood. Găsiți tensiunea 
din firul OA ce susține scripetele mașinii 
Atwood din figura 3.17. Arătaţi că suma 
vectorială a celor trei forțe — tensiunea 
aceasta, mg și mg — este egală cu viteza 
de variație a impulsului pe verticală. 


8. Satelitul și Luna. Cine aleargă mai 
repede, Luna sau un satelit gravitind în 
jurul Pămîntului pe o traiectorie a cărei 
rază este doar un pic mai mare decit raza 
Pămintului? Care este raportul vitezelor în 


FIG. 3.24 


funcție de raportul razelor? Care este ra- 
portul perioadelor? Ținihd cont că Luna 
are o perioadă de revoluţie de 27 de zile 
și raza orbitei de 380000 km iar raza 
Pămintului este 6 400 km, aflați perioada 
de rotaţie a satelitului. 


9. Forța electrostatică. Două mici sfere 
identice conducătoare de electricitate sînt 
suspendate în punctul P prin fire de lun- 
gime egală. Sferele atirnă inițial liber și 
sint în contact una cu cealaltă cu 0620. 
Li se comunică o sarcină electrică pe care 
și-o împart în mod egal și pe urmă iau 
poziția de echilibru din figura 3.25. Găsiţi 


pentru g o expresie în funcție de m, g,l[. 


şi de 0. (Consideraţi sferele mici ca sarcini 
punctuale.) 


10. Protonul într-un cîmp electric. 


(a) Ce forță (îm N) acționează asupra unui 
proton într-un cîmp electric de 100 V/m? 

(5) Un proton inițial în repaus este lăsat 
uber într-un cîmp cu această intensitate; 
cure va fi viteza lui după 108 s? 

(c) La ce distaiță va ajunge după acest 
timp? 


11. Protonul într-un cîmp magnetic: 
Un proton (e = 1,6 x 10-1%C) este proiectat 
cu o viteză al cărei vector este v=2xX 100 & 
ai/2, într-o regiune în care există un mi 
magnetic uniform descris de B=0,lzI. 


FIG 3:25 


(a) Evaluaţi forța (în mărime și în direcție) 
ce acționează asupra protonului imediat 
după proiectarea sa. 


(b) Care este raza de curbură a traiectoriei 
sale ulterioare? 


(c) Localizaţi poziția centrului traiectoriei 
circulare dacă protonul pleacă din 
origine. 


12. Raportul forțelor electrice şi gravi- 
taționale dintre doi electroni. Mărimea forței 
electrostatice dintre doi electroni este 
€2/4megr; mărimea forţei gravitaționale 
este Gmâ|ri, unde G= 6,67 - 10711 N - m?/kg2. 
Care este raportul forțelor electrostatică 
și gravitațională dintre cei doi electroni? 


R: 102 


13. Cîmpuri electrice și magnetice încru- 
cișate. O particulă se mişcă în direcția + 
într-o regiune în care există un cimp elec- 
tric Ey şi un cimp magnetic perpendicular B,. 
Ce condiţie este necesară pentru ca forța 
rezultantă ce acționează asupra particulei 
să fie zero? Reprezentaţi vectorii v, E și B 
într-o diagramă. Cît trebuie să fie v, dacă 
Ey = 3xX 10% V/m iar B.=3x 1021? 

NR == 1103 m/s. 


14. Devierea între plăcile unui con- 


densator. O particulă de sarcină g şi masă M 
A 
intră într-un cîmp electric — Ey cu viteza 


FIG. 3.26 - 


vă (vezi fig. 3.26). Vom presupune că E 
este uniform, adică, valoarea sa este cons- 
tantă în toate punctele regiunii dintre 
plăcile de lungime I. (cu excepţia unor mici 
variaţii la marginile plăcilor şi pe care le 
vom neglija). 
(a) Ce forțe acţionează pe direcţiile x 
respectiv y? 
REF, 0; Rp 9Ey. 


(5) Va influența, o forță pe direcţia y, 

componenta pe direcţia + a vitezei? 

(c) Aflaţi pe v și vy ca funcții de timp și 

scrieți expresia vectorială completă pen- 
tru v(?). 

A A 

R: v9x — (gE/M)ty. 


(4) Plasaţi originea în punctul de intrare 
şi scrieți expresia vectorială completă a 
poziției particulei ca funcţie de timp 
pe perioada în care particula se află 
între plăcile condensatorului,. 


15. Continuarea problemei precedente. 
Dacă particula din problema 14 este un 
electron cu energia cinetică inițială de 10-17] 


(energia cinetică = — mul; | ] este ener- 


gia cinetică a unui corp cu masa de 2kg 
mișcîndu-se cu viteza de îi m/s), dacă 
intensitatea cîmpului electric este 300 V/m 

și dacă LL = 0,02 m, găsiți: 
(a) vectorul viteză în momentul în care 
electronul părăsește regiunea, dintre plăci; 

A 

(b) unghiul (v,x) pe care îl face particula 
cu direcția inițială cînd părăseşte plăcile ; 
R2]”, 


II2 


PUG 305 


e) punctul de intersecție al axei + cu 
direcția particulei cînd părăsește plăcile. 
R: 00lm. 


16. Ciocniri. Două particule se află 

inițial in pozițiile x, =35 cm, m=0, 

A 

3 = 0, yy= 10 cm, cuv = —4x 100x 

A 

m/s, și va de-a lungul lui — y, ca în figura 
90272 ” 

(a) Care trebuie să fie valoarea lui va ca 

ele să se ciocnească? 


A 
R: —8 x 100 y m/s. 


(b) Care este valoarea Ini v,, viteza relativă? 

R: 4 x 100 (23 —'% m/s. 

(0) Stabiliți un criteriu general pentru 

ciocnirea a două obiecte in funcție de 

vectorii de poziție r,, rp și de vitezele 
Vi Va: 


17. Cinematica ciocnirilor. Două cor- 
puri obligate să se miște intr-un plan 
orizontal se ciocnesc. Fiind date inițial 
M, = 0,085 kg, M, = 0,200 kg, v, = 6,4 x 
x 103 & m/s şi v, = (—6,78— 20 3)x 
x 102 m/s: 

(a) aflați impulsul total. 
A A 
R. (— 7,96 x — 4 y) x 10kg m/s. 
(5) Dacă după ciocnire |w,| = 9,23 x 1074 
A 
m/s și Wg = (— 4,4x+ 1,93) x 104 
m/s, care este direcția lui w,? (Am 
folosit simbolul w pentru vitezele după 
ciocnire.) 
R: — 84" în raport cu axa z. 
(c) Care este viteza relativă w, = w, — Wa? 
A A 
R: (5,4 x — 11 y) x 10îm/s. 


(4) Care sint energiile cinetice totale ini- 
țiale și finale? Ciocnirea este elastică 
sau neelastică? 


18. Ciocnire neelastică. Două obiecte 
(M, = 2 kg; M,=5 kg) cu puțin timp 
înaintea unei ciocniri care le unește perma- 
A A 
nent au vitezele v, = 10 xm/sșiv, = 3x + 
A 
+ 5y m/s. 
(a) Care este viteza lor finală? 
(b) Ce fracțiune din energia cinetică inițială 
se pierde în timpul ciocnirii? 


19. Satelitul pe o orbită. Să considerăm 
orbita unui satelit cu puțin mai mare decit 
ecuatorul unei planete sferice cu densi- 
tatea p. Arătați că perioada 7 a unei 
astfel de orbite depinde numai de densitatea 
planetei. Găsiţi o relație pentru T. (Fa îl 
va conţine de asemenea pe G.) 


TEME AVANSATE 


Particula încărcată într-un cimp elec- 
tric alternativ omogen 


Fie 
A Ă A 
E = Ezx = E9 sin otx 


unde «w = 2xf este frecvența unghiulară 

iar E9 este amplitudinea vectorului cîmp 

electric. Indicele (*) de lingă E va fi adesea, 

omis dacă nu apare nici o ambiguitate. 

Ecuația de mișcare este, din relația (3.20), 
3 

= = ANNIE, şi Eosin cot. (3.45) 


la rezolvarea ecuațiilor diferențiale vom 
folosi adesea metoda încercărilor succesive, 


1 În acest paragraf vom participa la 
una dintre preocupările importante ale unui 
fizician: aflarea soluției unei ecuaţii dife- 
rențiale conformă cu niște condiții inițiale 
date. Aceasta este o artă în care intuiţia, 
joacă un rol foarte important. Adesea există 
procedee matematice bine precizate; dar 
tot adesea fizicianul se întreabă: "Ce s-ar 
putea întimpla?“ sau "La ce altceva v-aţi 
aștepta?“ În sfirşit, verificarea constă în 
introducerea soluției presupuse în ecuația 
originală şi constatarea dacă soluția este 
bună sau nu. Dacă soluția este greșită, 
încercați din nou. Presupunerile inteligente 
economisesc timpul, dar chiar presupunerile 
greșite pot lămuri problema. 

Relaţia (3.45) ne spune că acceleraţia 
unei particule încărcate este o funcție sinu- 


20. Bătaia proiectilelor de mortiere. 
Mai jos sint prezentate bătaia și viteza 
la gura țevii pentru proiectilele de mortiere 
trase la 45" față de orizontală. A fost de 
asemenea inclus timpul de zbor. Comparați 
aceste date privind bătaia și timpul de 
zbor cu teoria în cazul ideal. Puteţi vedea 
vreo regularitate? (Datele sint de la Depar- 
tamentul Armatei Statelor Unite, Tabelele 
de tragere FT4.2—F-—1, Decembrie 1954.) 


“Utilizați g = 9,76 m/s2. 


pconiiia (m/s) | Bătaia (m) Timpul (5) 
] 
102 | 972 14,4 
Mil 1159 le 
122 1349 17,0 
131 1539 18,2 


ghidîndu-ne după instinctul fizic. Vom 
încerca o soluție de formal: 
X(£) = ăssinot + vot + 29: (3.46) 
Derivind relația (3.46) obținem: 
d2x 


ra = — 02, sin wf. 
A 


Derivatele sinusului și ale consinusului 
sint date de: 


e a 
ES 6 = cos „SN sin6= — sin 
40 d 

E] 
Se — sin 6 că cos6= —cos 
d de 


soidală de timp dacă forța aplicată este 
sinusoidală. Deoarece acceleraţia este 
oscilantă, deplasarea trebuie să fie 
cel puțin în parte oscilantă. Acesta este 
motivul pentru 'care includem în (3.46) ter- 
menii sin wt sau cosuwf. Îl alegem pe'sin w/ 
fiindcă două, derivări succesive ale funcției 
sinus ne dau tot o funcție sinus. Termenul ăg 
trebuie incius ca deplasare inițială. Cum 
trebuie să ne gîndim și la viteza inițială 
includem termenul vot care ne poate da 
orice “viteză inițială, inclusiv zero. Efectul 
termenului vgt va rămîne și la momente 
ulterioare de timp ca o viteză constantă 
suprapusă celei oscilatorii. Forma, voț este 
singura posibilă, o putere mai mare în î 
n-ar fi consistentă cu ecuația (3.45). 


3 


FIG. 3.28. Accelerația, viteza și deplasarea 
reprezentate în funcție de uw!. 


Relaţia (3.46) reprezintă o soluție a ecuaţiei 
de mișcare [ecuația (3.45)] cu condiţia ca: 


— az, sin at = ta E9 sint. (3.47) 
Adică: 


LI] 
mea E (3.48) 
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Substituindu-l pe (3.48) în (3.46) avem 
următorul rezultat: 


gE? 
x(î) = — sin ot + Upt-+ 0. 
Mo o o 
Viteza, este: 
dz gE? 
Va(î) = — = — ——Pcosaot+u 
lia” Mo , 


astfel la î = 0 


qE2 
vz(0) PP + Vo. 
Să nu confundăm vz(0), care este viteza 
la î = 0, cu vg, care este o constantă astfel 
aleasă încît să-i dăm lui v(0) o anumită 
valoare. Dacă alegem viteza inițială zero 
va trebui să avem: 


_ 4E% 


Va = 
i Mo 


Substituind această mărime în expresia 
lui () de mai sus, obținem: 


qE0 


x(t) = — sin ut + 
sot 


qEs Li E 
M 
Acest rezultat este întrucitva neașteptat: 
cu condiția la limită v-=—0, la î=0, 
mișcarea constă dintr-o oscilație suprapusă 
peste o deplasare continuă de viteză cons- 
tantă 4E?/Mo. Se întimplă acest lucru, 
deoarece în cazul special al acestei probleme 
particula nu-şi inversează niciodată sensul 
vitezei. Particula face în mod continuu 
paşi mărunți în același sens. De notat că 
in această problemă v, nu este egal cu 
vz(? = 0) dar x, este egal cu z(1=0). 
Acceleraţia, viteza și distanța ca funcţii 
de timp sînt arătate în figura 3.28. 


NOTĂ MATEMATICĂ 


Ecuaţii diferențiale. Am văzut că în 
coordonate carteziene acceleraţia este: 
diza  dîyaA  dizA 


ze z. 
dz de ui dt 


În alte coordonate vor apărea derivate de 
ordinul doi şi foarte posibil derivate de 


ordinul întîi în raport cu timpul. Într-o 
singură dimensiune, legea a doua a lui 
Newton se reduce la: 


d2x 


d 


SE pa (3.49) 


Cind scriem această ecuație scopul nostru 
este să-l aflăm pe « în funcţie de timp; 
adică să rezolvăm ecuaţia in raport cu x. 
Soluția acestei ecuații, numită ecuație 
diferenhală, va fi x(t). Cum găsim o ase- 
menea soluție? Matematicienii au procedee 
standard pentru acest lucru dar fizicienii 
foarte adesea, ghicesc cite o soluţie şi veri- 
fică dacă soluția imaginată verifică ecuaţia 
(3.49). Există un număr de tipuri comune 
de ecuaţii diferențiale ce apar atit de frec- 
vent în fizică încît este util să ținem minte 
soluțiile. Acum vom discuta două dintre 
aceste ecuaţii iar altele la finele celorlalte 
capitole. 

Cazul cel mai simplu este pentru 
F = 0. Răspunsul îl ştim deja din legea 
intii a lui Newton, dar să-l mai vedem 
odată din punctul de vedere al soluţiei 
ecuației: 


Stim că derivata unei constante este 0, 
şi astfel: 


vz = const = w 


trebuie să fie o soluție. Aceasta, înseamnă 
că: 


— =: (3.5 l) 


Încercăm o soluție de forma: 
X = Vot + 2o- (3.52) 


Cind derivăm o dată obţinem ecuația (3.51) 
cind derivăm de două ori obținem ecuaţia 
(3.50). Spunem astfel că ecuaţia a fost 
rezolvată şi se poate arăta că aceasta este 
singura soluție. 

Cine sint vp şi x? Ele sînt nişte cons- 
tante, desigur, dar de unde provin? Ele 
provin din problema particulară aflată, în 
consideraţie. Să presupunem, de exemplu, 
că avem o particulă în repaus la x=0 
şi nici o forță nu acționează asupra ei. 
Atunci v =0, 2 =0 şi soluția noastră 


este x = 0. Cu alte cuvinte, particula rămîne 
la = 0 pentru totdeauna sau cel puțin atitu 
timp cît nu începe să acționeze asupra ei nici 
o forță. Să presupunem, totuși, că avem o 
particulă liberă care la t = 0 este în x = 
= +50 şi se deplasează în sensul negativ 
al axei x cu viteza 25. Atunci x = +50, 
Vg = —25, astfel încit: 


a = —25t+ 30 


şi îl cunoaștem pe + pentru toate valorile 
i > 0. Dacă știm că nici pentru î < 0 n-au 
acționat forţe, atunci acest rezultat ni-l dă, 
de asemenea, pe + pentru toate valorile 
lui £ negative. Deseori, aceste două constante 
*9 Şi Ve sînt numite constante de integrare 
şi trebuie determinate .din condițiile pro- 
blemei care sint şi ele tot deseori numite 
condiții inițiale. Ecuațiile diferențiale de 
ordinul doi au întotdeauna două constante 
arbitrare: ecuaţiile diferențiale de ordinul 
întîi au numai wa. 

Următorul caz simplu este Fa = 
= const = Fg. Trecem de la x la y pentru 
a-i da studentului posibilitatea să coreleze 
soluțiile cu exemplul de la începutul capi- 
tolului: 


d mu. aa (3.53) 


unde a este acceleraţia constantă, Să în- 
cercăm o soluţie: 


y = zar + Vot +- Ye. (3.34) 


Derivind de două ori ajungem la ecuația 
(3.53) și astfel avem o soluţie; vg și yp sint 
iarăși constante arbitrare ce trebuie deter- 
minate din problema în consideraţie. Din 


-cunoștințele anterioare de fizică puteți re- 


cunoaște ecuația (3.54) ca fiind cea a unei 
particule sub acțiunea gravitației. .Dacă 
direcția pozitivă a axei y este în sus atunci 
a = — g unde g este acceleraţia gravitaţiei 
9,8 m/s?. lată mai jos cîteva exemple: 
1. Pentru un corp lăsat să cadă în jos 
din repaus de la 100 m 


VOS o = 100 
și astfel 


y= ză = 98n + 00) (m). (3.55) 
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2. Pentru un corp aruncat drept în sus 
din origine cu vg = 9,8 m/s 
5098 


y = [= = 9,81:+ 9,8 ) (m). (3.56) 


Din aceste exemple putem calcula valorile 
lui y pentru orice î. De exemplu, din ecuaţia 
(3.56), care este maximul înălțimii atinse 
de corp? 


Vom pune 
E = — 9,8 + 9,8 
d? 

pentru 


+ Mae pp — 2.98 13+ 9,8 x 1=4,9m. 


NOTĂ ISTORICĂ 


Invenţia ciclotronului, Multe dintre 
acceleratoarele de particule de mare ener- 
gie de astăzi sînt urmașele primului ciclo- 
tron de protoni de 1 MeV construit la 
I.eConte Hall din Berkeley de către E.O. Law- 
rence și M. S. Livingston. Ciclotronul a 
fost imaginat de către Lawrence; ideea a 
fost publicată pentru prima dată de Law- 
rence și Edlefsen într-o discuţie rezumată 


Unul dintre primele ciclotroane, 
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De notat că dy/â: =0 inseamnă w =0, 
care reprezintă chiar situaţia în care corpul 
atinge înălțimea maximă. 


Din punct de vedere matematic con- 
dițiile iuițiale pot fi interpretate ca valorile 
lui y și dy/dt într-un punct oarecare, și 
care, în cazul de mai sus, este dat de: =0. 
Ecuațiile diferențiale de ordinul doi dau 
curbura lui > în funcție de ?, dar nu dau 
panta și valoarea. Astfel, pentru a obține 
curba în mod unic este necesar să speci- 
ficăm atît panta cît şi valoarea într-un 
punct. Studentul ar putea compara gra- 
ficele ecuaţiilor (3.55) şi (3.36). 


în Science 72: 376, 377 (1930). În 1932 
primele rezultate au fost publicate într-un 
frumos articol în Physical Review, prin- 
cipala revistă de fizică a Societății Ameri- 
cane de Fizică. Deși revista cere tuturor 
articolelor să fie însoțite de rezumate infor- 
mative, puține dintre ele sînt atît de clare 
şi de informative ca cel reprodus aici din 
articolul clasic al lui Lawrence și Livingston, 
Sint, de asemenea, reproduse două desene 
din articolul original. Profesorul Livings- 
ton este acum la Institutul de Tehnologie 
din Massachusetts; profesorul Lawrence a 
murit în 1958. 

Magnetul original de 11 țoli (27,5 cm) 
a fost aproape imediat depășit de noile 
acceleratoare; dar el a fost reconstruit și 
mai este și acum folosit la o serie întreagă 
de proiecte de cercetare de la LeConte 
Hall. Primele experiențe reușite de rezo- 
nanță ciclotronică a purtătorilor de sarcină 
în cristale au fost făcute cu acest magnet, 


Pentru o prezentare interesantă a 
începuturilor ciclotronului vezi: E. O. Law- 
rence, „Evoluţia ciclotronului“ („The Evo- 
lution of the Cyclotron“), Les Prix Nobel 
en 1951, pp. 127— 140, Imprimerie Royale, 
Stockholm, 1952. Alăturat este prezentată 
fotografia unui ciclotron :mai vechi iar la 
pagina 117 o reproducere din articolul din 
Phys. Rev. 


LECTURI SUPLIMENTARE 


Fizica PSSC (PSSC, „Physics“) capi- 
tolele 19—21, 28 ($ î, 4, 6), 30 ($6—8), 
D.C. Heath & Co., Boston, 1965. 


Cursul de fizică HPP (HPP, „Project 
Physics Course), capitolele 2—4,9 ($2—7), 
14 ($3, 4, 8, 13), Holt, Rinehart şi Winston, 
Iuc., New York, 1970. 


A. French, Mecanica  Newtoniană 
„Newtonian Mechanics"), W. W. Norton 
& Co, Inc., New York, 1971. O carte com- 
pletă pentru nivelul acesta, o parte din 
seria de la MIT. 


Ernst Mach, Știința Mecanicii: o 
prezentare critică și istorică a dezvoltării sale 
(„The Science of Mechanics: A Critical and 
Historical Account of Its Development”) 
ed.a 6-a, cap.2 și 3, The Open Court 


Publishing Company, La Salle, IIl., 1960. 
O prezentare clasică a conceptelor mecanicii 
şi a dezvoltării ei. 


Herbert Butterfield, Originile științei 
moderne, 1300—1800 („The Origins of Mo- 
dern Science, 1300— 1800“) Free Press, 
The Macmillan Company, New York, 1965. 
Capitolul | prezintă punctul de vedere al 
unui istoric în ceea ce privește importanța 
unei înțelegeri corecte a mișcării și a iner- 
ției. 

L.. Hopf, Introducere în ecuațiile dife- 
vențiale ale fizicii, („Introduction to the 
Differential Equations of Physics"), tra- 
dusă în 1. engleză de W. Nef, Dover Publi- 
cations, Inc., New York, 1948. O intro- 
ducere concisă şi atractivă în teoria, ecua- 
țiilor diferențiale necesitind doar puțină 
matematică și fiind convenabilă studiului 
individual. 
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Sisteme de referință; transformările Galilei 


Cuprins 


Sisteme de referinţă inerțiale și accelerate 
Exemplu. Ultracentrifuga 
Pămiîntul ca sistem de referință 
Stelele fixe: un sistem de veferimţă inerţial 
Forțele întv-un sistem de veferință inerţial 
Acceleraţia absolută și accelerația relativă 
Forțe fictive 
Exemplu. Accelerometrui 
Exemplu. Forța centrifugă și forța centripetă 
Acceleraţia într-un sistem în rotație uniformă 
Exemplu. Experimente în cabina de lift in cădere liberă 
Exemplu. Pendulul Foucault 
Viteza absolută și viteza relativă 
Transformările Galilei 
Conservarea impulsului 
Exemplu. Ciocnirea neelastică a două corpuri de mase egale 
Exemplu. Reacţii chimice 
Exemplu. Ciocnirea, unei particule grele cu o particulă uşoară 
Probleme 
Teme avansate: 
Viteza și acceleraţia în sisteme de coordonate rotitoare 
Mișcarea unui proton în câmpuri electrice și magnelice încrucișale 
Notă matematică. Derivata unui produs de vectori 
Lecturi suplimentare 


În acest capitol vom examina cîteva aspecte mai subtile ale legilor a 
doua și a treia ale lui Newton. Problema sistemelor de referință a fost omisă 
în întregime în capitolul 3 dar este tratată acum în detaliu. Alte subiecte 
majore sînt invarianța Galilei precum și o altă demonstrație a legii conser- 
vării impulsului. Într-un anumit fel, acest capitol nu este esențial pentru 
parcurgerea capitolelor următoare dar este important pentru a înțelege în 
întregime subiectul mecanicii. 


SISTEME DE REFERINȚĂ INERȚIALE ȘI ACCELERATE 


Primele două leg: ale lui Newton sînt corecte numai atunci cînd sînt consi- 
derate față de sisteme de referință neaccelerate. Dacă sistemul dumneavoastră 
de referință este în repaus într-un carusel în rotaţie, în absenţa forțelor apli- 
cate nu veți mai avea o acceleraţie zero. Puteţi sta liniștit pe platforma unui 
carusel numai dacă vă împingeți într-o parte a ei, și astfel, în acord cu legea 
a treia a lui Newton, obligați acea parte să exercite o forță Muw?r asupra cor- 
pului dumneavoastră înspre axa de rotație, unde M este masa, e viteza unghiu- 
lară iar 7 distanţa de la axa de rotaţie. Sau, să presupunem că sistemul dumnea- 
voastră de referință este în repaus într-un avion puternic accelerat la deco- 
lare. Sînteţi, „presat, de către accelerație, de spătarul scaunului dumnea- 
voastră“ și sînteți ţinut în repaus în raport cu avionul de către forța exerci- 
tată asupra dumneavoastră de către spătarul scaunului. 

Pentru a rămîne în repaus sau în mișcare uniformă relativ la un sistem 
de referință neaccelerat, nu va fi nevoie de nici o forță. Dar dacă doriţi să fiți 
în repaus faţă de un sistem de referință aecelerat atunci asupra dumneavoastră 
va trebui să se exercite o forță ca aceea exercitată din partea caruselului 
sau a spătarului de la scaun. Aceste forţe ce apar automat în sistemele acce- 
Jerate sînt foarte importante în fizică. În mod special este important să înțe- 
legem forțele care acţionează în sisteme de referință aflate în mișcare circu- 
lară. Ar fi o idee bună, să revedeţi acum acest subiect studiat în liceu. Un 
excelent film PSSC (PSSC MLA 0307), „Sisteme de referință” clarifică splen- 
did o parte din materialul acestui capitol. Vezi Lista filmelor capitolului 4 
la sfîrșitul acestei cărți). 


EXEMPLU 
Ultracentrifuga. Efectele faptului de a nu fi într-un sistem de referință inerţial pot fi 


enorme ! Aceste efecte pot fi de mare importanţă practică. Să considerăm o moleculă suspendată 
intr-un lichid în camera de probă a unei ultracentriluge. Să presupunem că molecula se află 


[22 


la 10 cm de axa de rotaţie şi că ultracentrifuga se învirteşte cu 1000 de rotații pe secundă 
(60 000 rotații pe minut). Viteza unghiulară va; fi atunci: 


w = (2r)(i x 103) 2 6 x 10% rad/s 
iar viteza liniară: 
i v=cor 2 (6 x 103)(10) 2 6 x 10% cm/s=6 x 10: mjs. 
Mărimea accelerației asociată mișcării circulare uniforme este (vezi capitolul 2): 
a = aâr x (6 x 103)2(10) 22 4 x 10% cm/s2 — 4 x 10% m/s?. 


Accelerația gravitației g este de numai 9,5 m/s? la suprafața pămintului astfel incit raportul 
dintre accelerația de rotaţie și accelerația gravitațională este: 


ÎL mutat. 


a 
g 10 


Acceleraţia m ultracentrilugă este astiel «le 400 000 ori mai mare decit accelerația gravitațut 
(Aceste date caracterizează ultracentriluga prezentată în figura 4.1.) Moleculele din suspensie 
a căror densitate rmasălvolum , este diferită de cea a lichidului înconjurător “or suporta lu 
“elula ultracentrifugii o forță puternică ce tinde să le separe de fluid. Dacă ele au acecași 
tenmtate cu aceea a lichidului, nu a apărea ni un ctect de separare. Dacă au densitatea mal 
umcă decit cea a lichidului, efectul forţei de separare este vuspre interior ţax). De exemplu, 


+ 


un balon umplut cu heliu aflat intr-un auto- 
mobil ce execută un viraj tinde să se mişte 
spre interiorul curbei. 

În acord cu legea intii a lui Newton ma- 
lecula din suspensie dorește să rămină in repaus 
(sau să se miște cu viteză constantă pe o linie 
dreaptă) în raport cu laboratorul. (Laboratorul 
constituie o aproximaţie destul de bună a unui 
sistem de referinţă  neaccelerat.)  Moleculele 
nu vor să fie invirtite nebuneşte în ultracentri- 
fugă cu o viteză unghiulară mare. Faţă de un 
observator în repaus, aflat în celula de probă 
a ultracentrifugii, molecula se comportă ca și 
cum asupra ei s-ar exercita forța Muo?r ce tinde 
să o tragă dinspre axa de rotație inspre exte- 
riorul camerei de probă din rotorul centrifugi. 
(Acest lucru presupune că molecula are o deu- 


FIG. 4.1. Rotorul unei ultracentrifuge. Func- 
ționează la 60 000 rpm şi dă naștere la o 
accelerație centrifugă puțin mai mică decit 
de 400 000 ori accelerația gravitației.  (Beck- 
mann Spinco Division. ) 
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sitate mai mare decit lichidul.) Cît de mare este forța? Să presupunem că greutatea moleculară 
a moleculei este de 100 000, ceea ce inseamnă că masa M a moleculei este de 105 ori mai 
mare decit masa protonului: 


M 2 (105)(1,7 x 10-22) 2 2 x 10-23 kg. 


(Masa protonului este aproximativ egală cu o unitate atomică de masă, după cum se poate 
vedea din tabloul de valori de la pag. 437.) Forța asociată accelerației rotaționale 
va fi: 


Ma =.Mo 2 (2 x 10-22)(4 x 108) 2 8 x 10-16 N 


folosind valoarea accelerației din paragraful precedent 1. 

Forța aparentă, ce pare că trage molecula înspre înafara camerei de probă, se numeşte 
forță centrifugă. Mişcarea înspre exterior va fi împiedicată de învirtirea lichidului ce incon- 
joară molecula. Deoarece pentru diferite feluri de molecule, forța centrifugă va avea valori 
diferite, ele se vor deplasa înspre exteriorul camerei de probă cu viteze diferite. În sistemul 
de referință al celulei ultracentrifugii această forță centrifugă este asemănătoare unei gravitaţii 
artificiale îndreptate înspre exterior și a cărei intensitate creşte cu distanța de la axă. Diferitele 
specii de molecule se așază în acest cimp gravitațional neobișnuit într-o succesiune de straturi 
în acord cu densitatea. Ultracentrifugarea constituie, astfel, o metodă excelentă de separare a 
diferitelor feluri de molecule. Metoda se aplică cel mai bine moleculelor mari care se intimplă 
să, fie moleculele cu gradul cel mai mare de interes biologic, şi astfel chestiunea dacă o mole- 
culă este în repaus față de un sistem accelerat sau față de unul neaccelerat se dovedește a îi 
importantă pentru cercetarea biologică și medicală. 


Să ne întoarcem acum la discuția sistemelor de referință inerțiale și acce- 
lerate. Legea fundamentală a mecanicii clasice, legea a doua a lui Newton, 
spune: 


d xp d 
Forța = — (impuls); F= — 4.1] 
ţ i, (impuls) 2. (p) (4.1) 
ori în cazul masei constante: 
2 
Bi * pa IE aia (4.2) 
dz d£ 


unde a este accelerația. Dar în raport cu ce fel de sistem de referință sînt 
măsurate coordonata r, viteza v, ori accelerația a? Exemplul de mai sus indică 
în mod clar că alegerea sistemului de referință este foarte ionel iar 
figurile de la 4.2 pînă la 4.6 ilustrează această chestiune. 


Ecuația (4.1) ori (4.2) poate fi considerată ca definind într-un mod con- 
sistent adevărata forță F ce acţionează asupra unei particule sau a unui corp, 
numai dacă putem fi siguri că acceleraţia a este măsurată în raport cu un 
sistem de referință neaccelerat. Invers, dacă se întîmplă să cunoaștem forța 
adevărată F și să găsim un sistem de referință în care acceleraţia observată 
a particulei sau a corpului să satisfacă ecuația (4.2), atunci putem spune că 


1 În unitățiCGS, Ma 2 x 10-19g, o 26 X 103 rad/s,r = 10cm,iar Fa (2xX 10-19). 
- (4 x 105) 2 8 x 10-L dyn. 
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FIG. 4.2. Legea a doua a lui Newton spune: FIG. 4.3. De exemplu, sistemul S' (x, y', 2) 

forța = masa X accelerația. Dar acceleraţia rela- se rotește în raport cu sistemul S (x,y,z). 

tivă la care sistem? Acceleraţia lui M în fiecare din aceste două 
sisteme este diferită. 


sistemul de referință este un sistem snerția/; adică, este fără acceleraţie ori 
rotație. Abilitatea noastră în a spune dacă un sistem de referință particular 
este sau nu un sistem inerţial depinde, intr-un sens strict, de precizia cu care 
putem detecta efectele unei mici accelerâţii a sistemului. În sens practic, 
este luat ca sistem inerţial un sistem de referință în care pentru o particulă 
= a fi liberă de orice forțe sau constrîngeri nu se observă nici n acce- 
eraţie. 


Pămîntul ca sistem inerţial. Reprezintă laboratorul fixat pe suprafața 
Pămîntului un bun sistem inerţial? Dacă nu, cum ar trebui să-l corectăm pe 
F — Ma pentru a ţine seama de accelerația laboratorului? 

În multe scopuri, Pămîntul constituie o foarte bună aproximație a unui 
sistem inerţial. Acceleraţia laboratorului fixat pe Pămînt rezultă din rotația 
Pămîntului în jurul axei sale. Această rotație produce o mică acceleraţie 
laboratorului, și care nu este în toate cazurile în întregime neglijabilă. Un 


FIG. 4.4. Sau, de exemplu, sistemul S' are FIG. 4.5. Există sisteme inerțiale față de 
accelerația a, în raport cu sistemul S$. Accele- care să calculăm a din ecuația F= Ma: 
rația lui M în fiecare din aceste sisteme este 

diferită. 
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FIG. 46. (a) Dacă S (x,y.2) este un astfel de ss. FIG. 4.0. țb. Deoarece in sistemul S$” obre - 
tem inerţial, atunci S” (1, +, 27), carese rotesi tul |, deși foarte depărtat de alte obiecte, 
în jurul axei za lui S, nu poate fi inerţial. siiferă o acceleraţie. (Pare că se rotește.) 


? F zi i - ză . . 
punct în repaus pe suprafaţa Pămîntului la ecuator suferă o acceleraţie centri- 
petă dată de: 


2 


= — 
Rp 


= GR, (4.3) 


raportată la centrul Pămîntului. w = 27x/ este viteza unghiulară a Pămîntului 
iar Rp este raza Pămîntului. I)in capitolul 3 (pagina 86) vedem că w 2 0,73 > 
x 1074 s-1. Cu R, a 6,4 X 10% m, acceleraţia este: 


a 2 (0,73 x 10-4)2(6,4 X 108) = 0,034 m/s?. 


Forţa de gravitație trebuie să suplinească acceleraţia masei de la ecuator. 
Astfel forța necesară pentru a ţine corpul în echilibru impotriva forței de 
gravitație este mai mică decît întreaga forță de gravitație cu 3,4 mx 105 N 
unde m este masa ; cu alte cuvinte acceleraţia gravitației măsurată la ecuator 
este mai mică cu 0,034 m/s? decît cea măsurată la Polul Nord, unde a din 
relația (4.3) este zero. Ce mai rămîne din variaţia totală a gravitației pe supra- 
faţa Pămîntului se datorește formei elipsoidale a Pămîntului. Variația totală 
dintre accelerația gravitațională la Polul Nord (ori Sud) și cea de la ecuator 
este de aproximativ 0,052 m/s? (5,2 cm/s?). Pînă la apariţia sateliților, cea 
mai bună metodă pentru măsurarea aplatizării Pămîntului la poli era prin 
determinări ale accelerației gravitaționale. În tabelul 4.1 sînt prezentate 
valorile lui g la diferite latitudini. 


În paragraful intitulat Teme avansate (de la sfîrșitul acestui capitol) 
vom construi o formă mai complicată a legii a doua a lui Newton care este 
aplicabilă într-un sistem de coordonate cu axele fixate pe suprafața Pămîn- 
tului. Dar pentru a obține o lege corectă în forma simplă din ecuaţiile (4.1) 
ori (4.2) trebuie să raportăm accelerația la un sistem de referință neaccelerat 
— sistem inerţial sau sistem Galilean. Într-un sistem accelerat (neinerțial) 
F nu este egal cu Ma dacă a este accelerația observată față de un sistem 
neinerțial. 
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TABELUL 4.! 


Valorile lui g la diverse latitudini 


Staţia | Latitudinea | £,m/sa 

cc ———— e, 

Polul nord | 90 N i 9,83245 
Ghețarul Karajak, Groenlanda | 70” N | 9,8253 
Reykjavik, Islanda 64% N | 9,8227 
Leningrad 60 N | 9,8193 
Paris d | 49 N | 9,8094 
New York i 41. N | 9,8027 
San Francisco 189 N | 9,7996 
Honolulu 2J9EN 9,7895 
Monrovia, Liberia GEN 9,7816 
Batavia, lava 6- 3 | 9,78 18 
„1elbourne, Australia | 38 S ! 9,7999 


Stelele fixe, un sistem de referință inerţial. Printr-o cunvenție accep- 
tată curent se vorbește de stelele fixe ca despre un sistem de referinţă neacce- 
lerat standard. Limbajul acesta conține un element de metafizică, deoarece 
afirmaţia că stelele fixe n-ar fi accelerate depăşeşte cunoştinţele noastre 
actuale. Cu instrumentele noastre, este improbabil că vom putea detecta o 
accelerație mai mică de 106 m/s? a unei stele sau grup de stele îndepăr- 
tate, chiar dacă vom face observaţii îngrijite timp de 100 ani. Pentru nevoi 
practice, este convenabil să raportăm direcţiile în spațiu la stele, dar de ase- 
menea vom vedea că pentru nevoi practice putem stabili experimental un 
sistem de referință neaccelerat destul de bun. Chiar dacă Pămîntul ar fi încon- 
jurat în mod continuu de ceaţă deasă, vom fi în stare să stabilim fără vreo 
dificultate specială un sistem de referință inerţial. 

Acceleraţia Pămîntului pe orbită în jurul Soarelui este cu un ordin de 
mărime mai mică decît accelerația la ecuator datorită rotației Pămîntului. 


Deoarece lan z x % 10” s, viteza unghiulară a Pămîntului în jurul Soarelui 
este 


a 


si a 2X 107 s-1 
z X 107 7 


Accelerația centripetă a Pămîntului pe orbită în jurul Soarelui este, cu R = 
2015 XAU ma: 


a = c2R = (4 X 10-14) . (1,5 X 1011) 2 0,006 m/s2. (4.4) 


Accelerația Soarelui spre centrul galaxiei noastre nu este cunoscută expe- 
rimental!. Dar din studii privind deplasarea Doppler a liniilor spectrale se 


! Stelele nu sint împrăștiate la întimplare prin spațiu ci sint grupate in sisteme largi 
separate mult unele de celelalte. Fiecare sistem conține in jurul a 10! stele. Sistemele acestea 
se numesc galaxii; cea care conține Soarele nostru este cunoscută sub numele de Galaxia. 
Calea Lactee este o parte a galaxiei noastre. Nici galaxiile însele nu sînt distribuite în întregime 
la întimplare deoarece există o tendință marcantă de a forma aglomerări. Galaxia noastră 
aparține unei aglomerări de 19 membri numită Grupul Local, şi care formează un sistem fizic 
legat prin atracție gravitaţională. 
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FIG. 46. (c) De exemplu, intr-un sistem FIG. 46. (4) Este un sistem legat de Soare 
S” (a',y',2") legat de Pămint, stelele depărtate, inerţial? Chiar și soarele se rotește în jurul gala: 
ca şi obiectul |, se rotesc. Un sistem legat iei, dar această accelerație pare a fi suficient 
de Pămint nu este inerţial deoarece Pămintul de mică pentru a o neglija. 

se roteşte în jurul axei sale precum şi în 

jurul Soarelui. 


FIG. 4.6. (e) Se pare că putem de asemenea 
neglija accelerația, galaxiei noastre relativă la 
altele. 


crede că viteza Pămîntului relativă la centrul galaxiei este de 3 x 105 m/s. 
J)acă Soarele se mişcă pe o orbită circulară în jurul centrului galaxiei, care 
este Ja o distanță de aproximativ 3 x 1020 m de Soare, accelerația Soarelui 
în jurul centrului galactic va fi: 


A Ax0 


4 = 02R = pă 
MI O3ocali 


z 3 X 10-10 m/s2. 


Aceasta este foarte mică. Nu cunoaștem din observaţii dacă Soarele nu are 
o accelerație mai mare decît aceasta și nici nu cunoaștem dacă centrul însuși 
al galaxiei nu este sensibil accelerat. Aceste accelerații sînt ilustrate în. figu- 
rile 4.6, a pînă la e. 


Ceea ce ştim din practică este că setul de afirmaţii ce constituie simburele 
mecanicii clasice funcționează excelent de bine. Aceste afirmații sînt: 


1 spaţiul 'este euclidian; 
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2 spaţiul este izotrop iar proprietățile fizice sint aceleași în toate direcțiile 
din spaţiu. Astfel, masa .V/ din F = Ma nu depinde de direcţia lui a; 
pentru un observator în repaus pe pămînt, legile newtoniene ale miș- 
cării sînt verificate într-un sistem inerţial determinat prin luarea în 
considerație numai a accelerației datorate rotației Pămîntului în jurul 
axei sale şi mişcării Pămîntului pe orbită în jurul Soarelui; 


3 legea newtomană a gravitației universale este veriticată. În capitolul 3 
s-a prezentat o mică discuţie a acestei legi (paginile 84-86) iar o discuție 
mai detaliată este prezentată în capitolul 9. 


Aceste afirmații sint greu de verificat cu mare precizie, în mod individual. 
tele mai precise verificări, și anume acelea care se referă la mișcările planetelor 
în cadrul sistemului solar, implică de regulă întregul pachet al celor patru 
afirmaţii de mai sus. [Două verificări extrem de precise ale pachetului clasic 
sînt discutate în nota istorică de la sfîrșitul capitolului 5. 


Forțele într-un sistem de referință inerţial. Galilei a spus că un corp care 
nu este supus nici unei forțe are o viteză constantă. Am văzut că această afir- 
maţie este adevărată numai într-un sistem de referință inerţial - - ea chiar 
definește sistemul de referință inerţial. 


Afirmația pare a fi ambiguă, deoarece cum am putea ști vreodată că asu- 
pra unui corp nu acţionează nici o forță? Forţele pot acţiona asupra unu: 
corp nu numai prin contactul direct al unui corp cu altul dar chiar și atunci 
ind un corp este izolat. Forţele electrice sau gravitaționale pot fi importante 
chiar și fără prezența în apropiere a altor corpuri. Nu putem fi siguri că nv 
acționează forțe, doar pentru motivul că nu există alte corpuri în contact 
sau în apropierea unui corp dat. Dar dacă nu putem decide apriori că un 
anumit corp de referință nu este supus vreunei forţe, vom avea dificultăți 
în formuiarea legilor mișcării ce vor lega forțele de acceleraţii. Avem nevoie 
de un sistem de referință neaccelerat față de care să putem măsura accelera: 
țiile ; maniera lui Galilei de determinare a unui astfel de sistem presupune 
că am avea o cale independentă pentru a cunoaște că nici o forță nu acționează 
asupra lui. Dar noi nu putem ști aceasta, deoarece criteriul nostru privind lipsa 
forței este lipsa accelerației, ceea ce implică un anumit sistem de referință 
faţă de care să măsurăm această acceleraţie, şi tot așa mai departe argumen- 
taţia se închide într-un cerc vicios 


Situaţia nu este lipsită de once speranță, deoarece știm că forțele dintre 
două corpuri trebuie să scadă rapid pe măsură ce distanța dintre corpuri 
crește, ca în figura 4.7. Dacă forțele n-ar scădea rapid, n-am putea izola vreo- 
dată interacțiunile dintre două corpuri de cele cu toate celelalte corpuri din 
univers. Toate forţele dintre particulele cunoscute de noi scad cel puţin la 
fel de repede ca și în legea invers proporționalității cu pătratul distanței. 
Noi și oricare alt corp de pe Pămînt sîntem atrași în primul rînd spre centrul 
pămîntului şi nu în primul rînd spre nu știu ce zonă îndepărtată a univer- 


i Această propoziție este numită de obicei Prima lepe newloniană a mișcării. 
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FIG. 4.7. Experimental se ştie că forța pe câte FIG. 4.8. Astfel dacă obiectul ! este sufiti- 
un obiect o exercită asupra altuia descreste ent de departe de toate celelalte vbiecte, el 
intotdeauna rapid pe măsura ce obiectele Sint nu va fi supus la nicio forţă. 

separate de o distanță mai mare. i 


FIG. 49. Unu sistem merțiul este acela m are FIG. 1.10. În particular, există sisteme iner 
accelerația obiectului | (din fig. 4.8) este zero ţiale în care obiectul 1 este, și rămine. în 
repaus. a 


sului. IDacă n-am fi suportaţi de dușumea am fi accelerați spre centrul Pămîn- 
tului cu 9,8 m/s?. Sîntem mai puțin atraşi de Soare; după relația (1.4) am fi 
accelerați spre el cu 0,006 m/s”. Pentru o rezonabilă descriere a accelerației, 
se consideră că asupra unui corp foarte îndepărtat de alte corpuri nu se exer- 
cită practic nici o forță și deci nici o accelerație (vezi fig. de la 4.8 la 4.10). 
O stea tipică este la cel puţin 101% m depărtare de vecina cea mai apropiată! 
și se consideră a avea o acceleraţie foarte mică. Sîntem astfel conduşi la con- 
cluzia că stelele fixe pot defini, într-o bună aproximaţie un sistem de coor- 
donate neaccelerat convenabil. 


t Excluzind stelele duble care au distanțe de separare tipice ile ordinul-a . (015 m. 
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O frumoasă discuţie privind stabilirea unui sistem de referință neaccele- 
rat este dată de P.W. Bridgman în Am.]. Phys., 29: 32 (1961). Prezentăm 
nai jos cîteva extrase: 


Un sistem de trei axe rigide ortogonale constituie un sisrem Galilean, dacă trei particule 
wasive, asupra cărora nu acționează nici o forță, proiectate de-a lungul celor trei axe cu viteze 
urbitrare, continuă să se miște de-a lungul axelor cu “iteze uniforme. Laboratoarele noastre 
terestre nu constituie un astfel de sistem dar putem construi un astiel de sistem în labo- 
-atoarele noastre măsurînd cum deviază cele trei mase arbitrare de la cerința.... și incorpo- 
“ind aceste deviații ca niște corecții negative introduse în specificaţiile noastre la sistemul 
Galilean. Nu se simte nevoia unor referiri la stele, dar comportarea corpurilor poate fi 
descrisă releranr în termenii unor astfel de fapte observabile imediat; rotația planului 
“mui pendul Foucault în raport cu Pămintul sau devierea de la perpendiculară a unui 
orp în cădere liberă. Chiar dacă, în încercarea de a plasa satelitul pe orbită, operatorul 
'nei rachete consideră că este convenabil să facă o parte din socorelile sale în termenii obser- 
vațiilor asupra stelei polare, este clar că instalaţiile sale pot fi descrise în cele din urmă in ter- 
neni tereștri... Într-un sistem Galilean, un corp in rotaţie, după ce a fost pus în rotație iar 
„urțele au fost inlăturate, își menține planu! de rotație în raport cu sistemul şi, m: consecință, 
menține direcția axei sale de rotație. 


ACCELERAȚIA ABSOLUTĂ ȘI ACCELERAȚIA RELATIVĂ 


Se poate găsi un sistem de referință inerţial în care F să fie egal cu Ma 
-u o mare acuratețe. Acest fapt este puternic sprijinit de experiență. Tragem 
“oncluzia că într-un sistem de referință inerţial, forţele ce au fost postulate 
pentru a explica mișcarea galaxiilor, stelelor, atomilor, electronilor etc. au 
proprietatea comună că acționînd asupra unui corp scad realmente pe măsură 
-e corpul este dus tot mai departe de vecinii săi. Vom vedea că dacă ne ale- 
gem un sistem de referință neinerțial, ni se pare că există forţe ce nu au pro- 
prietatea de a fi asociate cu apropierea altor corpuri. 

Existența unui sistem de referință neinerțial sugerează o intrebare difi- 
“ilă și nelămurită: ce efect are toată materia cealaltă din univers asupra unei 
experienţe făcute într-un laborator terestru: Să presupunem, de exemplu, 
că întregii materii din univers, în afara celei din vecinătatea Pămîntului nostru, 
1 s-ar imprima o accelerație mare a. O particulă de pe Pămînt, care inițial 
nu a fost supusă nici unei forțe, avea accelerația zero în raport cu stelele 
“ixe. Cînd stelele fixe sînt accelerate, va mai avea această particulă — care 
nițial nu era supusă nici unei forțe dar era liberă să se miște — accelerație 
sero în raport cu vecinii săi neaccelerați, sau va suferi o modificare în miș- 
“area sa relativă la mediul imediat înconjurător? Există vreo diferenţă între 
accelerarea particulei cu +a ori a stelelor fixe cu --a? Dacă semnificativă 
este numai accelerația relativă, răspunsul la întrebare este nu; dacă accele- 
rația absolută are un anumit sens atunci răspunsul este da. Această între- 
bare fundamentală este nelămurită, dar nici nu poate fi supusă uşor investi- 
gaţiei experimentale (vezi fig. 4.11, a pînă la c). 

Newton a formulat această întrebare precum și răspunsul la ea într-un 
mod pitoresc. Să considerăm o găleată cu apă. Dacă rotim găleata și apa din 
ea relativ la stele atunci suprafața apei va căpăta o formă parabolică; toată 
lumea va fi de acord cu acest lucru. Dar să presupunem acum că, în loc să 
rotim găleata. vom roti într-un fel oarecare stelele în jurul găleții astfel încît 
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FIG. 4.11. ţa) Un exemplu de forțe tictive FIG. 411, (P) Cind găleata se roteşte fața de 
ce apar într-un sistem neinerțial. Cind găleata  S, suprafata apei ti o jormă parabolodali, 
este in repaus față de S, suprafața apei este 

plană. S este considerat neaccelerat față 

de stelele depărtate. 


FIG. 411. (0) Faţă de sistemul in rotație S“. 
uăleata este în repaus. Dar supratața apei este 
totuși paraboidală ! O forţă. „fictivă“ acționează 
asupra apei din sistemul neinerțial S'. 


mișcarea relativă să fie aceeași. (re- 
dința lui Newton era că suprafața apei 
va fi rămas plană dacă am fi rotit ste- 
lele. Acest punct de vedere dă o anumită 
semnificație rotației absolute și accele- 
rației absolute. Ceea ce cunoaștem empi- 
ric este că toate fenomenele privind 
rotația găleții cu apă pot fi complet 
vescrise şi corelate cu rezultatele măsurătorilor locale în laborator. fără nici 
un fel de referire la stele. 

Punctul de vedere opus, și anume că numai accelerația relativă la stelele 
fixe arc semnificatie, constituie o ipoteză numită de ohicei principiul lui Mach. 
În acord cu acest punct de vedere, apa din găleată va lua o formă parabo- 
loidală. Deşi nu există, nici confirmare experimentală, nici obiecții, față de 
acest punct de vedere, unii fizicieni, printre care şi Einstein, consideră acest 
principiu atractiv apriori, în timp ce alţii nu. Aceasta este însă o problemă 
pentru cosmologia speculativă. 

Dacă s-ar accepta credința că mișcarea medie a restului universului 
afectează comportarea oricărei particule izolate, relativ la acest fapt ar putea 
apărea un: număr de întrebări la care n-am putea găsi totuși nici un răspuns. 
Există și alte relaţii între starea unei singure particule și starea restului uni- 
versului? Se va modifica sarcina electronului, sau masa lui, sau energia de 
interacţie dintre nucleoni, dacă numărul de particule din univers sau densi- 
tatea lor vor fi într-un anumit fel modificate? Pînă acum răspunsul la această 
întrebare adiîncă, relaţia dintre universul îndepărtat şi proprietățile parti- 
culelor individuale, nu a fost încă dat. 
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Forțe fictive. Dăm aici cîteva exemple de forțe ce par a exista datorită 
sistemului de referință accelerat. Vom începe întîi cu legea a doua a lui Newton, 
limitînd la început problema noastră la un sistem de referință inerţial deoarece 
știm că legea a doua este valabilă într-un astfel de sistem. Vom include apoi 
accelerația unui sistem neinerțial şi o vom lega de o forță ce „ar părea că 
există“ atunci cînd raportăm problema la al doilea sistem. Legea a doua a 
lui Newton spune: 


F= Ma, (4.5) 


unde în membrul stîng se află forța aplicată iar a, este accelerația văzută 
față de sistemul inerţial. Considerăm că masa M este constantă. Am introdus 
indicele I pentru a scoate în evidență cuvintul nerfia/. Ştim că într-un sistem 
neinerțial, cum este Pămiîntul în rotație, ecuaţia (4.5) nu mai este valabilă 
în această formă. Aceasta din cauză că am omis accelerația a, ce trebuia 
inclusă, și anume, accelerația inerțială pe care o are particula din cauza miș- 
cării accelerate a sistemului. 

Dacă a este accelerația corpului măsurată față de sistemul neinerţial, 


avem a + ao = așl, sau: 


Dacă facem experiențe într-un sistem neinerțial trebue să fim întotdeauna 
siguri -că am inclus e ao în ecuatia forței. Lucrînd într-un sistem neinerțial, 
adesea este convenabil să judecăm în termenii unei mărimi Fe, astfel încît 
relația (4.6) să se transforme în: 


F+F= Ma (4.7) 


unde 
Fe == M ao (4.8) 


este numită forță fictivă sau pseudoforţă. Forţa fictivă este acea mărime ce 
trebuie adunată la o forță reală pentru a face suma egală cu Ma, unde a 
este accelerația față de sistemul neinerțial. Dacă sistemul are o accelerație 
de translație ag, această forță fictivă este tocmai — May. Vom discuta mai 
jos cazul unei sistem în rotație în care forța fictivă depinde de poziţia față 
de sistem. Tot ce este fictiv în fizică tinde să semene confuzie ; puteți însă 
întotdeauna rezolva o problemă întorcîndu-vă la ecuaţia (4.6). 


EXEMPLU 


Accelerometrul. Să presupunem că forța aplicată unui corp de masă M printr-un arc 

intins în direcția x este Fa = — Cz, unde C este o constantă. Să considerăm un sistem nei- 
a A iu a i = i . . 

nerțial cu accelerația a, = ax în direcția x. Dacă, în sistemul neinerțial, corpul de masă M 

este în repaus, atunci accelerația a în acest sistem este zero şi F = M(a + ag) se reduce la: 


Fa = Mag = — Cz 


! În prima temă avansată rom discuta cazul general al mişcării într-un sistem în rotație 
unde ay — a depinde de viteza şi poziția față de sistemul accelerat. 
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astfel! tucit: 


d. — — - (4.9) 


Sau (ulosiud forta fictivă 


PF e — Fes 
— Ca = Ma, 


“are es * tder acă cu relația 14.9. Deplasarea c este proporțională cu, şi opusă in direcție 
acceleraţ ti 4. a sistemului neinerțial. Sistemul neinerțial poate [i un avion sau uu automobil, 
Vedem că relația (4.9, :lescrie funcționarea unui accelerometru în care corpul de masă A este 
fixat de un arc Şi obligat să se miste in direcția accelerației. Deplasarea + a corpului măsoară 
accelerația u, a zistemului de referință neinerțial. 


EXEMPLU 


Forța centritugă și accelerația centripetă intr-un sistem in rotație uniformă. l)eși. voru 
<hscuta mai in detaliu sistemele în rotație, in temele avansate de la sfirșitul acestui capitol, 
menită, să discutăm acum un exemplu simplu şi comun. Să considerăm un punct material de 
masă M în repaus intr-un sistem neinerțial, astfel incit față de acest sistem a = 0. Sistemul 
neinerțial se rotește uniform in jurul une: axe fixe. față de un sistem inerţial S-a 'zăzut în 
capitolul 2 că accelerația punctului este: 


a, e —cwâr ; (4.10) 


în raport vu sistemul inerţial. unde r este indreptat de la axă spre particulă şi perpendicular 
pe axă. 

Ecuația (4,10) exprimă faimoasa accelerație centripelă. Cu ajutorul unui arc intins corpul 
poate fi obligat să rămină în repaus. Cum am precizat că în sistemul neinerțial a : D cun rela- 
țiile (4.7) şi (4.8) obţinem: 


Fm —FE,=Ma,= — Muir. (4.11) 


Forța fictivă F, din aces: exemplu se numește forță centrițugă, va este FE, = Motr: şieste 
orientată diuspre axă spre in afară. Forța centrifugă este. în acest exemplu, echilibrată de 
forța elastică F u arcului pentru a produce accelerație nulă (masa in repaus) în sistemul ne- 
inerţial în rotație. 

Dacă M = 100p, r= 10 cm iar sistemul se rotește cu lU0 de rotații pe secundă, care 
este valoarea forței centrifuge? Avem F, = Mor = (1027 x 1000210 2 4 x 10% dyn. 
sau (0,l)(2r x 100)(0,1) 2 4x 10 N. 


EXEMPLU 


Experienţe intr-un lift în cădere liberă. Fie accelerația unui sistem neinerțial. un ascensor 


în cădere liberă, 
A 
D= RI 
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A “ 
unde y este indreptat în sus de la suprafața pâmintului iar 4 este accelerația gravitației 
Această accelerație corespunde unei căderi libere sub actiunea gravitației Din '4.%) forta 
fictivă asupra corpului din sistemul ueinerțial este: 


F, = — Ma, = Mg. 


Asupra rs corp ce nu este fixat ru ascensor acționează suma dintre forta gravitațională 


F= — May şi forța fictivă F, sila, astfel incit forta aparentă totală in sistemul aeinerțial 
al liftului în cădere liberă este zero: 


F+ Ft 


Corpul nu este deci accelerat față de sistemul neinerțial. Aceasta este o lormă de „importer 
hilitate” Corpul apare suspendat 1 spațiu dacă n-a aut n viteză inițială relativă la litt. 


EXEMPLU 


Pendului Foucault. Pendulul Foucault ne do'redeşte că Pănumntul este un stern ueinerțial 
im rotație ('rezi fig. 4.12). Experienţa, cu public. a fost făcută pentru prima vară de către 
Foucault în 151 sub marea cupolă a Panteonului din Paris, folosind un corp cu masa de 25 kg 
suspendat de un fir lung de aproape 70 m. Modul de fixare al capătului de sus al firului dădea 
pendulului posibilitatea să oscileze cu egală libertate in orice direcție. Pertoada unut pendul de 
această lungime este de: aproximati'z 17 s ('rezi cap. 7). 

La nivelul solului, direct sub punctul de suspensie și în jurul lui s-a construit un cerc 
metalic cu raza de 3 m. În acest cerc s-a pus nisip astfel incit, la baza pendulului, un iri metalic 
indreptat 1n Jos zgiria nisipul la fiecare balans. Pe măsură ce se desfășurau balansuri succesive, 
apărea că planul mișcării pendulului ('zăzut de sus) se roteşte în direcția orară. Într-o ură 
pendulul și-a modificat planul de oscilație cu peste Il. tin cerc completa fost făcut in Ph. 
Într-un balans, planul se deplasa cu 3 mm, măsurați pe cercul cu nisip. 

De ce se roteşte planul pendulului? Dacă experiența Foucault ar fi lost făcută la polul 
nord al Pămintului. am fi văzut imediat că planul de oscilație al pendulului ar fi rămas fix 
față de un sistem 'nerțial. in timp ce Pămintul s-ar roti sub pendul o dată la tivcare 24 h. 
Rotaţia Pămintului se face in sens antiorar dacă este 'zăzută de deasupra polului nord (să 
zicem că din steaua polară), şi astfel un obser'rator urcat pe o scară ia polul nord are impresia 
că planul pendulului se rotește în sens orar in raport cu el, 

Situaţia incepe să se schimbe (şi este mai greu de analizat) pe măsură ce pârăsim polul 
nord, iar timpul pentru un cerc complet se lungeşte. Să considerăm vitezele relative ale punctelor 
din extremitatea nordică si sudică de pe cercul de msip de rază r, ca in tigura 4.15. Punctul 
sudic este mai indepărtat de axa de rotație a Pămintului şi se va mişca m spațiu mai repede 
decit punctul nordic. Dacă w este viteza unghiulară a Pămintului iar R este raza Pămintului 
atunci centrul cercului de nisip se mişcă cu o viteză oRcos e, unde d este latitudinea 
Parisului (48*51' N) măsurată de la ecuatorul Pămintului Punctul vel mai nordie le pe cerc 
se mișcă cu 'iteza: 


vu m Rh cos — ur sin 

după cum vedem din figură, iar punctul cel mai sudic se mişcă cu iteza: 
vs = wR cosO + or sin. 

Diterența dintre oricare din cele două viteze şi vireza centrului cercului este: 


Au =or sin. 
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FIG. 4 12. to pendul Femneanit vmstalat ja carti 
erul general al Naţiunilor lite de la New 
York. Sfera, din stinga lorografie», este placată 
cu aur și cintăreşte 91 kg. Fa este suspendată 
ete tavanul aflat la 25 m deasupra pardoselui ho- 
Malus central. Vu hr de oțel inoxidabil o susține 
în asa fel oncit să poată oscila liber în orice 
Plin. Sera csevlează chreci deasupra unul inel 
metalic cu un diametru de 2 m. Sfera oscilează 
continuu ca un pendul deplasindu-și ușor planul 


CN 


Ecuator 


si 
Fi 
Ed 
e 
o 
a-i 
e. 
x 
< 


PHiG "4.19 
in dimensiune în raport cu Pămintul, este 
arăta! la un untht aprommani7 egal cu lau 
mudinea Parisului. Cercul de nisip de sub 
Ihstanta «e la axa Pă- 


Pendulul Fonvanly. mult exagerat 


perudui are raza >. 
nuumtulu la centrul de balans al pendulului: 
este R cos. Din cauza rotației Pămîntului 
partea sudică a cercului de nisip se mscă ma: 
repede decit partea nordică (relativ la un 


sistem inerţial). 


în chirecție orară, oferind astfel o dovadă ri- 
vmală a rotației Pămintului. Un ciclu complet 
durează aproximativ 36 h 45 min. Pe bilă se află 
înscris un mesaj din partea Reginei luliana 
i Olandei: „Este un privilegiu de a trăi astăzi 
şi mîine“ țiiwited Nations photograph ). 


Dacă este pormt pendulul in planul nord — sud prntr-un impuls dat din poziția de repaus 
în centrul cercului atunci componenta est —'zest a vitezei în spațiu va. fi aceeaşi cu cea a centru 
lei cercuhu. Cireumferința cercului este 27%, astfel incit, dacă Av este constant de-a lungul 
cercului, timpul Fa necesar unei parcurgeri complete a cercului este: 

2nr 24 h 


Y! ei, CAII Po 


wr sinb sin 


la ecuator sin =: 0 şi timpul devine infinit. A 

Ce se intimplă cind planul pendululu: ajunge să se suprapună peste planul est —est 
ce: trece prin centrul cercului? De cear trebui Av să râmină și acum același ca in planul 
nord-sud” Este greu de “ăzut acest lucru, fără a face referiri la globul pămîntesc. Să luăm o 
bncată de carton și s-o facem să atingă globul în Paris (luăm un glob școlar); s-o facem să fie 
normală vi acest punct şi să fie orientată în planul est—vest. Direcția normală la suprafața 
Pămîntulu este de-a lungul firului pendulului. Cu o mină 'om ține fix cartonul în timp ce 
cu cealaltă nună rotim încet globul. Notaţi: că o parte a liniei de contact a cartonului cu 
globul pare că se mișcă înspre sud în timp ce cealaltă pare că se mișcă spre nord. Simpla 
cuntemplatic sau o analiză mai detaliată ne dă pentru Av aceeași valoare ca cea de mai sus: 
planul pendulului se rotește în fapt relativ la inelul de pe podeaua Panteonului cu viteza 
uugmulară constantă osin, unde co este viteza unghiulară a Pămintului iar P este latitudinea 
Îu multe cărti de mecanică de nivel mperior se păseşte o tratare matematică a ecuaţiei de 
mișcare ui pendulului Foncault. x 
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VITEZA ABSOLUTĂ ȘI VITEZA RELATIVĂ 


Are viteza absolută vreo semnificaţie fizică? În acord cu toate experi- 
mentele făcute pînă acum răspunsul este nu. Sîntem astfel conduși la o 
ipoteză fundamentală, ipoteza mvarianței Galilei (sau galileană) : 


Legile fundamentale ale fizicii sînt identice în orice sistem de referință 
ce se mișcă cu viteză uniformă (neaccelerat) unul în raport cu celălalt, 


În concordanță cu această ipoteză, un observator închis într-o cameră 
fără ferestre nu poate observa prin nici o experiență dacă este în repaus sau 
în mișcare uniformă iaţă de stelele fixe. Numai uitîndu-se pe fereastră, astfel 
încît să compare mişcarea sa cu cea a stelelor, ar putea zice un observator 
că se află în mișcare uniformă în raport cu ele. Chiar și atunci n-ar putea să 
decidă dacă se deplasează el ori se deplasează stelele. Principiul de invarianță 
Galilei a fost unul dintre primele introduse în fizică. El a fost fundamental 
pentru imaginea lui Newton despre univers: a supraviețuit numeroaselor 
experienţe și este una dintre pietrele de bază ale teoriei restrînse a relativi- 
tății. Ipoteza aceasta este într-atît de simplă încît ar fi fost luată în considerație 
chiar și în absenţa une: evidențe puternice. După cum vom vedea în capitolul 11 
ipoteza invarianţei Galilei este în întregime consistentă cu teoria restrinsă a 
relativităţii. 

Ce folos putem trage din această ipoteză? Ipoteza că viteza absolută 
nu are nici un sens în fizică restrînge în parte forma și conținutul tuturor 
legilor fizicii, atît cele cunoscute cît şi cele nedescoperite încă. Dacă ipoteza 
este adevărată, legile fizicii trebuie să fie aceleași față de doi observatori care 
se deplasează cu viteze diferite dar fără accelerație relativă. Să presupunem 
că amindoi observă același fenomen particular, cum ar fi ciocnirea a două 
particule. Din cauza vitezelor diferite ale celor doi observatori, evenimentul 
urmărit va fi descris în mod diferit de către fiecare dintre ei. Utilizînd legile 
fizicii putem prezice ce observaţii va face unul dintre observatori, cum vor 
interacționa particulele, şi, în final, cum îi vor apărea celui de-al doilea obser- 
vator. 

Legile fizicii celui de-al doilea observator pot fi astfel deduse, ori obți- 
nute din cele ale celui dintîi, prin două șiruri de argumente diferite. Pe de 
o parte ele sînt prin ipoteză aceleași cu cele ale primului. Pe de altă parte, 
putem prezice legile celui de-al doilea observator din ceea ce am prezis deja 
cu privire la observaţiile sale referitoare la fenomenele descrise de legile pri- 
mului observator. Cele două metode dau aceleași rezultate pentru legile 
concrete ale fizicii. Înainte de a continua, să dăm cîteva rezultate empirice 
privind maniera în care doi observatori, unul deplasîndu-se cu viteză constantă 
în raport cu celălalt, descriu același eveniment fizic. 


TRANSFORMAREA GALILEI 


Discutînd acum felul în care doi observatori măsoară o anumită lungime 
si un anumit interval de timp, putem stabili modul în care vor fi comparate 
măsurătorile făcute de ei altor mărimi fizice. Fie S un anumit sistem de coor- 
donate cartezian și inerţial și fie S” alt sistem de coordonate cartezian şi inerţial 
in mișcare cu viteza V în raport cu primul, după cum se arată în figura 4.14. 
Axele 4', >”, £' ale lui S' sînt paralele cu axele +, , = ale lui S. AlegempeV 
în direcţia +. Vrem să comparâm măsurătorile de timp și de distanță ale 
unui observator legat de sistemul S” cu cele ale unui”observator aflat în repaus 


137 


FIG. 4.14. Să presupunem că S este un sistem FIG. 4.15. Să plasăm ceasurile sincronizate 
inerţial şi că S' se mişcă cu viteză constantă v C,, C, etc. la intervale de lungime L de-a 
relativ la S. Atunci S$” trebuie să fie de aseme- lungul axei +, în repaus față de S$. 

"ea inerţial. 


FIG. 4.16. Dacă plasăm ceasurile similare C4, 
C, etc, în repaus față de S”, atunci un obser. 


vator din S va vedea aceste ceasuri ca fiind 
sincronizate atit între ele cit și cu CC, 


etc., În acord cu transformările Galilei. 


față de sistemul S. În cele din urmă rezultatul acestei comparații poate fi 
decis numai de experiență. 


Dacă cei doi observatori işi construiesc orologii identice ei pot face urmă- 
toarea experiență: presupunem întîi că observatorul din S$ îşi distribuie 
orologiile de-a lungul axei x și le face să arate aceeași oră, ca în figura 4.151. 
După cum vom vedea în capitolul ||, această operaţie este mult mai compli- 
cată decit pare ; presupunem, însă, aici că viteza luminii este infinită. Putem 
compara acum indicațiile ceasurilor din S' cu ceasurile |, 2, 3,.... din $, 
pe măsură ce S” trece pe lingă ele (vezi fig. 4.16). Dacă ar fi să facem această 
experiență cu un orologiu real macroscopic, ar trebui să nt restringem, din 
motive practice, la viteze ! de ordinul 10: m,s, viteză tipică de satelit al 
Pămîntului. În aceste condiții V/c & | şi experienţa confirmă faptul că dacă 

1 Acest procedeu poate fi imbunătățit, corectind timpul necesar ca imaginea obiertelor 
mai indepărtate să ajungă la noi, astfel încît un ceas aflar la distanța L m va apărea că 
ate întirziere față de un ceas din apropiere cu [fe s. unde c= 3 X 10% m/s este viteza 
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IG. 4.17. (a) Să marcăm distanțe egale [te-a FIG. 4.17. (b) Și de-a lungul axelor (x,y,z) 
lungul axelor (x,y,z) ale lui $. ale lui S”. 


FIG. 4.17. (c) Atunci față de un observator 
aflat în S, lungimile din S' apar nemodificate 
chiar și cind S se mișcă conform unei transfor.: 
mări Galilei. 


orologiul din S' a fost făcut să coincidă cu ceasul | el va coincide cu 2, 3, 4, ... 
În limita erorilor de măsură? putem spune că: 
pP — [- (4.12) 


cu alte cuvinte, timpul citit în S' este egal cu timpul citit în S$. Aici / se referă 
la timpul unui eveniment în S$ iar /' la timpul unui eveniment în S'. 

Acest rezultat nu este evident prin sine însuși, nici nu este în întregime 
exact pentru orice viteză V, după cum vom vedea în capitolul 1|. Putem, 
de asemenea, măsura dimensiunea relativă a unui metru de măsură aflat 
în repaus și în mișcare (vezi fig. 4.17 a la c). Vrem să ştim mărimea aparentă 
a unui metru de măsură aflat în repaus în S' față de un observator din S$. 
Un mod simplu de a afla acest lucru este de a folosi din nou orologiile și de 
a înregistra simultan poziţiile celor două capete ale metrului de măsură aflat 


1 Teoria relativității prezice că pentru viteza V = 10% m/s t' şi z trebuie să difere cu 
mumai o parte în 2 X 10? sau cu mai puțin de | s în 50 de ani. Deși se pot construi acum 
ceasuri cu o asemenea precizie, pină la lansarea sateliților n-a existat nici o posibilitate de a 
observa un ceasornic în mișcare cu viteza de 104 m/s un timp suficient de lung pentru a 
permite o măsurătoare. Egalitatea £ = ?' pentru V&c = 3 x 10% m/s este o simplă extra- 
polare din experienţă și nu se bazează pe date măsurate cu mare precizie. 
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în mișcare, cu alte cuvinte, atunci cînd orologiile din S$ aflate fiecare la capătul 
din față și la capătul din spate ale metrului de măsură indică aceeași oră. 
Găsim din experiență că: 

L'=L (4.13) 


cu condiția ca V <. 

Putem rezuma relaţiile (4.12) și (4.13) în termenii unei transformări care 
să lege coordonatele ', y', 2" și timpul /' măsurate față de S' de coordonatele 
X, Y, 2 și timpul t măsurate față de S. Văzut din S, sistemul S$' se deplasează 

A 
cu viteza V x. Să presupunem că la 1=—0, t' =0 și că la acest moment de 
timp originile O și O' coincid. Dacă alegem scări identice pentru distanţe, 
avem următoarele relații de transformare: 


iz ar: yo; az (4.14) 


Această transformare se numește /ransformare Galilei și este ilustrată în 
figura 4.138. 

O consecință imediată a relaţiilor (4.14) o constituie legea adunări 
vitezelor: 


ori, în formă vectorială: 


=v'+V (4.15) 


unde v' este viteza măsurată față de S' iar v este viteza măsurată față de $. 
Transformarea inversă a relației (4.15) este simplă v=v-—V. 

Dacă definiția unei transformări Galilei între S și S', relația (4.14), este 
combinată cu postulatul fundamental care afirmă că legile fizicii sînt identice 
dacă ar fi determinate de fizicieni din S 
sau din S', putem formula următoarea 
propoziție: 


Legile fundamentale ale fizicii sînt 
neschimbate ca formă, în două sisteme 
de referință legate printr-o transfor- 
mare Galilei. 


FIG. 4.18. Putem rezuma transformările Galilei 
de la S la S*: x'=—x—Vi; y' my: a ma; 
i La 


1 O astfel de experiență n-a fost făcută cu mare precizie, iar credința în egalitatea L = L' 
pentru V <& c se bazează în primul rînd pe experiența noastră calitativă, pe simplitatea ipotezei 
și pe faptul că această supoziţie nn conduce la nici un fel de paradoxuri sau inconsistențe 
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Această propoziție este întrucîtva mai specială decit afirmația generală 
anterioară că legile fizicii sînt identice în toate sistemele de referință ce se 
deplasează unele în raport cu celelalte cu viteză constantă deoarece acum 
am presupus că ' =. Cu excepția cazurilor în care 72/c?2 nu este neglijabil 
în raport cu unu, afirmația este pe deplin valabilă. Vom discuta în capitolul 11 
modificările ce trebuie aduse relaţiilor de transformare Galilei în cazul v 
comparabil cu c pentru a ne asigura de faptul că legile fizicii sînt identice în 
orice sistem de referință ce se mișcă cu viteză uniformă unul în raport cu altul. 

Prezentele consideraţii privind invarianța la transformările (4.14) spun 
că legile fizicii trebuie să aibă exact același aspect fie că sînt scrise în variabilele 
accentuate fie în cele neaccentuate, ca în ecuațiile (4.17) pînă la (4.19) de 
mai jos. Această cerință introduce o serioasă restricţie în ceea ce privește 
forma posibilă a legilor fizice. 

Din relația v= v'+ V, unde V este viteza relativă dintre cele două 
sisteme de referință, rezultă 


Av = Av. 


O variaţie de viteză observată din S este egală cu o variație de viteză obser- 
vată din S'; atît S cit și S' fiind sisteme inerţiale. Ne aducem aminte că s-a 
presupus că V nu se modifică în timp. Deoarece A/ = A/' urmează că accele- 
rațiile observate din S și din S' sînt egale: 


IE a E a'- (4.16) 


Cum se modifică forța F în trecerea de la 5 la S': Afirmația că legile 
fizicii sînt aceleași în variabile accentuate cît și în variabile neaccentuate 
conduce la: 


H= Ma (4.17) 
dacă: 
F=Ma (4.18) 


cu condiția ca masa M să fie independentă de viteză. Dar am arătat în (4.16) 
că a=a', de unde: 


F=Ma=RF' (4.19) 


şi astfel forțele sînt egale: F = F'. Iragem concluzia că dacă folosim relația 
F = Ma pentru a defini forța, observatori aflați în sisteme de referință 
inerțiale vor cădea de acord asupra mărimii și direcției forte. ! independent 
de vitezele relative ale sistemelor de referinţă. 


Conservarea impulsului. În capitolul 3 (pagina 102) am enunțat legea 
conservării impulsului. O vom demonstra acum presupunînd valabile invarianța 
Galilei precum și conservarea energiei și a masei. Această demonstraţie are 
avantajul de a nu folosi faptul că forțele de acțiune și reacțiune sînt egale, 
fapt ce ar putea ridica semne de întrebare din cauza vitezei finite de propagare 
a forței. Anumite probleme ca, de exemplu, ciocnirile atomice se tac deseori 
cu participarea radiaţiei și în acest stadiu nu sîntem în măsură să includem 
și impulsul radiației. 

Vom considera două particule libere | și 2, care au inițial vitezele v,, 
v2. Poziţiile inițiale (și finale) sînt considerate a fi la distanțe foarte mari, 
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astfel încît la momentele iniţial și final particulele nu interacționează. Din 
cunoștințele dumneavoastră de fizică (ori din capitolul 5) știți că energia 
cinetică inițială a particulelor este: 


1 i 
ME + — MA. - 
2 151 2 a“2 


Să lăsăm particulele să se ciocnească ; nu este necesar ca ciocnirea să fie elas- 
tică. Impulsul se conservă chiar dacă ciocnirea nu este elastică. Energia cine- 
tică după ciocnire este: 


| | 
— Mu? + — Maat 
2 ml aipz 


unde w, şi we sînt vitezele după ciocnire !, mult după ciocnire, în așa fel încît 
particulele să nu mai interacționeze. Legea conservării energiei ne spune că: 


| . | , | 2 
Li Mu + E: Mov = ] Mut + = Mas + AC (4.20) 


unde AC (care poate fi ori pozitiv ori negativ) este modificarea energiei interne 
de excitare a particulelor în urma ciocnirii. Va trebui să excludem dintre 
consideraţiile prezente acele ciocniri în care se emite sunet sau lumină deoarece 
nu sîntem încă pregătiți să includem în calculele noastre și impulsurile Jor. 

Excitaţia internă poate fi o rotaţie sau o vibraţie internă; ar putea fi 
excitarea unui electron legat dintr-o stare cu energie mai joasă într-o stare 
cu energie mai înaltă. Intr-o ciocnire elastică A€ = 0, dar nu este nevoie să 
ne restrîngem demonstrația la ciocnirile elastice 2. Am presupus aici că masele 
M, și M. nu se modifică după ciocnire. 

Să analizăm acum aceeași ciocnire în sistemul de referință accentuat, 
în mișcare cu viteza uniformă V în raport cu sistemul de referință inițial 
neaccentuat. În sistemul de referință accentuat vitezele inițiale sînt v, şi 
v; iar vitezele finale w, și Wz. Avem: 


v=w-—V Vi=Va—V 
(4.21) 


w; =w-V We = W—V. 


Legea conservării energiei în sistemul de referință accentuat ne dă: 


IL Malot)? + 2 Malo? = 2 Mala)? + —- Mal) + AC (4.22) 


1 De notat că am folosit w în loc de v' [care fusese folosit în capitolul 3) pentru viteza 
după ciocnire. Am rezervat aici simbolurile accentuate pentru mărimile raportate la sistemul 
de referință S$”. 

2 Într-o ciocnire neelastică nu este violat principiul conservării energiei. Ceea ce se petrece 
constă în faptul că energia cinetică pierdută sau ciștigată de mişcarea particulelor reapare sub 
formă de mișcare de rotație, de vibrație sau alt tip de excitație internă a corpurilor. O astfel 
de mișcare internă poate fi adesea denumită mișcare termică, sau căldură (volumul 5). 
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Am presupus că energia de excitație A€ nu se modifică atunci cînd schimbăm 
sistemele de referință. Acest fapt este în concordanță cu experiența. 

Dacă legea conservării energiei trebuie să fie invariantă la o transfor- 
mare Galilei, atunci, atît în sistemele accentuate cît și în cele neaccentuate 
energia cinetică inițială trebuie să fie egală cu energia cinetică finală plus 
AE, energia internă de excitație. Adică, trebuie să fie satisfăcute atît (4.20) 
cît și (4.22). Se poate de asemenea exprima conservarea energiei în sistemul 
accentuat substituind relația de transformare (4.21) în (4.22) și ținînd cont 
că (v)?=—v—2w:V+ V? etc,, relația (4.22) devine: 


Milet — 2 VW) + = Ma (08 — 203: V+ V2) = 
(4.23) 
=, (te? — 2,-V+ P2) + - Maui  2m-V + V2 + A€. 
De notat că termenii în V? se anulează în ambii membri. Această expresie 
este identică cu legea conservării energiei din sistemul neaccentuat relația 
(4.20)] cu condiţia ca în (4.23) să se reducă produsele scalare: 


(Miv + Mava): V = (Miwm + Mawe)*V. (4.24) 


Relaţia (4.24) trebuie să fie adevărată pentru orice valoare a lui V. Atunci 
soluția generală a ecuaţiei (4.24) este: 


MVa + Mava = Mm + MaWa | 


lată tocmai legea conservării impulsului. 

Să repetăm ce am făcut pînă acum: am presupus că într-o ciocnire se 
conservă energia și că se conservă și masa și am mai presupus că aceste legi 
de conservare sînt valabile în orice sisteme de referință inerțiale. Cu alte cuvinte, 
am presupus invarianța Galilei. Am găsit astfel că aceste legi sînt valabile 
în diferite sisteme inerțiale numai dacă în ciocnire se conservă impulsul. 
N-am folosit legea conservării masei în întreaga ei generalitate. Dacă cioc- 
nirea se face și cu un schimb de masă astfel încît după ciocnire M, să devină 
M, iar Ma să devină M, dar cu M, + Ma = M, + M, putem arăta conser- 
varea impulsului folosind aceiași pași ca mai sus. Această demonstrație este 
făcută în cel de-al doilea exemplu care urmează. 


EXEMPLU 


Ciocnirea neelastică a două corpuri de mase egale. Pentru a exemplifica ideile de mai sus 
să analizăm, ciocnirea neelastică a două, corpuri de mase egale, din două sisteme de referință 
diferite, primul dintre ele fiind cel în care o particulă este inițial în repaus iar cel de-al doilea 
sistem fiind cel în care cele două corpuri se apropie inițial unul de celălalt cu viteze egale și 
epuse. După ciocnire cele două corpuri se lipesc unul de celălalt. 
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Am rezolvat ('rezi capitolu! 3, pagina 103) problema în primul sistem şi am aflat că viteza 
celor două corpuri după ciocnire este v,/2, unde 1, este viteza corpului în mișcare înainte de 
ciocnire. Pierderea de energie cinetică este: 


În cel de-al doilea sistem impulsul total este zero; aces sistem este denumit adesea sistemul 
centrului de masă. Viteza de mișcare a sistemului centrului de masă este v,/2, încitu = 
= 9 — upl2 = l2 iar vy = — [2 După ciocnire a, = wm 0 iar pierderea în energie cine- 
tică este: 
A€ = m, CF +A m, po mai 
2 2 2 2 4 


Dacă sinteți preocupați de egalitatea lui A€ în cele două sisteme de referință puteţi rezolva. 
şi alte exemple. 


EXEMPLU 


Reacţii chimice. Vom arăta că impulsul se conservă și în reacțiile chimice în care atomii 
reactanților sint rearanjați sau schimbaţi cu conservarea masei totale. Vom presupune că nu 
există forțe externe (vezi fig. 4.19). 


Fie reacția reprezentată prin: 


A+ BC—B + AC 


unde BC inseamnă o moleculă formată din atomii B şi C. În cursul reacției atomul C se 
atașază de atomul A pentru a forma AC. Într-un sistem inerţial legea conservării energiei se 
poate scrie astfel: 


1 - i LI 1 
= Mau Sa (MB = Moe = — Mu + ar (Ma + Meo)w?e .. A€E. (4.25) 


= 


Aici A€ reprezintă modificările in energia de legătură a moleculelor ce iau parte la reacție. 
- În alt sistem inerţial in mișcare față de primul cu viteza V, se poate scrie legea conservării 
energiei, înlocuind pe va cu va — V etc.: 


A Mata = Vi + 2 (Ma + More VP = 


= Msa(ws — VR + - (Ma + Mo)(wac — V)? + A€. (4.26) 


Dezvoltind parantezele vedem că relaţiile (4.25) şi (4.26) sint consistente dacă: 
Mava + (Mp + Mo)vee = Maw + (MA + Mc)wac 


care este exact formularea legii conservării impulsului. 
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Ţ!u;. 4.19. Ocivenire intre atomul A și mulecula BC avind ca rezultat atomul B si molecula AC. 
Ciocnirea este văzută in două sisteme de reterința. 


FIG. 4.20. Ciocnirea unei particule grele cu o 
particulă ușoară. (Notați că vectorii reprezintă 
viteze nu impulsuri.) 


EXEMPLU 


Ciocnirea unei particule grele cu o particulă ușoară. O particulă grea de masă M se ciw- 
neste elastic cu o particulă ușoară de masă m (vezi fig. 4.20). Particula uşoară se găsește inițiul 
:m repaus. Viteza inițială a particulei grele este vy = og. viteza finală este wg. Dacă ciocnirea 
este astfel incit particula uşoară pleacă inainte pe direcţia (339, care va îi viteza sa Wwy? 
Ce fracțiune din energia particulei grele se pierde în ciocnire? * 

Din conservarea impulsului rezultă că nu trebuie să existe nici o componentă +) a viteze, 
finale a particulei grele in cazul acesta particular, astfel încit: 


A 
Mw x = Mu, x + my % 
sau 
Mw = Muwg + MWy- (4.27) 


Din conservarea, energiei avem (A€ = 0 pentru o ciocnire elastică): 


1 1 1 
zl vâ = — Mu? + — - 
Pi 9 = v mu, 
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Se mai poate scrie cu ajutorul relației (4.27) astfel 


1 2m m 1 1 
o 3 — -— = — Mu — — mud, . 
2 M [+ Ș Wit - up 4) z Mu 3 AN (4.28) 


Dacă m < M, este convenabil să neglijăm termenii de forma m, astfel incit relația (4,2%) 
se reduce la: 


1 
mtugtiy 2 F: mud 


Wy RI 2u'. (4.29) 


Astfel, particula ușoară este proiectată cu o viteză de aproximati:z donă ori mai mare 
decit viteza particulei grele. Mai departe, substituind (4.29) în (4.2), rezuhnă: 


Myg 2 Muwg + 2muwg 
sau 
Ag le — ia, 2m . 2m (4.30) 
tg 9 M + 2m M 


Fracțiunea de energie pierdută de particula grea este: 


1 l 
3 Mv2 Bi, Mu? 


a 
zi PD (4.31) 
vă M -|. 2m M 


1 
3 My3 


în care am folosit (4.30) î. De notat că atit în relația (1.30) cit şi n relația (4.31) am neghyar 
termenii în m/M in comparație cu Î. 


Alte exemple de aplicare a legii conser'zării inpulsului sint tratate in capitolul 6 


PROBLEME 

]. Corpul pe o masă în rotație. Un află la 1,50 m de axa de rotație care este 
corp trebuie să rămină in repaus relativ “verticală. Cit de mare ar trebui să fie coefi- 
la o masă orizontală (aspră) ce se rotește cientul de frecare? Prezentaţi intr-o schemă 
cu 20 rotații pe minut (rpm). Corpul se forțele de frecare şi centrifuge. 


1 Alt mod de a scrie acest lucru se obține folosind pe A ca operator 
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2. Un sistem în mișcare. Într-un com- 
partiment de tren care se deplasează de-a 
lungul unei linii drepte cu viteza de 3 m/s 
are loc o ciocnire frontală intre un corp de 
masă 0,l kg care se mișcă cu viteza de 
i m/s in aceeași direcție cu trenul și alt 
corp de masă 0,05 kg mişcindu-se în direcția 
opusă trenului cu 3 m/s. Ambele viteze 
sint relative la tren. După ciocnire cospui 
de 0,05 kg rămine în repaus față de com- 
partiment; care este viteza corpului de 
0.1 kg? Cită energie cinetică s-a pierdut? 

R: — 1,3 ms. 


Descrieți acum ciocnirea din punctul 
de vedere al unui observator în repaus 
față de terasament. Se conservă impulsul? 
Cită energie ciuetică s-a pierdut în acest 
sistem? 


3. Accelerația în mișcarea circulară. 
Una obiect se mişcă cu viteza constantă 
de 0,5 m/s pe o traiectorie circulară. Vec- 
torul viteză v işi modifică direcția cu 30" 
fu 2 s 
(a) Găsiți mărimea variației vitezei Av. 
(5) Găsiţi mărimea accelerației medii în 
acest interval. 
R: 0,1295 m/st 


(c) Care este accelerația centripetă a miș. 
cării circulare și uniforme? 
R: 0,1316 m/s. 


4. Fovța efectivă datorită rotației. Un 
obiect fixat pe suprafața unei planete iden- 
tice in masă şi rază cu Pămintul suferă o 
accelerație gravitațională nulă la ecuatorul 
planetei. Cit este lungimea zilei pe acea 
planetă? 

RE Li 


5. Mişcarea într-un sistem de vefe- 
rintă meinerțial. Fie un sistem inerţial S$ 
pe suprafața pămintului și un sistem ne- 
inerţial S' în repaus faţă de un lift în cădere 
liberă. 

(a) Care este ecuaţia de mișcare în S' a 

unui corp ce cade liber față de S? 
45) Viaţă de corpul din (a) care sînt for- 

tele fictive şi aplicate în S$ şi S'> 


(c) Care sint ecuaţiile de mișcare în S” 
ale unei particule care în S$ se mișcă 
pe un cerc orizontal? Consideraţi 
y=y'=0lat=0 iar y verticat. 


6. Pendulul într-un automobil acce- 
lerat. Un pendul atîrnă vertical într-un auto- 
mobil în repaus. La ce unghi se va inclina 
dacă accelerația automobilului în mişcare 
pe un plan orizontal este de 1 m/s?? 


7. Centrifuge pentru oameni. În stu- 
diile medicale pentru aviație se folosesc 
centrifuge compuse din brațe orizontale în 
rotaţie faţă. de un ax vertical şi avind subiec- 
tul experienței la unul din capete. Dacă 
distanţa subiectului față de centrul de rota- 
ţie este de 7 m, cît de repede trebuie invir- 
țită centrifuga pentru a-l supune pe subiect 
la 5 g? (g = acceleraţia gravitaţiei.) 


8. Un sistem accelerat. Un sistem de 
referință are o accelerație verticală de 3 m/s2. 
La t = 0 originea sa este in repaus şi coin- 
cide cu cea a unui sistem inerţial de pe 
suprafața  Pămintului. (Neglijaţi rotația 
Pâmintului.) 

(a) Considerind că axa y este in sus şi 
axa X este orizontală aflaţi, neglijind gra- 
vitația, x(î) şi y(?) în ambele sisteme 
pentru un obiect care este proiectat ori- 
zonta! cu viteza de 10 m/s la t=0. 

(5)  Rezolvaţi-l pe (a) luînd în conside- 
rare gravitația. 


9. Cinematica ciocnirilor; centrul de 
masă. Două particule de mase M, = 0,l kg 
și Mg = 0,04 kg au vitezele inițiale v, = 
= (2,88 — 3,09) x 102 m/s iar v,= 
= 7,5x 10-29 m/s. Ele se ciocnesc și după 
ciocnire vitezele sint v,' = (1,2£ — 2,0y) x 
x 102 m/s şi va = (4,08 + 5,09) x 10-2m/s. 
(a) Aflaţi impulsul total, a 
(d) Aflaţi viteza unui sistem de referință 

în care impulsul total (înainte de cioc- 

nire) să fie zero. Acesta este numit 
sistemul centrului de masă. 

(c)  Arătați că după ciocnire impulsul este 
zero în acest sistem 

(d) Ce fracțiune din energia cinetică int 
țială nu mai apare ca energie cinetică 
după ciocnire? Este ciocnirea elastică? 
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10. Ciocnirea a două corpuri de mase 
diferite. În cazul ciocnirii a două particule, 
sistemul de referință în care una este ini- 
țial în repaus iar cealaltă se deplasează 
cu viteza v se numeşte sistemul laborato- 
vului. Să presupunem că masa în repaus 
este m iar cea care se deplasează este 2m. 
(aj) Care este viteza sistemului centrului 

de masă (vezi problema 9) în raport 
cu sistemul laboratorului? 

(5) Cită energie cinetică se pierde în 

= ambele sisteme dacă ciocnirea este com- 
plet neelastică,, adică particulele se lipesc 
impreună? 

(ci Dacă ciocnirea este elastică, vitezele 
particulelor în sistemul centrului de 
masă iși modifică direcția dar nu şi 
mărimea. Aflaţi o expresie care să lege 
unghiul de deviere (numit de obicei 
unghi de imprăștiere) de masa m atit 
in sistemul laboratorului cît şi în sis- 
temul centrului de masă. 


Notați că in sistemul centrului de 
masă, unghiul celei de a doua particule 
este intotdeauna egal cu unghiul primei 
particule minus 180. Într-o ciocnire cu 
mase egale, Grav = Ge m /2. Schemele (dia- 
gramele) -rectoriale sint instructive. 


1. Accelerarea și deflecția magnetică a 
electronilor. (Această problemă precum şi 


FIG. 4.21 
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problemele de ia 12 la 14 sînt o revedere 
a materialului din capitolul 3.) Să presu- 


punem că “sint emişi electroni, practic în 
repaus, in punctul O de pe un plan metalic 


(vezi fig. 4.21) și că sint acceleraţi, de către 
un cîmp electric, spre un plan paralel aflat 
la 2,5 x 103 m distanță de primul. Un 


mic orificiu aflat în punctul P permite 
fasciculului de electroni să iasă intr-o 


regiune fără cimp electric (totul intr-un 
'rid înalt, de bună seamă). Se produce cim- 
pul electric prin aplicarea tensiunilor de 
—300 V şi 0V celor două plăci metalice, 
ca în figură. Vrem să curbăm fascicului 
cu 90” pe o traiectorie circulară de rază 
5 x 1072 m, cu un cimp magnetic B aflat 
in zona circulară din figură. Caiculaţi 
inducția cimpului magnetic necesar; pre- 
cizaţi şi direcția sa. 


12. Timpul de tranzit al ionilor. Un 
puls de ioni de cesiu o dată ionizați Cs” 
este accelerat din repaus de către un cimp 
electric de 30 kV/m care acționează pe o 
distanță de 3,3 x 103 m, iar după aceea. 
mai parcurg | mm in 87 x 10? s intr-un 
spațiu “idat și fără cimp. 

(a)  Obţineţi din aceste date valoarea ma- 
sei atomice a Cs”. 
R: 2,4 x 102% ie 


(Ga 


Comparați această valoare cu cea pe 
care o găsiți în tabele, dicționare de fizică 
sau manualele de chimie. 

(p) Ce timp le-ar lua protonilor să traver- 
seze spaţiul de Îl mm? 
Ri: 1,2 1050 ss. 


13. Deflechia magnetică a unui fascicul 
de electroni. Deflecţia unui fascicul de elec- 
troni într-un tub catodic se poate face atit 

cu mijloace magnetice cit și electrostatice. 
" Un fascicul de electroni de energie W' intră 
într-o regiune cu cimp magnetic transversal 
st uniform de inducție B. (Neglijaţi efectele 

de margine. Vezi fig. 4.22.) 
(a) Dacă x este distanța din punctul in 
care electronul intră în regiunea cîm- 
ului magnetic și pină în punctul în 
care electronul părăsește regiunea, ară- 

taţi că: 


EI 


unde 7 este raza de curbură a electro- 
nului in cimpul magnetic transversal. 
Raza de curbură este raza cercului ce 


TEME AVANSATE 


Viteza ci accelerația într-un sistem de 
coordonate în rotatie. Vom considera acum 
un sistem de referință neinerţial care se 
roteşte cu viteză unghiulară constantă « 
în jurul axei z a unui sistem inerţial. Re- 
strîngem discuţia la cazul unei mișcări de 
rotație in jurul axei comune 2. (Formulele 
pentru cazul generali pot fi găsite în manuale 
de mecanică teoretică şi sint date la sfir- 
şitul acestui paragraf.) Importanța pro- 
blemei constă în faptul că Pămintul este 
un sistem de referință în rotaţie. În cursul 
analizei, pe lingă accelerația centripetă vom 
considera şi accelerația Coriolis, care este 
importantă pentru mișcarea la scară glo- 
bală a mărilor și a curenților de aer. 


Coordonatele (+a, Ya, 2R) ale unui 
punct P faţă de sistemul în rotaţie se leagă 
simplu de coordonatele (2, 3n, 2) ale ace- 


“a coincide cu porțiunea curbă a tra- 
iectoriei. 

(b) Dacă R este raza polilor magnetici, 
atunci x 2 2R cind r> R. Folosţi 
dezvoltarea bhinomială pentru a arăta 
că y 3 2R2/r. 


14. Accelerarea într-un ciclotron. Să 
presupunem că intr-un ciclotron B = B2 și 
Ex = E cosoct; Ey = —E sinooet; E. = 
cu E constant. (Într-un ciclotron real cimpul 
electric nu este uniform în spațiu.) Vedem 
că vectorul intensitate a cimpului electric 
se roteşte cu frec'rența circulară we. Arâ- 
taţi că deplasarea unei particule este «le- 
scrisă de: 


E : 
x(4) = E (ovet sin wet — cos wct—]); 
Mo 
gE : 
sI ()) = (coct COS wet — sin et) 


Mo? 


unde la î=U particula este in repaus îm 
origine. Schiţaţi primele citeva cicluri ale 
deplasării. 


luiaşi punct faţă de sistemul inerţial. Stu- 
diind geometria figurilor 4.23 şi 4.24 vederi: 
că: 


Xp = %R Cosul — ya sint 


Yr = *R sin ot — Ya cosul (4.32) 


Relaţiile dintre componentele vitezei 
in cele două sisteme de coordonate se pct 
obține derivind relaţiile (4.32) în raport cu 
timpul. (Pentru simplitate -rom folosi pune - 
tul pus deasupra unei mărimi pentr a 
desemna derivata în raport cu timpul, asa 
cum s-a spus la pagina 95 din capitolul 3. 
Astfel 2 = dx]dt Ev şi X = d?zjdi? = 
= Vp 2 du„]dt.) Avem: 
își = ăn cost — 0YR Sin wt — Ya sin ol — 

— wYp Cosul 
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i 1 423, Punctul Palat îm plana aval unui 
sisteme Merpal (pp) şi în sistemul în rotație 
(an,ăn), Axele coincid la 7 = 0, iar rotația se 
face cu viteza unghiulară e în jurul axei 2 


Yi -- Su sin ot : x cosol + Yu cos wt— 
— ovprosoi (4.33) 
27 = Îk- 
Pentru simplitate l-am considerat „pe o 
constant. De notat că pentru o particulă 
în repaus față de sistemul în rotație (sp = 
= YR = în = 0) relaţiile (4.33) se reduc la: 
Ip = — WAR sin ol — 0YR COSUL 
Yi = op cosul — ya sin at. 
Similar, pentru o particulă în rotație în 


sistemul inerţial (37 = Yr = 27 = 0) -vom 
avea (după citeva calcule): 
XR — OYR = 0; YR wzR =0; în =0 


Jim relatiile (1.33), 

Componentele accelerației se pot afla 
derivind relaţiile (4.33) în raport cu timpul: 
2; - n coswt— 2uăp sin ot— w2xp cosul — 
— În sin at — 20Yp cost + oyp sin ol; 
Yi-: ăn sin ot 202 cosul — oz sin ol + 
+ Ya cosat — 207p sin ot — 02yp cosalt; 
ip în (4.34) 

Obserzăm că pentru o particulă în 
repaus față de sistemul în mişcare relaţia 
(4.34) sc reduce cu ajutorul relației (4.32) 
la: 


"37 = — at(xp cosul — YR sin at) = 
= — aa (4.35) 

Y7 = — a2(xp sin at + YR COSA) = 
= te. (4.36) 
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FIG. 4.24. Punctul P poate fi descris unu 
coordonatele z7,vy,27 ale sistemului inerțul 
sau in coordonatele xp,yn,zn ale sistemului: 
in rotație. Rotaţia este în jurul axei 2 


Relaţiile (4.35) şi (4.36) pot fi scrise 
în formă vectorială astfel: 


ap = — 2rz (4.37) 
unde az 2 7; este accelerația particulei 


faţă de sistemul inerţial şi rr = 418 

+ yrYr, ca în relaţia (4.10). Relaţia (4.3) 
reprezintă expresia uzuală a accelerației 
centripete. 


Primii termeni din ecuaţiile (4.34) 
reprezintă tocmai accelerația in sistemul de 
coordonate în rotație (4R şi 3) proiectată 
pe axele de coordonate ale sistemului iner- 
ţial. Cei de ai doilea termeni depind, totuși, 
de viteza din sistemul în rotație (3 şi 
YR) şi vor fi nuli dacă xp = Ya = 0. Putem 
să-i înţelegem mai bine, considerind o par- 
ticulă proiectată radial spre înafară fără 
forţe reale acționind asupra ei. Traiectoria 
ei reală va fi o linie dreaptă radială, ca in 
figura 4.25, a, dar în sistemul în rotaţiț 
traiectoria sa va arăta ca în figura 4,25, b, 
Această acceleraţie este numită accelerație 
Coriolis, şi forța, fictivă pe ce 'e o generează 
se numeşte forță Coriolis (vezi fig. 4.25). 
Cei de ai treilea termeni din ecuaţiile (4.34) 
sînt tocmai termenii care exprimă accele- 
rația centripetă iar forța fictivă care derivă 


din ei este forța centrifugă. Atita timp cit 


v este mic în comparaţie cu wr, forța Co- 
riolis este mică în comparaţie cu forța 
centrifugă. 

Pentru a ilustra aceste forțe fictive 
şi a reconcilia considerațiile din cele două 
sisteme de referință, inerţial și în rotație, 
să considerăm un avion supersonic zburind 
spre est de-a lungul ecuatorului cu o viteză 
de 880 m/s față de pămint. Această situație 
este ilustrată in figura 4.26. Considerăm 
că traiectoria avionului urmărește supra- 
faţa Pămîntului; şi cum altitudinea este 
mică în raport cu dimensiunile Pămintului, 
“rom considera, ca rază a traiectoriei chiar 
raza Pămîntului. 

Să privim intii situația din punctul 
de vedere al sistemului inerţial. Faţă de 
acest sistem, avionul se mișcă pe un cerc 
de rază 7 cu viteza wr + V. Această viteză 
rezultă compunind mișcarea suprafeței Pă- 
mintului la ecuator cu viteza avionului 
relativă la sol. Există, desigur, o forță cen- 
tripetă care determină accelerația centri- 
petă corespunzătoare acestei traiectorii cir- 


culare, iar această forță centripetă se obține 
compunind forța de gravitație cu forța 
ascensională aerodinamică. Putem atunci 
scrie: 


2 
SM 4 ml VE ot 
vi r 
mV2 


— 2muV — 


A 


unde f reprezintă forța ascensională, n 
este masa avionului, iar semnul minus 
desemnează o forță sau o accelerație indrep- 
tate spre centru. Rezolvind ecuaţia în raport 
cu f, obținem: 

GMm * am 12 


— mur — 2maV— 
” y 


fs 


sau 


“Penijaeg "Di — ERE 


ua 


În cea de-a doua expresie, am recunoscut 
pur şi simplu că GMm/r? — muw?r este forța 
locală efecti:ză de „gravitație“ mg la ecua- 
tor, după cum s-a arătat la pagina 126. 


FIG. 4.25. (a) Traiectoria unei particule pro- 
iectată radial din centru văzută în sistemul de 
referință inerţial. 


FIG. 4.26. Sistemul inerţial şi sistemul în ro- 
tație pentru Pămint, văzute din spațiul cosmic 
deasupra Polului nord. a şi yk se află în planul 
ecuatorial. Vectorul v reprezintă viteza avio- 
nului supersonic relativă la sol. Zborul se face 
spre est la înălțime constantă indicată prin 
c=rba punctată. Este arătată și direcţia locală 
est —vest. 2 


FIG. 4.25. (b) Traiectoria particulei proiec- 
tată radial din centru 'răzută in sistemul de 
referință iu rotaţie. 


Tragem concluzia că datorită efectelor com- 
binate ale vitezei avionului în raport cu 
solul precum şi a mișcării de rotație a 
Pămintului, forța aerodinamică ascensio- 
nală este mai mică decit mg cu ultimii 
doi termeni cu semn minus. Dacă folosim 
“raloarea lui V dată mai sus, cu w = 
= 7,3 x 1075 rad/s și 1 =6,4x 106 m 
găsim  2wl” = 0,1285 m/s? şi V2/r = 
= 0,1210 m/s?. Acestea trebuie scăzute din 
g = 9,78 m/s?, acceleraţia căderii libere la 
ecuator. Forţa ascensionaiii necesară este 
redusă cu aproape 2,6%. 

" Să privim acum aceeași situație din 
punctul de vedere al sistemului in rotaţie. 
Vom utiliza prima ecuație din (4.34) şi 
'rom alege originea timpului f? = 0 în mo- 
mentul cînd axele în rotaţie coincid cu axele 
iuerțiale. Prima ecuație devine atunci: 


7 = R — 20YR 2 w2zp. 


Desigur, mi, este egal cu forța adevărată 
F. şi urmind forma relației (4.7) putem 
scrie ecuaţia noastră în felul următor: 


F + 2moya + ma?ia = min. 


AL doilea și al treilea termen din membrul 
sting trebuie să fie forţele fictive necesare 
a fi introduse dacă vrem să-l egalăm pe 


mp Cu 0 forţă. 
Condiţiile problemei noastre dau urmă- 


roarele valori -rariabilelor: 


remi: pm 1 
deoarece în sistemul in rotație avionul se 
deplasează pe o traiectorie curbă cu viteza 
V. (Din intimplare, aceste condiţii fac ca 
toți termeuii din a doua ecuație din (4.34) 
să fie zerv.] Ca şi mai înainte forța noastră 
adevărată este: 


pa — SR 


2 


unde / este forța aerodinamică ascensională. 
Cind substituim aceste valori și ex- 
presii în ecuația noastră, obținem: 


GM 2 
Parca — £ < 2mof + RE 0 
La La 
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Rezolvînd din nou în raport cu f și scriind, 


ca mai inainte, GMm/r? — mor = me 
obținem: 
p'2 
f = mg — îmoV —m—- 


La 


Acest rezultat este identic cu cel obținut 


” din punctul de vedere al sistemului inerţial. 


Termenul 2mwoV este tocmai forța Coriolis, 
ultimul termen ml'2/7 este forța centrifugă 
datorită vitezei a'ionului pe traiectoria sa 
curbă. Forța centrifugă datorită rotației 
Pămîntului a fost inglobată în forța locală 
atribuită gravitației. Ne vom opri aici cu 
acest exemplu simplu. 

Ca un exemplu mai deosebit (meu- 
ționat deja la pagina 150) cunoaștem că 
intr-un sistem inerţial un corp proiectat 
din centrul de rotaţie se va deplara în linie 
dreaptă spre exterior: 


Xp = ol; 41 =0; 22=0. 
În sistemul în rotaţie a:rem: 


vot = pa cosot — ya sin ol (4.3ă) 
0 = +a sin! — YR cosul. (4.39) 


Să verificăm că ecuaţiile (4.54) sint satis- 
făcute cu X7 =0, pr =0. Multiplicind 
prima dintre ateste ecuații cu cosut, a 
doua cu sint, și adunindu-le, obţinem: 


in — 20YR — xp = 0. (4.40) 
Din ecuaţiile (4.38) și (4.39), 


xpiupbeos'e 1: wp —rpgt'sino 


iar cînd le introducem în ecuaţia (4.40), 
vedem că este satisfăcută. 

Cind considerăm mișcarea în trei di- 
mensiuni şi luăm o direcție arbitrară pen- 
tru vectorul -iteză unghiulară w, a sistemului 
de coordonate obţinem: 
ar =aR —20 XV co xXx(o kr) =F/M 
şi astfel: 

Vaz =F — 2Mo va —Mu x(wxr) 
unde F este forța adevărată. Atunci: 
— 2Mo X va este forța Coriolis (4.41) 
— ma 1 (o x r) este forța centrifugă. 
(4.42) 

Mişcarea unui proton în cîmpuri elec- 
trice şi magnetice încrucișate. Acest exem- 
plu important poate fi rezolzat destul de 
uşor, iar interpretarea este mai simplă 
dacă facem o transformare de coordonate 
pentru un sistem în mișcare. Fie B = B? 


FIG. 4.27. (a) Să considerăm o sarcină pozitiva 
g în repaus in origine şi în cimpurile E şi B 
incrucişate. 


şi E = E£, ca în figura 4.27, a. Din defi- 
mițiile forței Lorentz (dată prin relația 
13.19)] şi a frecvenței giromagnetice wc 
dată prin relaţia (3.27)], avem următoarele 
ecuaţii de mișcare pentru o particulă în- 
cârcată: 


Va = E aci Vy = — UeVz; 12 =0 
(4.43) 


Există o soluție specială a acestor 
ecuații, care descrie mișcarea fără accele- 
rație, obținută punind v = dy =0. Atunci: 


Asupra unei particule încărcate care se 
deplasează cu această viteză nu acționează 
nici o forță netă deoarece forțele electrică 
și magnetică se anulează una pe cealaltă. 
Cimpurile încrucișate sint folosite în acest 
mod ca selector de viteze in cercetarea ato- 
mică și nucleară. 

Dacă privim acum problema mișcării 
sutr-un sistem de coordonate S', care se 
deplasează cu viteza dată de relaţia (4.44), 
vedem că în acest nou sistem de coordo- 
nate particula se mișcă uniform pe un cerc. 
Transformările componentelor vitezei sînt 


wta Wy=— = + pe 04.45) 


Substituind în ecuația (4.43) obținem (cu 
o = eB/M): 


FIG. 4.2”. (b) Acceleraţia inițială a lu: , 
este a = gE/M. 


vY = We: vy = = taca (4.46) 


Acestea, sint aceleaşi cu relațiile (3.24) 
care descriu o mişcare circulară uniformă. 


Astfel, comportarea unei particule poace ii 
descrisă simplu ca o mişcare circulară uni- 
formă cu viteza unghiulară „, = Be/M în 
planul +'y al sistemului S' suprapusă 
peste mişcarea de translație cu viteza vw = 
= — E|B a acestui sistem relativ la sis 
temul laboratorului. În sistemul S' par- 
ticula „simte“ numai cimpul magnetic; 
cîmpul electric este zero în acest sistem 


Dacă ne alegem condiţiile inițiale 
astfel încit particula încărcată să fie mo. 
mentan în repaus față de sistemul labora- 
torului la / = 0, mișcarea care urmează se 
face pe o cicloidă. Ca şi cum particula ar 
fi un punct de pe periferia unei roți în miș- 
care cu viteza uniformă E/B de-a lungul 
axei yl. Vom demonstra acum acest fapt, 
ilustrat în figurile 4.27, a la d. 


În S, condiţiile inițiale pentru o 
viteză corespunzătoare vitezei nule în sis- 
temul laboratorului sînt v; = 0 și v, = E|B. 


> Dacă particula are viteză inițiali 
atunci mişcarea ei va fi aceea a unui pun! 
aflat înăuntrul sau inafara periferiei rotit 
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FIG. 4.27. (c) Îndată ce g cîștigă viteză ini FIG. 4.27. (d) q ajunge in cele din urmă în 
direcția lui E, asupra lui acționează forta repaus în P, un punct de pe axa vw. Pe urmă 
F=qv xB. Orbita se curbează în direcția —n incepe un nou ciclu de mișcare. 


FIG. 4.28. (a) Orbita reprezintă o cicloidă 
comună (dacă particula pornește din repaus), 
iar q are viteza medie spre dreapta V= E/B. No- 
taţi că direcția vitezei medii E/B este direcția 
lui E x B. În a doua temă avansată, E x B = 
= E8x B2= — EBŞ, care reprezintă rezultatul 
relațiilor (4.44) și (4.45). 


FIG. 4.28. (b) Cicloida comună se obține din 
nmșcarea lui q pe circumferința unui cerc în 
rostogolire de-a lungul wnei drepte. 


Somțiile ecuaţiilor (4.46) satisfăcind acestor 
condiții inițiale sint: 


E 
Va = E. sin oct; vy = — cosaet. (4.47) 
B NE 


Acestea reprezintă o mişcare circulară uni- 
formă, in sens orar dacă este privită din 
partea pozitivă a axei 2', cu viteza unghiu- 
lară w. și raza: 

E 
w:B 


Y= . (4.48) 
Cind t-ecem in sistemul laboratorului, ecua- 
iile (4.47), impreună cu relația (4.45), 
ne dau 


dx E 
Uz = — IS — Sin ot; 
d R (4.49) 
dy E 
ty ze —— = — (— 1 + cos). 
ci ui ( ct) 


NOTĂ MATEMATICĂ 


Derivata unui produs de vectori. În 
capitc'ul 2 am considerat și derivata vec- 
'onlor: să ne reamintim în particular că 
dacă: 

XR + 99+ 22 


|] 


atunci: 
cu condiiia ca vectorii de bază să fie cons- 
tanți în direcție. 
Să obținem acum relaţia: 
d 
at 
Fie P(?) pentru A(/) x Bit) și să conside- 
răm expresia: 


P(î + A6) — P(î) = A(/ + AP x B( +A — 


(AxB=AxB-+AxB. 


— A(D x Bi) [ao . Car] x [eat ra 


Integrarea ecuațiilor (4.49) cu condiţiile 
inițiale x = y = 0 la t = 0 şi folosirea rela- 
ţiei (4.418) ne dă: 


x = (ll — cosodț); 
y =r(— oct + sin oct). 


Acestea sint tocmai ecuaţiile mişcării unui 
punct de pe marginea unui disc de rază 
” rostogolindu-se în direcția negativă a 
axei y (vezi fig. 4.28, a și b). În unități 
CGS viteza sistemului în mișcare este 
— cE|/B şi, desigur, we = eB/Mc. Ecuația 
(4.48) devine: 


Descrierea mișcării este aceeași. 


dB dA 
E pl ș E: a, 
+2 ] A) x B( a] sa 


+ AX Sera] x E; 
EP dt * a 


Atunci avem: 


sai Eee ROI. A esa: 
At—>0 Ar 


De notat că ordinea termenilor produsului 
vectorial în rezultat este importantă. Cu 
un argument similar avem: 


d 


(ATB) A+ AB, 
EP 
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LEGILE DE CONSERVARE ÎN LUMEA FIZICĂ 


În lumea fizică există un număr de Jegi de conservare, unele exacte var 
altele aproximative. O lege de conservare este de obicei consecința existenței 
unei anumite simetrii în univers. Există legi de conservare care se referă la 
energie, impuls, moment cinetic, sarcină, număr de barioni (protoni, neutroni 
şi particule elementare mai grele), stranietate, precum și la diverse alte mărimi 
fizice. In capitolele 3 și 4 am discutat conservarea impulsului. În acest capitol 
discutăm conservarea energiei. În capitolul 6 vom generaliza discuția şi vom 
considera momentul cinetic. Întreaga analiză va fi formulată aici pentru 
regimul nerelativist, ceea ce înseamnă că ne vom limita la transformări gali- 
jeene. la viteze mult mai mici decît viteza luminii și la independența dintre 
masă și energie. În capitolul 12, după ce vom introduce transformările Lorentz 
și teoria relativității restrînse, vom da formulările adecvate ale legilor de 
conservare a energiei și impulsului pentru cazul regimului relativist. 


Dacă într-o problemă toate forțele ar fi cunoscute, şi dacă am fi destul 
de inteligenți și am dispune de calculatoare de viteză și capacitate suficiente 
pentru a calcula traiectoriile tuturor particulelor din vcuaţiile de mișcare, 
atunci legile de conservare nu ne-ar da nici o informațice suplimentară. Dar, 
întrucît în general nu avem la dispoziție toată această informaţie, şi nici nu 
posedăm abilitatea şi mijloacele de calcul necesare, legile de conservare sînt 
instrumente foarte puternice. De ce sînt legile de conservare instrumente 
puternice? 


|. l.egile de conservare sînt independente de detaliile traiectoriei şi, 
adesea, de particularităţile forței respective. Aceste legi sînt deci un 
mod de a exprima consecințe foarte generale și semnificative ale 
ecuațiilor de mișcare. O lege de conservare ne poate uneori asigura 
că un anumit fapt fizic este imposibil. Nu mai irosim astfel timpul, 
analizînd un pretins dispozitiv cu mișcare perpetuă dacă el constă 
pur și simplu dintr-un sistem închis de componente mecanice şi elec- 
trice, sau o schemă de lansare a unui satelit, care foloseşte în acest 
scop mișcarea unor greutăți interne. 


2. Legile de conservare pot fi utilizate chiar cînd forţa este necunoscută, 
aceasta se aplică în special în fizica particulelor elementare. 


3. Legile de conservare se află într-o corelație esenţială cu proprietăţile 
de invarianță. În explorarea unor fenomene noi și încă neînțelese, 
legile de conservare reprezintă adeseori faptele fizice cele mai remar- 
cabile pe care le cunoaștem. Ele pot sugera concepte de invarianță 
specifice. În capitolul 4 am văzut că legea conservării impulsului ar 
putea fi interpretată ca o consecinţă directă a principiului de invarianță 
galileană. 
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4. Chiar în cazul în care forța este cunoscută exact, o lege de conservare 
poate oferi un ajutor însemnat în rezolvarea problemei mișcării unei 
particule. Mulţi fizicieni adoptă o schemă precisă în rezolvarea unei 
probleme necunoscute: întîi utilizează legile de conservare relevante, 
una cîte una ; numai după aceea, dacă a mai rămas ceva de determinat 
în problemă, ei recurg la munca de rutină folosind ecuaţii deferențiale. 
metode variaţionale și perturbative, calculatoare, intuiţie și celelalte 
instrumente de care dispun. În capitolele 7—9 vom utiliza legile 
de conservare a energiei şi impulsului în acest mod. 


DEFINIREA CONCEPTELOR 


L.egea conservării energiei mecanice implică conceptele de energie cinetică 
energie potențială şi lucru mecamic. Aceste concepte, care pot fi înțelese dintr-un 
exemplu simplu, apar foarte natural din legea a doua a lui Newton și vor fi 
tratate în detaliu în cele ce urmează. Pentru început, vom discuta forţele 
şi mișcările doar într-o singură dimensiune, ceea ce simplifică notaţiile. Ex- 
punerea va fi reluată în cazul a trei dimensiuni, reluarea fiind utilă studentului. 

Pentru a prezenta conceptele de lucru mecanic și energie cinetică, vom 
considera o particulă de masă M deplasîndu-se în spaţiul intergalactic şi 
inițial liberă de orice interacțiuni externe. Observăm particula dintr-un 
sistem de referință inerţial. O forță F este aplicată particulei la timpul / = 0. 
Forța este menținută apoi constantă în mărime și direcție; direcţia este 
Juată de-a lungul axei +. Particula va fi accelerată sub acţiunea forței aplicate. 
Mişcarea la timpul / > 0 este descrisă de legea a doua a lui Newton: 


F=M- = M. (5.5 


— . 
ui: 

i 

a. 

pt 

| 

—— 
“ 

2 

Aa i 


Yy— Yo - M t, (5.2) 


unde up este viteza inițială presupusă a fi paralelă cu direcţia ». 
Observăm că ecuaţia (5.2) poate fi scrisă ca: 
Fi = Mv(t) — Mw. 


Membrul drept este variaţia impulsului particulei în timpul i iar membrul 
sting se numește impulsul forței în același timp. În cazul în care F este foarte 


1 Folosim aici y in loc de x sau de 2 doar pentru comoditate în aplicarea rezultatelor 
ia cimpul gravitațional constant, pentru care în capitolul 3 am folosit coordonata y. 
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mare. dar timpul în care acționează este foarte scurt. poate fi convenabil 
să definim: 


Impulsul forței = ( F di = AI). (5.3) 


v 


Ecuația (5.3) ne spune că variația impulsului particulei este egală cu impulsul 
forţei 1. 

Dacă poziţia inițială este 1, integrînd ecuaţia (5.2) în raport cu timpul 
ăsim: 


i î=i 


i : F 1 F 
(2) —vo=| v(di= [vo —tdi= vot — 2. 5.4) 
(1) — vo | o ( (ho + aa + 2 ai ( 
Putem rezolva ecuaţia (5.2) exprimînd timpul +: 


= dom). | (5.5) 


Întroducem acum ecuaţia (5.5) în ecuaţia (5.4) pentru a obţine: 


M | 1 M 
V— 49 = = (vw — — — (02 — 2ww9 + 13) = — — (2 — vă 
o p (9% Ep o + 0) i call 9) 
astfel incit: 
2 Mo — 2 Mad = Fy — a). (5.6) 


Dacă definim mărimea A Mo? ca fiind energia cinehcă a particulei, adică 
energia pe care aceasta o posedă în virtutea mișcării sale, atunci membrul 
sting al ecuaţiei (5.6) reprezintă variaţia energiei cinetice. Variația este produsă 
de forța F, acţionînd pe o distanță (+ — yo). Se va dovedi util să numim 
produsul F(v— yo) Lucrul mecanic efectuat asupra particulei de către forța aplicată. 
Cu aceste definiţii ecuaţia (5.6) afirmă că lucrul mecanic efectuat de o forță 
aplicată unei particule este egal cu variația energiei cinetice a particulei. 
Evident, toate acestea sînt doar definiţii, dar definițiile sînt utile și ele rezultă 
natural din legea a doua a lui Newton. 


Dacă M = 0,02 kg și v=— 1 m/s, energia cinetică este: 


l 


E 
2 


c 


Mut = - (0,02)(1) = 10-2 kg - m2/s? = 10-2 Joule. 


Unitatea de energie în sistemul SI de unități se numește Joule. Dacă o 
forță de 10-2 N este aplicată pe o distanță de 10 m, avem: 


F(y — yo) = (109%) - (10) = 102N-m= 102 ]. 


i Multe cursuri avansate de mecanică tratează adeseori despre impulsul forței. Problema 16 
din acest capitol și problema 10. din capitolul 8 folosesc acest concept. 
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: Joule este lucrul mecanic efectuat de către o forță de 1 Newlon actionînd 
pe o distanță de ] metru. Lucrul mecanic are dimensiunea: 


Lucru mecanic = forță distanță — masă accelerație x 


3 - - E . să Î E “ 9- = a 
distanță” = "masă! Mai ie | — ML2T ? = energie . 


Vorbind despre lucru mecanic, trebuie totdeauna să specific îm cine efectuează 
merul mecanic. În cazul de mai sus. lucrul mecanic este efectuat de forța care 
accelerează particula. Asemenea forțe sînt adesea părţi integrante ale sis- 
temului pe care îl investigăm; de exemplu, ele pot fi forțe gravitaționale, 
electrice sau magnetice. Mai tirziu, cînd vom vorbi despre energia potențială, 
i» vom numi pe acestea forțe ale cîmpului sau forte ale sistemului : dar vom 
vonsmdera, de asemenea. forțele aplicate de un agent extern (de exemplu 
“i către noi), şi va fi important să distingem lucrul mecanic efectuat de forțele 
“împului de acela efectuat de agentul extern. De exemplu. dacă agentul aplică, 
m orce moment, o forță egală și opusă forţei cîmpului, particula nu va fi 
aveclerată şi nu se va produce nici o schimbare în enerzia cinetică. Lucrul 
mmcanic efectuat de forța cîmpului este exact compensat de lucrul mecanic 
„onsumat de agent, după cum ne aşteptam, deoarece F,, = —F. (Este impor- 
:ant de remarcat că excludem efectele jorțelor de trecare din discuţia prezentă : 
tolosim situaţii ideale pentru a ne stabili definițiile şi conceptele.) 

Considerăm acum un corp (particulă). nu în spațiul intergalactic, ci 
'ăsat liber la o înălțime / deasupra suprafeţei pămîntului (ph =. 
Forta gravitațională F, — — Me trage corpul în jos. În timp ce corpul 
Cavie către suprafaţa i Arte, lucrul mecanic efectuat de către greutate 
este egal cu cîştigul în energia cinetică a corpului (vezi fig. 5.1): 


L(al greutăţii) = Fe: (y — vw) 


sau, la suprafața pămîntului (y=0): 


L(a] greutății) = (— Me) (0—h) = Meh = — Mo? — , Moi, — d, a 
- „al 2 
unde ? este viteza corpului la atingerea suprafeței pămîntului. Ecuația (5.7) 
imerează că putem spune că la înălțimea / corpul posedă ene*yia potentială 
(capacitatea de a efectua lucru mecanic sau de a cîştiga energie cinetică) 
egală cu Mgh în raport cu suprafața pămîntului. 


(» se întîmplă cu energia potențială cînd o particulă îr; repaus pe suprafața 
pămintulu: este ridicată la o înălțime /? Pentru a ridica cornul trebuie -â 


FIG. 5.1. În căderea unui corp aflat iniția! 
în repaus la înălțimea 4 forța gravitațională 
efectuează lucrul mecanic Mgh, care este egal 
co energia cinetică generată. 


I6I 


PIG. 5.2. tai Un corp de masă M atlaţ FIG. 5,2. (6). Pentru a ridica corpul «de 
in repaus pe suprafața pămintului suportă masă M cu viteză constantă este necesar să. 
două forțe egale și de sens contrar: Fg, forța aplicăm o forță Fag = ME. 

gravitațională atractivă; F,, forța exercitiită 

asupra lui M de către suprafața pe care > 

sprijină, 


FIG. 5,2. (c). Lucrul mecanic consumat 
pentru a ridica corpul de masă M la înăl- 
țimea, A este L = Fag *h = +Mgh. Energia 
potențială Ep a masei M a crescut deci cu e 
cantitate Mgh. 


aplicăm o torţă îndreptată în sus Fa, (= -Fg) asupra corpului. În acest caz, 
vp =0 şi v =. Noi efectuăm asupra corpului lucrul mecanic: 
L(efectuat de noi) = Faş:(y— Yo) = (Ma)(h) = Mgh (5.8) 


dind, în acest fel, corpului energia potenţială MgA pe care, după cum am spus 
mai înainte, el o are la înălțimea / (vezi fig. 5.2, a—c). De notat că numim 
forța pe care noi o exercităm F£,, : cu alte cuvinte, noi sîntem identici cu agentul 
extern. l)esigur, este uşor să vorbim despre „noi“ și „de către noi“ şi de aceea 
acești termeni sînt folosiți în cele ce urmează; dar punctul important de 
amintit este că agentul extern este introdus conceptual în problemă numai 
în scopul evaluării energiei potenţiale. 

În absența forțelor de frecare, putem formula acum o definiție precisă 
a energiei potenţiale a unui corp (particulă) într-un punct particular: energza 
potențială este lucrul mecamic pe care îl consumăm pentru a deplasa corpul 
fără accelerație dintr-o pozitie imitială, desemnată în mod arbitrar a fi un zero 
al energiei Dotentiale, pînă în punctul de interes. Cîteva comentarii ne pot 
ajuta în înțelegerea acestei definiţii. Avem libertatea să alegem în mod arbitrar, 
după cum ne este convenabil, locul în care energia potenţială este zero și 
astfel valoarea în punctul care ne interesează va fi totdeauna raportată la 
această alegere. Presupunem că există forțe de cîmp care acționează asupra 
corpului și, pentru a-l mișca fără accelerație, trebuie să exercităm o forță 
egală şi opusă rrzultantei lor. În această situație, mișcăm corpul fără accele- 
rație din poziţia ac “ero pînă în punctul unde vrem să evaluăm energia potențială. 
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L.ucrul mecanic pe care l-am etectuat este egal cu energia potenţială. Deoarece, 
in absenţa trecărilor, forța pe care o aplicăm este mereu egală şi opusă forţelor 
cimpului prezente în problemă, lucrul mecanic pe care îl consumam este egal 
cu lucrul mecanic efectuat de către aceste forte, luat cu semnul minus. Deci, 
putem la tel de bine să definim enerpia potențială ca fiind lucrul mecanie 
etectuat de forțele problemei, forţele cimpului. atunci cind miscă sistemul 
din Punctul considerat pină în :eroui arbitrar. le exemplu, lucrul mecanic 
etectuat de torța gravitaţională ecuaţii (5.7; asupra corpului în cădere este 
egal cu lucrul mecanic pe care îl etectuaâm no ecuația (3.5) impotriva ereu- 
tăţii, pentru ridicarea particulei. 

În egală măsură este valabilă şi definiţii energiei potențiale pozitive 
intr-un punct ca fiind energia cinetică generată de torţe în miscarea liberă a 
corpului către pozitia arbitrară de zero, ca în figura 5.1. Aceasă detiniție, asttel 
formulată. nu se aplică în cazurile în care energia potenţială este negativă 
relativ la zero : dar, o modificare evidentă a defimției este valabilă. | n exemplu 
este dat la paginile 183— 184. 

Încă deuă idei merită să fie sublimate. Întu energia potenţială este o 
tuncție doar de poziţie, adică de coordonatele corpului sau sistemului !. În 
al doilea rind, punctul de zero trebuie totdeauna să lie specilicat. Numa: 
"anabha energiei potenţiale arc sens; «ie exemplu, ta peate îi transtormată 
im energie cinetică sau, invers, se poate crea din energia cinetică. Valoarea 
absolută a energiti potenţiale nu are sens. Deoarece acest lucru este adevărat, 
alegerea localizării zeroului este arbitrară. In multe cazuri un anumit zero 
este deosebit de convenabil. de exemplu supratata pămintului, o plattormă 
plană. dar alegerea oricâru ul! zero va da acelaşi răspuns la orce problemă 
tizică. 


Ihmensiunea lucrului mecanic şi a energie! potentiale FF 7. SPL. 
[17%] este aceeași cu cea a energiei cinetice. Dacă /,, ION ibm, 
energia potențială este 10-11 10 * ]. Notăm energia potențială prin 


E, sau ('. Dacă în ecuaţia (5.7) notăm prin e nu viteza după căderea pe o das- 
“antă A en viteza după căderea pe o distanţă (4;  »), atunci ecuația analogă 
ecuației (5.7) este: 


- Mo? = Mg(h —)» 
sau 


Me + Mey = Mgh = E» (5.9) 


unde E este o constantă avind valoarea 1/e/. Această situaţie este ilustrată 
in tigura 5.3. Deoarece E este o constantă, avem în ecuaţia (5.9) o exprimare 
a legii conservării energiei: 


E E, saBp= 


=— energia cinetică + energia potenţială = const. = energia totală. 


1 În probleme mai complicate, studentul poate imtilni funcții utile care să reprezinte 
energia potențială depinzind şi de alte mărimi. 
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FIG. 5.3. Dacă corpul este lăsat liber, energia 
potențială E, descrește, iar energia cinetică E. 
creşte, dar suma lor rămine constantă. La înăl- 


: | i 
ÎNRERID) E p0 ORE SEI MIO) 
= Mgeh —y). 


În ecuaţia (5.9) termenul Mgw este energia potențială, unde am ales y = 0 
ca zero al energiei potențiale. Simbolul E desemnează energia totală, care 
este constantă în timp pentru un sistem izolat. Două ilustrări sînt date în 
figurile 5.4, a și b şi 5.5,a și bd. 

Să presupunem că am ales zeroul energiei potenţiale la y = —/H. Atunci 
avem relaţia: 


B = E. + Ep = 3 Mo + Mg9 + E) = Meh+ E) 


care se reduce la ecuaţia (5.9) scăzind termenul Mge/H din fiecare membru 
și exemplifică faptul că zeroul energic: potențiale nu afectează răspunsul la 
problemule fizice. 


Uneori este convenabil să numim suma contribuţiilor energiei cinetice 
și potentiale, E = E, + E,, functia energie. Contribuţia E, a energiei cinetice 


] 
este egală cu - M:2, Energia potențială depinde de forța cîmpului care 
i Ș gla p ţ P ț p 


acționează şi are proprietatea esenţială că (! = E, = — | Fdy, expresie care 
definește lucrul mecanic atunci cînd forța cîmpului F poate depinde de po- 
ziția y. Atunci avem: 

dU 

dy 


pe 


(5.10) 


unde /, forţa care acţionează asupra particulei, rezultă din interacţiile intrin- 
seci ale problemei, cum sînt interacţiile electrice sau gravitaționale și este 
ceea ce am numit forța cîmpului sau forta problemei. (În exemplul de mai sus 
U = E, = MY, astiel încît F= Fa == ME.) 

Ecuația (5.10) ilustrează de ce le numim pe acestea forțe ale cîmpului. 
Mărimea |' definește un cîmp al energiei potenţiale ; ea este o funcție scalară 
de v. Forţele se pot deduce din această funcție de cîmp. Observăm aici că 
zeroul va apărea în |” ca un termen constant, astfel încît atunci cînd forţa 
este obținută din ecuația (5.10), ea este aceeași, independent de constantă. 
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FIG. 5.4. (a) Lucrul mecanic consumat de către 
student cînd ridică cu ajutorul cricului o mașină, 
pentru a schimba o anvelopă, ca funcție de 
timp. [Lucrul mecanic efectuat asupra unei ma- 
şini mici de 1000 kg la ridicarea centrului său 
de masă cu 0,lm va fi F-h = Mgh = 103: 
» 10 :0,1 = 103 J.] Lucrul mecanic efectuat 
apare ca energie potențială gravitațională. 


FIG. 3.5. (a) Înălțimea ca funcție de timp, 
pentru un corp care a plecat din repaus și se 
află în cădere spre pămînt. 


FIG. 5,4. (p). Aici cricul a alunecat şi mașina 
cade înapoi. Energia potenţială este transfor- 
mată în energie cinetică. După ce maşina 
atinge solul, energia cinetică este trausfor- 
mată în căldură în amortizoare, resorturi 
şi anvelope. 


FIG. 5.5. (P) Energia potențială și energia 
cinetică a corpului în cădere, ca funcții de 
timp. Energia totală, care este constantă, 
este suma dintre energia cinetică şi energia 


potențială. 


EXEMPLU 


Miscarea liberă a uniti corp avruncal în sus. La ce înălțime se va ridica un corp aruncat 
in sus cu viteza de 10 m/s? Presupunem că nivelul aruncărit este poziția zeroului energiei poten- 
pate. Atunci, în punctul de aruncare: 


1 
E=0 + A Mt= 2 Mx 102 Ţ. 
La inălțimea naximă, v = 0, astfel incit: 
E = Men. 
Egalind aceste două expresii pentru E, a'zem 
E; 2 
A E Ă 
2g 2: 10 


Incercați să rezol'raţi această problemă prin metoda dată in capitolul î și 'reți redea a'rantajele 
abordării de față. 


Conservarea energiei. Vom trece acum la expunerea acestor idei în trei 
dimensiuni, pentru a h asttel in stare să le utilizăm în modul cel mai general. 
l.egea de conservare a energie! afirmă că pentru un sistem de particule cu 
interacţii nedepinzind explicit ! de timp, energia totală a sistemului este con- 
stantă. Acceptăm acest rezultat ca pe un fapt experimental bine stabilit. 


. . - . RR =) ; 
Mai precis, legea ne spune că există o funcție scalară “cum este funcția Mi + 
POR E 2 


- Mov în ecuaţia (5.9), depinzînd de pozițiile şi vitezele particulelor consti- 
tuente, care este invariantă în raport cu schimbarea timpului, cu condiția 
să nu existe o schimbare explicită a forțelor de interacție în intervalul de timp 
considerat. De exemplu, masa m sau sarcina elementară e nu trebuie să varieze 
in timp. În afară de tuncția energie, mai există şi alte funcții care sînt con- 
stante în condițiile specificate aici. (Vom trata alte funcţii în capitolul 6, 
la Conservarea impulsului şi a momentului cinetic.) Energia este o constantă 
scalară a mişcării. Interpretăm expresia inferacție externă ca incluzind orice 
schimbare în legile fizicii sau în valorile constantelor fizice fundamentale 
(ca g sau e sau m) în intervalul de timp relevant, ca şi orice schimbare în 
condiţiile externe, ca de exemplu cîmpurile gravitaționale, electrice sau mag- 
netice. Amintim că legea conservării energiei nu ne dă nici o informație nouă. 
neconținută în ecuaţiile de mişcare F -. !/a. În tratarea prezentă, nu censi- 
derăm transformarea energiei din forma mecanică (cinetică și potenţială) 
în căldură. De exemplu, omitem forțele de frecare; ele nu sînt ceea ce, mai 
tirziu, vom defini ca fiind forțe conservative, 


Problema centrală este de a găsi o expresie pentru funcția energie care 
să aibă invarianța în timp dorită și să fie compatibilă cu ecuaţia de mişcare 
F = Ma. Prin compatibilitate înţelegem că, de exemplu, relaţia 

d d dE 
— E = (E. + E )=— —F,=0 
dy dy di 


1 Considerăm sistemul cu particulele înghețate permanent în spațiu; atunci o forţă care 
depinde de timp se zice dependentă explicit de timp. 
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trebuie să fie identică cu F, = Ma,. Puteţi verifica aceasta în cazul ecuației 
(5.9) pentru a găsi 

mist + Mg san AS 

d di dy 


Y 


dy 
caii dt 


sau 


dv 
M — = — Me. 
di SI 


Dintr-un punct de vedere mai avansat, această stabilire a funcţiei corecte 
pentru energie este problema fundamentală a mecanicii clasice, și soluția ei 
formală se poate da în multe feluri, unele dintre ele fiind deosebit de elegante. 
Formularea hamiltoniană a mecanicii, în particular, este un mod care este 
foarte potrivit pentru reinterpretare în limbajul mecanicii cuantice. Dar aici, 
la începutul cursului nostru, avem nevoie mai mult de o formulare simplă 
și directă decît de generalitatea formulărilor hamiltoniene sau lagrangeene, 
care constituie subiectul unor cursuri ulterioare !. 

Lucrul mecanic. Începem cu generalizarea definiției lucrului mecanic. 
Lucrul mecanic efectuat de o forță constantă F într-o deplasare Ar este 


La + AP —"RAricos (IF, At) 


în concordanță cu definiţia care urmează ecuaţiei (5.6) de mai sus. Să presu- 
punem că F nu este constantă, ci este o funcţie de poziția r. Atunci descom- 
punem drumul în N segmente de dreaptă, astfel încît în cadrul fiecăruia forța 
F(r) este în esență constantă, și scriem următoarea relaţie: 


. 
= F(r,) : Ar, + F(r2)- Arp +... + F(x): Arp = ȘOF(r,) „Ar, (5.11) 


NI 


unde simbolul > reprezintă suma indicată. Ecuația (5.11) este strict valabilă 
doar în limita unor deplasări infinitezimale dr, deoarece, în general, o curbă 
nu poate fi descompusă exact într-un număr finit de segmente și F poate să 
nu fie riguros constantă de-a lungul unui segment. 


Limita: 
IB 
lim Fr)» Ar, = (Fa) ar 
Arj-0 2 » i Ta 


este integrala proiecției lui F(r) pe vectorul deplasare dr. Această integrală 
se numeşte întegrala curbilime a lui F de la A la B. Lucrul mecanic efectuat 
într-o deplasare de către o forță este definit ca: 


ua = = ir-ae (5.12) 


unde limitele A și B reprezintă pozițiile r, și ra. 


miza m matiilor de momare lagrangeene necesită citeva rezultate din calculul -zaria» 
țional. 
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Energia cinetică. Ne întoarcem acum la particula liberă supusă unor iorţe. 
Vrem să generalizăm ecuaţia (5.6), pe care o rescriem acum în forma: 


1 l 
E ii a 


pentru a include forțe aplicate care variază în direcție și mărime dar sînt cunos- 
cute ce furcţii de poziţie în regiunea în care are loc mișcarea. Introducînd 
F = Mdv/d în ecuaţia (5.12), unde F este suma vectorială a forțelor, găsim 
pentru lucri! mecanic efectuat de aceste forțe: 


BD d 
2 es) TA AY ar (5.13) 
a di 


Dar: 


dt. ap ga) 
d 


astfel încît: 


zisa Mu; E +) dr, (5.14) 


4 
unde limitele i și B reprezintă de astă dată momentele de timp /, și t la 


care particula este în pozițiile desemnate prin A și B. Dar, putem acum rea- 
ranja integrandul: 


astfel încît:. 


B B - 
Sheen 
4 dt A d/ A 


Introducînd acest rezultat în ecuaţia (5.14), avem rezultatul important: 


p 


= | 
L(A — B) = F--drae tdi = Mă (5.15) 
| p 2 mii 
pentru o particulă liberă. Aceasta este o generalizare a ecuației (5.6). 
Recunoaștem expresia: 
E, = Mo | (5.16) 


ca fiind energia cinetică definită anterior în ecuația (5.6). Vedem din ecuația 
(5.15) că definițiile noastre pentru lucrul mecanic și energia cinetică au pro- 
prietatea că /ucrul mecanic efectuat asupra unei particule libere de către o fortă 
arbitrară este egal cu variația energiei cinetice a Darticulei 


ip BERE Eu. (5.17) 
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EXEMPLU 


Căderea liberă 


(1) Repetăm un exemplu dat mai inainte. Dacă $ este un vector normal la suprafata 
pămintului și îndreptat in sus, forța gravitațională este Fg - — AMgŞ. unde g este accelerana 
eravitaţională și are “aloarea aproximati:ră 9,5 m/s2. Să calculăm lucrul mecanic +fectuat dr 
greutate cînd un corp cu masa de 0,l kg cade pe o distanță de 0,l m. Putem lua: 


T4=0, rp= -01$ Ar = ra —r= -0,$. 
Lucrul mecânic efectuat de către forța gravitațională este: 
L = Fg* Ar = (— Met 0,19) = 00,D09,8)00,59-3) = 9,8: 102]. 


Notăm că lucru! mecanic L este independent ile orice deplasare orizontală Ax. Aici forța eru- 
vitațională a jucat rolul forței F. 


(2) Dacă în (1) particula are inițial viteza de | m/s, care va fi energia cinetică și viteza 
sa ]a sfîrşitul căderii de 0,l m? 


PD a 4 4 
Valoarea inițială Ec a energiei cinetice este — (0,]): 12 = 5: 102 ]; valoarea finală E, g. 
32 


conform ecuației (5.17), este egală cu lucrul mecanic efectuat asupra particulei de către furța 
de greutate, plus energia cinetică în A: 


Eca = L+ > Mu, = 98 X 10-2 — 5 xX 10-22 13 x 103; 


2% 15% 1052 E: 
0,1 


vă = 


vp 2 1,7 m/s. 


Acest rezultat este in concordanţă cu ceea ce am fi obținut din aplicarea legii F = Ma; suh- 
Innem, insă, că in metoda de mai sus nu am avut nevoie să specificăm direcția vitezei iniţiale 
de 1 m/s. Dacă viteza inițială ar fi fost in direcția x, ea ar fi rămas constantă și 


1 
2 Mă + Ba — 2 Meda = 98 x 102 


YyB * N2 
vp = Năg + vp= VI+ 2= 1,7 m/s. 


sau, dacă vy ar îi în direcția y negativă, putem aplica relaţiile cunoscute pentru corpurile 
în cădere i 


% 

Î vat E 

= ut -+ — gl; 
ăi, 


V—v=el; 


5 1 — ia 
pf E e a A; 


ji 


2gh == v2 — v2. 
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De aici putem obține din nou aceeaşi relație între lucru mecanic şi energie 


1 1 
Mgh = zi Mv3, — FI M+3, deoarece v, = VA. 


Acesta este un exemplu care ilustrează faptui că rezultatele obținute din legea de conservare 
trebue să fie compatibile cu ecuaţiile de mișcare. Aici, folosind conservarea energiei, am 
obţinut acelaşi rezultat ca și prin folosirea ecuației 12 — v3 . 2gh, dedusă din ecuaţia de miş- 
care F == Ma (conform capitolului 3). 


Energia potențială. Am menționat (pagina 163) că numai diferențele 
energiilor potențiale au sens. Definiţia noastră pentru energia potențială 
indică faptul că diterența dintre energia potențială în punctul B şi cea în 
punctul 4 este lucrul mecanic pe care noi trebuie să îl facem pentru a mișca 
corpul fără accelerație din A în B, astfel încît 


Elea) — Ext) = LA — B)= Ş E, - dr. (5.18) 


Diferenţele pot fi pozitive sau negative: adică, dacă consumăm un lucru meca- 
nic împotriva forțelor cîmpului, energia potențială creşte E,(r4) > Ep(ra): 
dacă lucrul mecanic este cheltuit împotriva noastră de către forțele cîmpului 
(noi facem un lucru mecanic negativ), energia potențială se micșorează. 
Se poate vedea că, dacă energia potenţială crește mergînd de la A la B, 
energia cinetică a unei particule libere mișcîndu-se în această direcție va des- 
crește (desigur, cînd FA, nu acţionează), în timp ce, dacă energia potențială 
descrește, energia cinetică va crește. Dacă acum precizăm E,„(A) = 0 în ecua- 
ţia (5.18), atunci valoarea lui E,(B) este unic definită, cu condiția ca forțele 
să fie conservative (vezi pagina 177). 


EXEMPLU 


Forţa elastică. Transformarea energiei cinetice în energie potenţială şi reciproc. (0 parti- 
culă este supusă unei forțe elastice în direcția x. Forța elastică este o forță direct pro- 
porţiouală cu deplasarea (elongația) măsurată dintr-un anumit punct fix și avind direcția şi 
peusul prin care tinde să reducă această deplasare (vezi fig. 5.6, a—c). Dacă luăm punctul 
fix ca origine 

F= —ha8 sau Fa = —z, (5. 19) 


unde k este o constantă pozitivă, numită constanta elastică. Această relație reprezintă legea 
[ui Hooke. Pentru deplasări suficient de mici, o asemenea forță poate fi produsă de un 
vesort alungit sau comprimat. Pentru deplasările elastice mari trebuie să adăugăm la ecuația 
(5.19) termeni conținind puteri superioare ale lui x. Semnul forței este astfel încît particula 
este mereu atrasă către originea + = 0. 

(1) Considerăm o particulă atașată resortului şi acționăm cu o forță care duce particula 
dintr-un punct x, in alt punct xa. Care este lucrul mecanic pe care îl consumăm în această 
deplasare? 

Aici forța aplicată particulei este o funcție de poziție. Pentru a calcula lucrul mecanic 
pe care îl efectuăm, folosim definiția din ecuaţia (5.12) și avem, folosind Fag = —F = hxk: 
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FIG. 5.6. (a) Un resort fără masă este legatde FIG. 5.6. (5) Dacă resortul este comprimat 
an corp de masă M. Dacă resortul este alungit cu o cantitate —.Ax, el exercită asupra lu 1/ 
cu o mică cantitate Ax, el exercită asupra cor- o forţă elastică egală cu —k (—Ari: iz, 
pului M o forță elastică F = —AAz în sensul după cum se arată. 

arătat. Aici k desemnează constanta elastică 

a resortului. 


FIG. 5.6. (c) Pentru o deplasare mică din a,. | 
forța elastică este proporțională cu deplasarea. 


€. 4 
L(x — Xa) = 


4 


a Xa ) € 
Fa'dr=Af di = =) h(x2 — xp. 


Li ud) 


Dacă alegem punctul +, = 0, poziția de echilibru, ca zero al energiei potențiale, atunci: 
] 
Eger) s ha? (5,20) 


Acesta este un rezultat celebru: energia potenţială legată de o forţă elastică este proporhonală 
cu pătratul deplasării (vezi fig. 5.7 și 5.8). I 
(2) Dacă particula de masă M este lăsată liberă, în repaus în pozitia may. care este energia 
sa cinetică în momentul în care ajunge în origine? 
răspunsul, direct din ecuaţiile (5.15) şi (5.20): lucrul mecanic efectuat de resort 
cînd particula se mișcă de la ma pină în origine este: 


1 
L-(4max — 9) = Z Mut, 


unde am folosit faptul că in poziţia max titeza v = 0: particula este presupusă a [i in repans 
aculo. În origine viteza este v,. Astfel, cantitatea: 


I7I 


FIG. 5.7. Pentru a alungi (sau comprima) re. FIG. 5.5. Prin efectuarea acestui lucru me- 
sortul trebuie să exercităm o forță egală şi de canic, energia potenţială a sistemului resor:- 
sens contrar forței elastice. L.a deplasarea resor- “masă crește. Un sistem resort-masă depla- 
tului cu o cantitate Ax din poziția de echilibru Sat cu Ar — x — x, față de poziţia de echi- 
x, efectuăm lucrul mecanic 


A Î 
libru are energi tențială E,=— — £& 3 = 
rm : ru are energia potențială E, > (Ax) 


a (x — 2. 


l 
2 
reprezintă euergia cinetică în originea x = 0. În mod alternatiz, putem folosi conservarea ener- 


2. 1 . 
giei. În poziția man. Ec O, astfel încît E, = - Radu E. Atunci, în punctul x==0. 


1 1 
— Mw = E = — Rm 5.21 
1 Ma = E = A kit (321 


(vezi fig. 5.9 şi 3.10). 
(3) Care este legătura între viteza particulei in origiue și deplasarea maximă max? 


tr, = 2 | 27 max (5.22) 


FIG. 5.9. Dacă sistemul resort-masă estealungit FIG. 5.10. La x -- x,Ep = 0 și Ec (= 
cu Ax şi apoi lăsat liber, energia potenţială Ep 


1 
poe asia — 2 d indicat. 
va descrește inițial iar energia cinetică, Ec, va si 2 iu ca Pa cui ANDRE 


crește. 


FIG. 5.11. Cascada ca ilustrare a transformârii între formele de energie. 


EXEMPLU 


Transformarea energiei într-o cascadă. Transformarea energiei dintr-o formă (potențială) 
în altă formă (cinetică. este ilustrată in cazul cascadei din figura 5.1l. Apa care se află in 
parrsa de sus a cascadei are energic potențială gravitațională care în cădere este transformată 
in merge cinetică. O masă A de apă în cădere de la o mălțime 4 pierde energia poten- 


SD Li . ; 
fală Me și cișugă energia cinetică — M(u? — 23) = Mgh. (Viteza v este determinată de 


2 
această ecuație dacă -nteza inițială +, a apei este cunoscută.) Energia cinetică a apei in cădere 
poate îi utilizată într-o hutrocentrală ca energie cinetică rotațională a unei turbine, sau, energia 
Cinenică a ape. în cădere se poate transforma la baza cascadei in energie termică sau căldură, 
Energia termică este pur și simplu energia mişcării dezordonate a moleculelor apei. (La o tem- 
peratură ma! inaltă, mișcarea moleculară dezorduenată este mai intensă decit la o temperatură 
mai jcasă.) | 


EXEMPLU 


Transtormarea energiei în săritura cu prăjina. Un exemplu «destul de amuzant de trans- 
formare a energiei intre duwrersele ei forme — energie cinetică, energie potențială a prănuut 
îndoită elastic şi energie potențială datorită ridicărn — este oferit de şirul de imagini di 
figura 3.12 şi de explicaţiile care le insoțesc. 


FORȚE CONSERVATIVE 


O forță se numeşte conseruativă dacă lucrul mecanic L(4 — B) efectuat 
de forță cînd deplasează o particulă de la A la B este independent de drumul 
pe care este deplasată particula între A și B. Dacă L(1 — B) din relaţia 
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„CR NN În Ai N N 
Timpul A B 
VIC. 5.12. Mișcarea sărtorului cu prăjina. În A energia sa este im intregime cinetică, legată 
“te criteza de alergare. in B Săriturul pune capătul anterior al prăținii pe Sol ŞI (in Special 
cu noile prăpuu dim iibre de sticlă, umagazinrază energie potențială clastică in prăjină pri 
dorea acesteia. În C el se ridheă mm aer. Ei mat are incă o energie cinetică cousulerabulă. 
asictată acum cu viteza sa de rotație in jurul capătului inferior al prăținu. Are, de asemenea, 
vuergre potențială atit de natură gra'ntațională cit si din restul de energie elastică a prăjini 
îs D, cind trece peste stachetă, energia sa cinetică este mică deoarece se mişcă lent energta 
pot: ațială (gravitațională: este mare. Energia totală nu este mereu constantă Im săritura cu 
»răuna din cauza frecărilor (externe şi musculare: și din cauză că, pentru indoirea prăținii 
“poctivrul etectuează lucru mecanme Ulma componentă a lucrului mecanic înphică lucru mecar 
si energie „internă“ a corpului care nu au fost considerate în alergare sau ridicarea omulu: 
ie la sol = 


DT 
—_—__——_— 


Pe ui E ială Energia gravitațională (datorită înălțimii) 


e Timpul 


(5.15) are o valoare diferită cînd se trece de la un drum la altul (ceea ce se 
întîmplă dacă ar fi prezentă frecarea), importanţa relației (5.15) ar fi puternic 
B 


diminuată. Admiţind că integrala| F : dr este independentă de drum, avem: 
A 


B 4 
| F-âr= | F - dr 
A B 


sau 


B | 
| F-ar+ | E - dr = 0 = GE - ăr 
4 B 


- 


unde o reprezintă integrala luată de-a lungul unui drum închis, de exemplu. 


pornind din A, mergînd la B și apoi revenind la A pe un alt drum. 

Putem vedea ușor că o forță centrală este conservativă. O forță centrală 
exercitată de o particulă asupra alteia este o forță a cărei mărime depinde 
numai de distanța dintre particule și a cărei direcţie este de-a lungul dreptei 
care unește particuiele. In figura 5.13 o forță centrală este dirijată din (sau 
către) centrul din punctul O. Două drumuri (notate | şi 2) leagă punctele 
A şi B după cum este indicat. Curbele trasate cu linii întrerupte sînt arce 
de cerc cu centrul în 0. Să considerăm cantitățile F, : dr, şi Fa : dr> evaluate 
pe segmentele care leagă aceste cercuri. (Putem considera la fel de bine produ- 
sul F - dr ca fiind proiecția lui F pe dr sau a lui dr pe F.) Mărimile F, şi /> 
sint egale pe cele 2 segmente, deoarece acestea se află la distanţe egale de punc- 
tul 49 proiecţiile drcos ale segmentelor de drum pe vectorii respectivi 
F sint egale, deoarece, după cum putem vedea, hstanţa dintre cercuri, măsu- 
rată de-a lungul direcției lui F,, este egală cu distanta măsurată de-a lungul 
lui Fz. Prin urmare, pe segmentele de drum considerate, avem: 


1 * dr, = F> * dra. 


Dar un argument identic se poate utiliza în mod succesiv pentru orice segm ente 
de drum coriuparabile, astfel încît 


B B 
Rise = | F-dr.- 
A A 
(Drumul 1) (Drumul 2) 


Pentru cimpul gravitațional constant, demonstrația este dată în figura 5.14. 
Forţele care au proprietatea că lucrul mecanic: 


B 
L(ĂB) a | F - dr (5.23) 
A 


st mdependent de drum se numesc forţe conservative. Pentru forţele conser- 
aie imerul mecanic efectuai de-a lungul unui drum închis este zero. Să 
presupunem că forța depinde de viteza cu care este parcurs drumul. (Forța 
exercitată asupra unei particule încărcate într-un cîmp magnetic, de exemplu, 
depinde de viteză.) Poate o astfel de forță să fie conservativă? Se întîmplă 
că forțele fundamentale importante dependente de viteză sînt conservative, 
deoarece direcţia lor este perpendiculară pe direcția mişcării particulei, astfel 
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FIG. 3.13. Diagramă ilustrmd evaluarea FIG 5.14. Fipură ilustrind mtceralaf F dr 


B & 
mtezraet F “dr pentru două drumu pe două drumuri diferite, în cazul unui 
Pi 


în cazul în care F este o forță centrală. CNI papat caii 


încît produsul F : dr -- 0. Putem constata acest lucru pentru forța Lorentz 
(capitolul 3), care este proporțională cu v « B. Forţele de frecare nu sînt cu 
adevărat forţe fundamentale: ele sînt în schimb dependente de viteză și nu 
sînt forțe conservative. 

Toată analiza noastră ia în considerare doar forţe între două corpuri. 
Aceasta este o presupunere importantă ; este posibil ca unii dintre studenţii 
acestui curs să fie solicitaţi în cariera lor ştiinţifică să atace problema forțelor 
între mai multe corpuri. O discuţie a ceca ce este implicat în presupunerea 
forţelor între două corpuri este dată în volumul 2 ($ 1.6). 

Se ştie experimental că L(4 .— B) este independent de drum pentru 
forţele gravitaționale şi electrice. Acest rezultat pentru interacţiile între par- 
ticulele elementare este obţinut din experienţe de împrășştiere ; pentru forțele 
pm pere rezultatul este dedus din precizia cu care sînt calculate mișcările 
„unii şi ale planetelor, după cum se discută în notele istorice de la sfîrșitul 
acestui capitol. Ştim de asemenea că Pămîntul a efectuat aproximativ 4X 
10% orbite complete în jurul Soarelui fără nici o schimbare importantă a 
distanței sale pînă la Soare, după cum se apreciază din probe geologice asupra 
temperaturii la suprafața Pămîntului. Mărturiile geologice relevante se extini 
în trecut cu aproximativ 10“ ani și nu pot fi considerate în întregime decisive din 
cauza numeroșilor factori, incluzînd energia furnizată de Soare, care afectează 
temperatura, totuși observația este sugestivă. (Alte exemple sînt discutate în 
notele istorice.) 
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Sînt necesare cîteva precizări în legătură cu forţele centrale în raport cu 
cele necentrale. Cînd considerăm interacția dintre două particule există două 
posibilități: sau particulele nu au alte coordonate în afara poziţiilor lor, sau 
una ori amîndouă particulele admit o axă care este semnificativă din punct 
de vedere fizic. În primul caz este doar posibil să existe o forță centrală, 
pe cînd în cel de-al doilea specificarea că particula se mișcă de la A la B este 
incompletă — trebuie să precizăm, de asemenea, că axa își păstrează aceeași 
direcţie în raport cu un anumit reper. Un magnet în formă de bară are o axă 
semnificativă din punct de vedere fizic ; dacă deplasăm magnetul de-a lungul 
unui drum închis într-un cîmp magnetic uniform, lucrui mecanic efectuat 
asupra magnetului poate fi nul sau diferit de zero. Anume, dacă magnetul 
este adus în final în aceeași poziţie şi are aceeași orientar» ca cea din care a 
plecat, nu se efectuează nici un lucru mecanic. lacă localizarea este aceeași 
dar orientarea este diterită, s-a consumat un lucru mecanic nenul. (Lucrul 
mecanic poate avea semnul plus sau minus.) 


Este uşor de văzut că frecarea nu este o forță conservativă. Ea este tot- 
deauna opusă sensului mişcării și astfel lucrul mecanic efectuat de o forță 
de trecare constantă într-o mişcare de la 4 la B, pe odistanţă d. vafiF,:d: 
dacă mişcarea este de la B la 1, lucrul mecanic va fi tot F,- d. Dar, dacă 
frecarea este o manifestare a forțelor fundamentale și acestea sînt conserva- 
tive, cum se explică faptul că trecarea nu este conservativă? Aceasta este v 
chestiune care depinde de cît de detaliată este analiza noastră. Dacă analizăm 
toată mișcarea la nivelul atomic al forțelor fundamentale, vom găsi „mişcarea“ 
conservativă ; dar dacă privim o parte din mişcare ca producînd căldură, 
care nu este utilă în sens mecanic, vom considera că a acționat frecarea. Iden- 
titatea dintre căldură şi energia cinetică dezordonată este tratată în volumul 5. 
În capitolul 4, în discuţia privind conservarea impulsului, am considerat 
ciocnirea necelastică a două particule. Energia cinetică nu s-a conservat; 
dar suma dintre energia cinetică şi energia de excitare internă pentru cele 
două particule a tost numită energie totală şi s-a presupus că ea se conservă, 
în concordanță cu toate experiențele cunoscute. 


Ne întoarcem acum la discuția noastră privind energia potenţială. În 
«discuţia referitoare la forțele conservative am subliniat (pagina 170) că energia 
potenţială într-un punct poate fi definită în mod unic și, în consecință util, 
numa! în cazul forțelor conservative. Am văzut cum se calculează energia 
potenţială cunoscînd forțele care acţionează într-o problemă: alegem un 
zero şi apoi calculăm lucrul mecanic pe care îl etectuăm noi (sau agentul) 
cînd depiasăm sistemul lent, fără modificarea energiei cinetice, din zero pînă 
în poziția dorită. Deoarece forţa F,, este mereu egală și de semn contrar cu 
forța F a problemei, vedem că ştiind forțele problemei sîntem capabili să cal- 
culăm energia potențială: 


j A PE i F dr = E (1) — E„(4) = Er)» (5.24) 
A 


presupunind E,(4) = 0. 


Dar, cunoașterea energiei potenţiale ne permite că calculăm forțele? 
Răspunsul este afirmativ. Într-o dimensiune avem: 


U(2) —U(4) = Ep(a) — E„(4) = — ț Făx (5.25) 


i 4 
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de unde, prin derivare în raport cu +, obținem: 


AC d, — _F. 26) 
dx dx 


Acest rezultat poate fi verificat prin introducerea relației (5.26) în (5.25): 


A, Fe j Sub ) Come ME (8) Zi 40 - (5.27) 
4 4 Sal A 


Ecuația (5.26) este o ilustrare a rezultatului general că forța este dată de viteza 
de variație în spațiu a energiei potențiale luată cu semn schimbat. În trei 
dimensiuni expresia analoagă ecuației (5.26) este! 


e 2 32 _ş2E _g2E 


| = îi 2 = — arad E, (5.28) 


unde „grad“ denotă operatorul gradient și este definit ca 


grad = 9. E d + 30 în coordonate carteziene 
ox 2 02 
(5.29) 
grad = 7 - 6 3 în coordonate polare în plan. 
or r 00 


Proprietățile generale ale operatorului gradient sînt prezentate în volumul 2. 
Se arată acolo că gradientul unui scalar este un vector a cărui direcție este 
cea corespunzînd vitezei maxime de variație spațială a scalarului și a cărui 
mărime este egală cu această viteză de variație. Gradientul unui scalar [ 
este scris ca grad [' sau VU. Operatorul V se citește „nabla“ iar VU se citește 
„nabla U“. 

Aplicarea acestor idei la cazul dU/dx = 0, al unei poziții de echilibru, 
precum şi la stabilitatea acestui echilibru este arătată în figura 5.15, a-c. 

Grafice simple ale energiei potențiale ca funcție de o coordonată + pot 
fi adesea foarte instructive. Figurile 5.16, a-c oferă astfel de exemple; ele 
folosesc faptul că energia cinetică E, nu poate fi negativă. Care ar fi fost miș- 
carea dacă energia ar fi fost E' în figura 5.16, b: Formularea dată de noi 
legii conservării energiei 

energia cinetică + energia potențială = const. 

va fi generalizată în capitolul 12, pentru a include procese în care toată masa, 
sau o parte din ea, este convertită în energie. Asemenea procese intervin în 


cea mai mare parte a reacțiilor nucleare. Generalizarea necesară este o con- 
secință naturală a teoriei restrinse a relativității. 


1 Simbolul c/âx indică derivarea parțială și implică faptul că y şi 2 sint considerați 
constanţi în derivare. Aceeaşi semnificație se aplică şi pentru c/cy şi 0/€z. Vezi, de «xemplu, 
pagina 182. 
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FIG. 5.15: (a). O funcţie de energie pote FIG. 5.16. (a). Energia totală E= Ec+ 


hală unidimensională U(x) = Ep(x). repre - Ep = const. Astiel, la o energie dată E, 
zentată ca funcție de z. În punctele x = a, mişcarea poate avea loc doar intre x! și +“, 
O şi x, avem dU/dz = 0 şi astfel în aceste punctele „de intoarcere“. Între aceste puncte 


puncte forţa F este zero. Acestea sint, în Ec = MAR = E — Ep 20. 
consecință, poziții de echilibru, nu neapărat 
stabil. 


FIG. 5.15. (5) În punctul a, — Aaz,dU rd -u FIG. 5.16. (b) Dacă E crește, punctele de m- 


astfel încît F < 0 (spre stinga). În z, + Ar. twarcere x' şi x” sint, în general, deplasate. 
dU/dz < 0, astiel incit F > O (spre dreapta) Acum Ze(2) = E — Ep(x) este mai mare. 
Deci o mică deplasare din x, are ca rezultat Acum mișcarea poate avea loc şi la stinga 
apariția unei forțe care tinde să crească aceas- lui &”', dacă a inceput din +" 


tă deplasare, astfel că x, este a poziție ri 
echilibru znstabul 


FIG. 5.15. (€) În x = — Ax, dUjdx<Oşirt FIG. 5.16. (c) Oscilatorul armonic simplu 
este spre dreapta. În z = + Az, dU/dz > 0 este în echilibre stabil la x =0. Laz = 
astfel încît F este spre stinga. Astfel x == U “ a 4 Br =. 
este o poziție de echilibru stabil. Ce se poate 

spune despre 2? 
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Energia potenţială și conservarea energiei în cîmpul gravitațional și cel 
electric. Am calculat energia potențială în cazul unei forțe constante și în 
cel al unei forțe elastice F = — kx. Alt caz important este acela în care forța 
este invers proporțională cu pătratul distanței, forță pe care am întîlnit-o 
în legea lu: Newton a gravitaţiei (capitolul 3, pagina 84), precum şi în legea 
lui Coulomb (capitolul 3, pagina 86). 

Să considerăm legea lui Newton a gravitației. Am văzut că această forță 
este conservativă şi vom calcula lucrul mecanic în cel mai simplu mod posibil. 
Presupunem că două corpuri de mase M, și Me sînt iniţial la distanța », 
unul față de celălalt şi calculăm lucrul mecanic pe care i efectuăm cînd modi- 
ficăm distanța pînă la r. Fie corpul de masă M, fix şi r vectorul dirijat de la 
M, la M,, ca în figura 5.17. Dacă mișcăm M, la o distanță r + dr, ca în 
figura 5.17, trebuie să consumăm lucrul mecanic: 


GMMa_ GM,M 
AL = Fag: dr = Zr dr dr. 
i P PI 
Astfel lucrul mecanic efectuat pentru deplasarea totală va fi: 
ÎL | GA Ma —— GM,Ma |” = GM Me &. GM.Ma (5.30) 
, y Ș 7 “7, 


Putem verifica corectitudinea semnelor în această relație, întrucît pentru 
7 > va lucrul mecanic este pozitiv (noi efectuăm un lucru mecanic asupra 
sistemului) ; dacă r < r, lucrul mecanic este negativ (noi obținem lucru mecanic 
efectuat de către sistem). 

Să aplicăm acest rezultat la calculul energiei potenţiale. Care este o 
poziție convenabilă pentru zeroul energiei potenţiale: Dacă E, = 0 la r= 
= ra, expresia din ecuaţia (5.30) va constitui valoarea lui E,: 


GM Ma + GMMe. 
Ta 


E,(r) = — 
Observăm acum că r„ = % face ca ultimul termen să se anuleze, astfel 
încît: 


GM, (5:31) 


Utr) = Er) = — 


de unde rezultă că aceasta pare a îi cea mai convenabilă alegere: E, = 0 la 
p = %. În acest caz, energia potenţială va fi întotdeauna negativă, deoarece 


FIG. 5.17. Forţa Fag este egală și de semn 
| contrar cu forța de atracție gravitațională și la 
| o deplasare dr efectuează lucrul mecanic 
Fag : dr = Fag". 


noi obținem mereu lucru mecanic din partea sistemului dacă lăsăm masele să se 
apropie lent una de alta, pornind de la infinit. 

Putem scrie acum conservarea energiei mecanice pentru un corp de masă 
M, mișcîndu-se în cîmpul gravitațional al unui corp de masă M(M > M,, 
astfel încît mișcarea lui M poate fi neglijată): 


32 
Ta 2 75 ( 
unde z, și 7, reprezintă viteza și distanța la un moment de timp, vp și rg la 
altul. 2 

Ne întoarcem acum la cazul forţei electrice: 


E 
4resor? 47cegr2? 
pentru două sarcini g, şi gaz. Fie sarcina g, fixă. Calculăm lucrul mecanic 


pe care îl efectuăm pentru a mișca sarcina g> lent de la 7, la 7. Forţa pe 
care trebuie s-o exercităm este: 


9192 
4rcegrs 


Fa = — T- 


Lucrul mecanic infinitezimal pentru o deplasare dr este: 
AL == Fr — Ap. dr — a; 
4regră 4negr? 
deoarece r și dr sînt paralele. Atunci, lucrul mecanic total este: 


= 00 ip eu e | .» VEL: 
Pa ra 


4rceor AREorA 


Din nou este convenabil să punem E, = 0 la 7 = x, astfel încît: 


rap — a. | (5.33) 


4repr | 


Energia potenţială E, este pozitivă dacă sarcinile g, și g> au același semn și 
negativă dacă ele sînt de semne opuse. Știm că acest rezultat este corect 
deoarece, dacă sarcinile au același semn, noi trebuie să efectuăm un lucru 
mecanic cînd le apropiem una de cealaltă pornind de la infinit. Cînd sînt pre- 
zente mai mult de două sarcini punctiforme, energia potenţială totală este 
suma termenilor de forma celor din ecuația (5.33) pentru fiecare pereche de 
particule care poate fi formată în sistem. 

Putem verifica că expresia obținută pentru l! este corectă calculînd 
F pe baza ecuației (5.28). Obținem pentru forța electrică: 


= —vu = — | ] au) pate a 
Or l4ne 7 4regr? 
și pentru forța gravitațională: 
R= = | - ——j —— GM, Ma ă 
or [d 72 


(8 


Dacă scriem: 
p2 = ga + a 1 g2 
putem calcula pe F,, F, şi F,: 
F LĂ GM Me — GM Mex _ _ GMiMax 


i — 
dx (2 + y2 + 222 (2 > 2 ?)e p 
sau, în mod similar, pentru cîmpul electric: 


Fo =— CĂ VILE CILEa dz 


Potențialul electrostatic | '(r) în punctul r este definit ca emergia potențială 
raportată la umitatea de sarcină pozitivă în cîmpul de forțe al tuturor celorlalte 
sarcini: 


=| E(r) - dr. (5.34) 


La 


Aceasta este o mărime foarte utilă. l)e notat că potențialul este un scalar. 
Este foarte important să distingem !/ de energia potenţială E,('). Lrebuic 
să evitaţi folesirea, în activitatea experimentală, a aceluiași simbol |” pentru 
potențialul electrostatic ca şi pentru energia potenţială. 

Dacă ştim E(r) în orice punct, putem găsi potenţialul electrostatic I'(r) 
în orice punct. [Aceasta presupune că ne-am hotărît unde să alegem un zero 
pentru !(r). Este convenabil să lucrăm cu potenţialul !'(r), deoarece este un 
scalar, în timp ce E(r) este un vector. 

Căderea de potenţial sau d:ferența de potential [” între două puncte r; 
şi cr, este definită ca: 


U = AV = Vie) — Vin). - (5.35) 


Aceasta reprezintă variația energiei potenţiale electrostatice a unei sarcini 
pozitive egală cu unitatea cînd este deplasată din punctul r, în punctul re. 
Astfel, pentru o sarcină q transportată între aceste puncte, variația energiei 
potenţiale este: 


Ex(ra) — Ex(ru) > al) — I(r)]. 


Unitatea pentru potenţialul electrostatic sau diferența de potențial in 
sistemul ȘI este voltul (V). Această unitate este larg folosită în viaţa de toate 
zilele și în laborator. Un vo// este egal cu 7 zoule/7 coulomb (]/C). Cimpul 
electric în unități SI este măsurat în vo///metru (V'm); remarcați că potenția- 
lul nu se exprimă în coulombi/metru. 

În sistemul gaussian CGS, unitatea pentru potenţialul electrostatic este 
statvoltul. Am văzut în capitolul 3 că unitatea pentru intensitatea cîmpulu: 
electric este numită sfavol//centimetru. Potenţialul diferă de cîmp în dimeu- 
siune printr-o lungime, astfel că |” este măsurat în statvolţi. Este, de aseme- 
nea, corect că V are dimensiunea sarcină /lungime , astfel încît un nume 
posibil pentru unitatea de potențial este statcoulomb/cm. Un statvolt este 
de asemenea egal cu 7 erg/7 statcoulomb. 
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Legătura dintre unitățile în sistemul gaussian și SI este dată de egali- 
tatea: 


i X diferența de potenţial în statvolți = diferența de potenţial în volți 


unde c este viteza luminii în m/s. Sau, aproximativ: 
300 x diferența de potenţial în statvolți = diferența de potenţial în volți. 
Dăm acum cîteva exemple de probleme în care intervine energia poten- 
țială și potenţialul, unele dintre ele implicînd interacții prin forţe centrale 
de tip gravitațional și electric. 


EXEMPLU 


Viteza (cosmică) de evadare din cimpul! gravitațional al Pămintului și din Sistemul Solar 
Calculăm viteza inițială care trebuie imprimată unei particule de masă .M/ pentru a pute 
părăsi (1) Pămîntul și (2) Sistemul Solar. (Neglijăm rotația Pămîntului.) 

Figura 5.18 a—/f ilustrează semnificația ca și utilizarea diagramelor energiei potenţiale 
pentru acest tip de situație. Folosind formula (5.32), scriem energia totală E a unei particule 
de masă M, aflată la o distanță Rp egală cu raza Pămintului față de centrul acestuia, sub 
forma; 


p 2 Mu _ GMeM 
2 Rp 


unde: 
My = 5,98 x 10% kg; Rp=6,4x 10m; G=6,67x 10-11 
(din capitolul 3, paginile 84-86). 
Pentru ca particula să ajungă la distanță infinită de Pămînt cu cea mai mică viteză posibilă 
(egală cu zero), energia ei totală trebuie să fie zero, deoarece atit energia cinetică, cît și poten- 


FIG. 5.18. (a). Considerăm viteza de evadare FIi;. 5.18. (5) Traiectoria in cazul în care 
necesară unui corp de masă M pentru a părăsi energia cinetică este prea mică pentru ieșirea 
cîmpul gravitațional al pămîntului, pornind de din cimpul gravitațional. 

)a suprafață. 
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FIG. 415. (e) Reprezentăm energia cinenca FIG. 5.18. (d) Vedem un corp de masă M 
imțală ca înnd prea mică pentru părăsirea cim- lansat de la suprafața Pămintului (raza R,) 
pulu gravitațional. Pentru a atinge punctul cu energia cinetică minimă necesară E. = 
E infini i € 2 Ea . 1 1 = 
DA ste, ge = — MB = GMpMIR,. Viteza de evadare 
2 


din cîmpul terestru este notată cu vp. 


FIG. 5.18. (e) La un timp ulterior, energia FIG. 5.18. (f) Şi mai tirziu, E, şi|U | au 
potențială U a crescut și energia cinetică E. scăzut în continuare. 

s-a micșorat pe măsură ce corpul M s-a înde- 

părtat de centrul Pămintului, 


țialul gravitațional sint zero. Aceasta rezultă din iaptul că U(r) — 0 cind r— oc. Astfel E 
trebuie să fie zero dacă energia totală a particulei este constantă intre lansare şi momentul 
cînd scapă de atracția terestră; de unde, viteza de evadare v, din cimpul grawmtaţional at 
Pămîntului este dată de: 

, 


1 GMM M. 
= Mu î—:y = 2. 5.36 
e 7 i R, (5.36) 


Accelerația gravitațională g la suprafața Pămintului este GMAIR3 astfel încît: 


a 
vp = A2gRp a (2 x 10 x 6 x 109)ă 2 104 m/s. 
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Pentru a scăpa de atracția exercitată exclusiv de către Soare, o particulă lansată de pe 
Pămint (la o distanță Rp, de Soare), are nevoie de o viteză inițială: 


, = | a | 203 10-10) x (2 x 
pi 


1030 
1,5 x 101 ji 4 ip 


iolosind raportul M/.Mp = 3,3 x 105 și valoarea Rps = 1,5 x I!0!ll m. Pentru corpuri lansate 
pe Pămint, ieşirea din Sistemul solar este mai dificilă decit părăsirea cimpului gravitațional 
terestru. 


EXEMPLU 


Energia potențială în apropierea suprafeței Pămintului. Energia potențială gra'itațională 
a unui corp de masă M la o distanță r față de centrul Pămîntului este, pentru r > R): 


_ GMM> 


Lă 


Ep(r) = 


unde Mp este masa Pămintului. Dacă R, este raza Pămîntului și w înălţimea._de la suprafața 
Pămintului, vrem să arătăm că: 


| Ep Rt — MgRp + Mgy (5.37) 
pentru y/Rp<& |. Aici g = GMAIR a 9,8 m|s?. Demonstrația se face astfel. Avem 
Ep = —GMM pie 
"Rp + y) 


de mai sus, cu r= Rp + y. Împărțim numărătorul și numitorul prin Rp: 


Ep = _GMM> __î__ 


Rp (+ yIR3) 
Putem acum folosi dezvoltarea din ecuaţia (2.49) (Dwight, 9.04) pentru a scrie (n = — |): 
Rp 


" Fie 2 = GMzIR3, atunci: 
o iti [ja PAIE ea 
RR 


care se reduce la ecuația (5.37) pentru y & R, şi la ecuația (5.8), pină la constanta —MgRy. 


EXEMPLU 


Mișcarea unui proiectil. Dăm aici incă un exemplu de mișcare bidimensională într-un cimp 
gravitațional constant. Problema a fost rezolvată mai înainte, folosind legea a doua a lui Newton. 
Fie forța Fe = — MgŞ, unde g este aproximativ 9,8 m/s?. 

(1) Calculaţi lucrul mecanic efectuat de către forța de greutate cînd un corp cu masa 
de 0,1 kg se mişcă din origine pînă în punctul r'= 0,50 £ + 0,50 ş. 
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0,5; 0,5 A “e ” 
= | Fe: dr = — Mgy- (0,50x + 0,5y) = —0,l x 9,8 x 0,5=— — 4,9: 10-17. 
c;0 . e 


Forța gravitațională efectuează un lucru mecanic negativ; altfel spus, lucrul mecanic este 
efectuat împotriva sa de către un agent extern. 


(2) Care este variația energiei potenţiale în această deplasare? 
Fag = Mey 
și deci: 


AEp = —L=+49x 101] 


astfel incit energia potenţială creşte cu 4,9 » 10-1 ]; “redem că dacă E O petit 20 
şi y = 0 avem: 


(3) La ce înălțime se va ridica o particulă de masă M aruncată din origine cu viteza v 
care face un unghi 0 cu orizontala? 


În cazul de față putem folosi faptul că v, nu se modifică: 


l ” : . l 
E = = Muse E M(v? = v2) = = Muâ cos? 0 - 23 sin? 0) = ză M.3 cos? 0 + Meaymax: 
să sin? 6 
Da 
28 


rezultat care poate fi obținut din ecuația (3.9). 


EXEMPLU 


Cimpul electrostatic. Care este mărimea cimpulut electric la o distanţă de IA (IĂ = 
= 10-% m) față de proton? 
Din legea lui Coulomb avem: 
i 1 «e x (9 - 109) - (1.6: 10-19) 


E = — 


a 1,5 1011V/m. 
4rep ri (1 = 10-10)2 


Cimpul este dirijat radial şi îndreptat de la proton către exterior. 
Potenţialul. Care este potențialul in acest punct? Din ecuațiile (5.33) şi (5.34) avem: 


1 —19 
IL PO 109 10 Il NR 


q 4reo 7 - Aregr i 1 Dao 


Diferența de potențial. Care este diferența «de potennal intre două puncte situate la e 
distanță de LA și respectiv 0,2Â față de proton? 

Potenţialul electric la distanța de 1: 10-10 m este 15 V iar la 0,2: 10-W m este 75 V. 
Diferența de potențial va fi 75—13 = 60 V. 
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Energia unei particule încărcate, dedusă din diferența de potențial. Un proton aflat in 
repaus este lăsat liber la o distanță de li de alt proton. Care este energia cinetică cin 
protonii au ajuns la o distanță infinită unul față de celălalt? 


Din conservarea energie! știm că energia cinetică trebuie să fie egală cu energia prren.- 
țială inițială, care este: 


. 10-19)2 
de e e 


= 23» 101 ]. 
4meg 7 1 * 10-10 m 


Dacă un proton este menţinut in repaus in timp ce celălalt se mișcă, “riteza finală a protoanlui. 
mobil se obține (folosind conser'rarea energiei) din relaţiile: 


A Ma = 23-10-47; 
2 
sana 2 20100) 


e i a 27 + 108 (m /s)2 
1,67 - 10-27 kg 


sau 
v23 xXx 104 m/s. 


Dacă ambii protuni sint liberi să se miște, fiecare proton va avea aceeași enermie cinetică cin 
se vor găsi la distanță mare unul față de celălalt, astfel încît: 


Mui = Mu x 23 10-12 ] 
și deci: 


a 3,5: 10% m/s, 


Accelerarea protonului într-un cîmp electric uniform. lin proton aflat inițial m repans 
este accelerat de un cimp electric uniform. Protonul străbate o diferență de potenţial de 100 V, 
Care este energia sa cinetică finală? 


Energia cinetică va fi egală cu variația energiei potenţiale, care este e AT” sau: 


(1,6 - 10-19 C) - (100 V) 2 1,6: 10-17 ]. 


EXEMPLU 


Electronvoltul. () unitate convenabilă pentru energie în fizica atomică şi nucleară. este 
electronvoltul (eV), definit ca “variaţia energiei potențiale a unei sarcini egală cu sarcina »le- 
tronului e, intre două puncte între care există o diferență de potenţial de un volt, sau ca 


energia cinetică ciștigată de o sarcină egală cu e cînd străbate o diferență de potențial de un 
volt. Astfel: 


IMENS 610329 C x 11610219]. 


O particulă alfa (nucleul 4He sau atomul de heliu dublu ionizat) accelerată din repaus de e 
diferență de potenţial de 1000 V are o energie cinetică egală cu: i 


2e x 1000 V = 2000 ev 


unde: 


2 000 eV = (2: 10%)(1,6- 10-19) = 3,2 10-16 J. 
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Am văzut că diferența Ep — Ec. a energiilor cinetice ale unei particule între două puncte are 
proprietatea că: 


8 
Fes — Eua= $ F-dr 
A 


unde F este forța care acționează asupra particulei. Dar, știm din ecuația (5.25) că: 
B 
Esa — Ea = | F - dr 
A 
astiel incit adunind aceste două ecuații avem: 


(Ec + Ea) — (Eca + Epa) = 0. (5.38) 


Așadar, suma dintre energia cinetică și cea potențială este o constantă, independentă de timp. 
Rescriind ecuaţia (5.38) avem pentru un sistem uniparticulă funcția energie: 


po - MA) + Ep(4)= — 2 MB) + Ep(8) (5.39) 


unde E este o constantă numită energia sau energia lotală a sistemului. Ecuația (5.32) repre- 
zintă exact această relație pentru cazul energiei potențiale gravitaționale. 

Să scriem generalizarea relaţiei (5.39) pentru un sistem de două particule in cimpul unui: 
potențial extern: 


E! 1 
E Ec + Ep = — Mp = — MguB Epulru) = Epalip) + Epir, — ra) = const. (5:40) 


2 2; 


Primul termen este energia cinetică a particulei |; al doilea termen este energia cinetică a 
particulei 2; al treilea și al patrulea termen reprezintă energiile potențiale ale particulelor | 
și 2 datorită potențialului extern ; al cincilea termen este energia potențială datorită interacției 
intre particulele 1 şi 2. De notat că Ep(r, — 1) este introdus numai o dată: dacă două particule 
interacționează, energia de interacţiune este reciprocă! 

Dacă particulele | şi 2 sint protoni în cimpul gravitațional al Pămintului, atunci energia E 
' în relația (5.40) este: 
a po 


1 GM 
E = 3 Mt + 04) + Mea + ya) — ST i) 
2 713 476073 


unde y este măsurat în sus și rap = |rj — ta. Ultimul termen este energia coulombiană a celor 
doi protoni; penultimul termen este energia lor gravitațională mutuală. Raportul ultimilor doi 
termeni este: 


arătind că, deoarece forțele depind de distanţă în acelaș mod, forța gravitaţională între 
protoni este extrem de slabă în comparație cu forța electrostatică. 


PUTEREA 


Puterea P este viteza cu care are loc în timp transferul de energie. Am 
definit lucrul mecanic efectuat asupra unei particule într-o deplasare Ar 
de către o forță aplicată, ca fiind: 


AL = Por. 


Viteza cu care acest lucru mecanic este efectuat de forță este: 


La limită, At ->0, avem puterea: 


Pi a P - Să | (5.41) 
| dt dt | 


Din puterea P(/) ca funcţie de timp putem scrie lucrul mecanic consumat, ca: 


77 PRI ( Pe) ă. 


În sistemul SI unitatea de putere este 1 joule/l secundă (]/s), unitate care 
se numește watt (1 W). În sistemul CGS unitatea de putere este erg/secundă. 
Pentru a găsi puterea în erg/s se înmulțește puterea exprimată în waţi prin 
10”. Pentru a obține puterea în wați din valoarea exprimată în cai-putere 
(CP) se înmulțește aproximativ prin 736. 


1. Energie potențială şi cinetică — corp 
în cădere 

(a) Care este energia potențială a unui 
corp cu masa de | kg aflat la o înălțime 
de 1 km deasupra pămintului? Rapor- 
taţi energia potențială la suprafața 

pămîntului. 
R: 9 800 ]. 


(5) Ca-e este energia cinetică a unui corp 
cu masa de | kg lăsat să cadă liber 
de la o înălțime de 1 km, în momentul 
în care atinge pămîntul? Se neglijează 
frecarea. 

R: 9800 ]. 


40) Care este energia cinetică a aceluiaşi 
corp la jumătatea drumului în câdere? 


(d) Care este energia potențială la jumă- 
tatea drumului în cădere? Suma lui 
(0) şi (d) trebuie să fie egală cu (a) 
sau (b). De ce? 


2. Energia potențială deasupra pămin- 

tului 
(a) Care este energia potențială E„(Rp) a 
unui corp avind masa de | kg aflat la 
suprafața pămîntului dacă se ia energia 
potenţială zero la distanță infinită? 
[De notat că Ep(Rp) este negativă.] 
R: — 6,25: 107]. 


(5) Care este energia potențială a unui 
corp cu masa de | kg aflat la o distanță 
de 405 km față de centrul pămîntului, 
luînd energia potențială zero la distanță 
infinită ? 

R: — 3,98: 10%]. 


189 


(c) Care este lucrul mecanic necesar pentru 
a deplasa corpul de la suprafața pămîntu- 
lui într-un punct situat la o distanță de 
105 km față de centrul pămîntului? 


3. Energia potențială electrostatică 

ia) Care este energia potențială electrosta- 
tică a unui electron şi a unui proton 
separați printr-o distanţă de lĂ = 10”19m 
luînd energia potențială egală cu zero 
la separare infinită? 

RE — 23 - lomis 
Care este energia potenţială electro- 
statică a doi protoni aflați la aceeași 
distanţă?  (Acordaţi atenţie specială 
semnului rezultatului.) 


(b 


= 


4, Satelit pe orbită circulară 
(a) Care este forța centrifugă exercitată 
asupra unui satelit mișcindu-se pe o 
orbită circulară în jurul Pămîntului la o 
distanță r de centrul Pămintului? 
Viteza satelitului relativă la centrul 
Pămintului este v iar masa sa este M. 


(by Egalaţi forța centrifugă din (a) cu forța 
gravitațională (M este în echilibru în 
sistemul în rotație). 


fc Exprimaţi v în funcție de r, G şi Mp. 

(d) Care este raportul dintre energia cinetică 
şi cea potențială presupunind Ep =0 
e) 


5. Energia cinetică a Lunii. Care este 
energia cinetică a Lunii, relativ la Pămînt? 
Datele necesare sint indicate în tabelul de 
constante de la paginile 435 — 436. 


6. Resovtul anarmonic. Un resort spe- 
ciat are legea forței F = — D=5. 


(a) Care este energia potenţială în punctul x 
presupunind Ep =0 la x=0? 


R:L Dat. 
4 
(b) Ce lucru mecanic se efectuează asupra 


resortului pentru a-l alungi lent de la 0 
la z? 
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7. Energia potențială gravitațională 
(a) Care este energia potenţială în raport 
cu suprafața pămintului a unei cochilii 


de | kg aflată pe muchia unui țărm 
stincos înalt de 500 m? _ 


(5) Dacă cochilia este aruncată de pe stincă 
cu o viteză de 90 m/s, care va fi viteza 
sa cind izbeşte solul? Este afectat răs- 
punsul de unghiul sub care se face aruu- 
carea ? 


8. Maşina lui Atuood. O maşină 

Atwood a fost descrisă in capitolul 3. 

(a) Folosiţi ecuația conservării energiei pen- 
tru a găsi vitezele celor două corpuri 
cind m, a coborit pe o distanță y plecind 
din repaus. 

(5) Din această expresie pentru viteză 
găsiţi acceleraţia. Comparaţi cu rezul- 
tatul din ecuaţia (3.40). 


9. Electron pe orbită închisă în jurul 
protonului. Să presupunem că un electron 
se mişcă pe o orbită circulară în jurul unui 
proton la o distanță de 2 x 10-10 m. Con- 
siderăm protonul în repaus. 

(a) Exprimaţi viteza electronului egalind 
forța centrifugă cu cea electrostatică. 

(DP) Care este energia cinetică? Energia 
potențială? Exprimaţi valorile în jouli 
și electronvolți. 


R: E. = 548-101 JJ = 3,6 ev; 
Ep = 41540 — 72eV. 


(c) Cită energie este necesară pentru a 
ioniza sistemul, adică pentru a indepărta 
electronul la distanţă infinită fără 
energie cinetică finală? (Acordați deose- 
bită atenție diverselor semne.) 


10. Paradoxul vesortului. Ce este greşit 
in următorul raționament? Considerăm un 
corp de masă m menținut in repaus în punc- 
tul y=0, la extremitatea unui resort 
nealungit care atirnă vertical. Corpul este 
acum atașat resortului, care se va alungit 
din cauza forței gravitaționale mg care 
acționează asupra corpului. Cînd corpul a 
pierdut energia potenţială gravitațională 


mgy și resortul a ciștigat aceeași cantitate 
de energie potenţială, astfel incit: 


l 
may = — hp, 
egy > ua 


corpul va atinge echilibrul. Prin urmare, 
poziția de echilibru va fi dată de 
= 2mg 


y=— 


R 


11. Viteza de evadare de pe Lună. 
Folosind Rp = 1,7: 10% m şi ML = 7,3: 
- 1032 kg, găsiți: 

(a) Acceleraţia gravitațională pe suprafața 
Lunii. 


(b) Viteza, de evadare de pe Lună. 


12. Energia potențială a unei perechi 
de vesortuvi. Două resorturi, avind fiecare 
lungimea a în stare nedeformată și con- 
stantă elastică k sint fixate în punctele 
(—a,0) şi (+a,0) şi unite la celelalte capete. 
În cele ce urmează, presupunem că ele 
se pot întinde ori contracta în lungime fără 
a se îndoi (vezi fig. 5.19). 


(a) Arătaţi că energia potenţială a sistemu- 
lui, pentru o deplasare a capetelor unite 
în punctul de coordonate (z, y), este: 


Ep = A d + ai + pala — ap + 


+a — + pp — ap. 


(5) Energia potenţială depinde de ambele 
coordonate x și y și putem folosi derivarea 
parțială pentru a evalua forţele relevante. 
Amintim că derivata parțială a unei 
funcții f(x,y) este dată de regulile 
obișnuite de derivare conform relațiilor 


CI) 2 


d 
— f(z;y = const); 
0x dz ij ) 


MOR a (a = const; 9). 
i dy 
Găsiţi componenta fo.ței F2 și arătaţi că 
Fa = O pentu r= 0. 
(c) Găsiţi Fy pentru + = 0. Verificaţi sem- 
nele cu grijă pentru a fi siguri că rezul- 
tatul are sens. 


FIG. 5.19. 


(4) Trasaţi un grafic al energiei potenţiale 
ca funcție de r în planul +y, și găsiţi 
poziția de echilibru. 


13. Looping-ul. Un corp de masă m 
alunecă în jos pe o pistă fără frecare și din 
capătul de jos se ridică pentru a parcurge 
un cerc vertical de rază R. Găsiţi înălțimea 
de la care el trebuie să plece din repaus 
pentru a putea parcurge cercul complet 
fără a cădea sub acțiunea forței de greutate. 
Indicaţie. Care trebuie să fie forța exercitată 
de către pistă în punctul cel mai înalt? 


14. Spectrometru de masă cu timp de 
zbor, Funcționarea unui spectrometru de 
masă cu timp de zbor este bazată pe faptul 
că viteza unghiulară a mișcării elicoidale 
într-un cîmp magnetic uniform este inde- 
pendentă de viteza inițială a ionului. În 
practică, instrumentul produce un puls 
scurt de ioni și măsoară electronic timpul 
de zbor pentru una sau mai multe rotații 
ale ionilor din puls. 

(a) Arătați că pentru ioni de sarcină e, 
timpul de zbor pentru efectuarea a N 
rotații este aproximativ: 


NV 
t 2 Gai 
B 


unde î este exprimat în microsecunde, 1/ 
in unități atomice de masă şi B în tesla 
(1 uam = 1,66: 10%? kg). 


I9I 


(5) Arătaţi că raza de girație este aproxi- 
mativ: 
144 
Ra PINYIN 


B 


m 


unde V este energia ionului în electron- 
volți. 

(€) Calculaţi timpul de zbor pentru 6 rotații 
ale unui ion de potasiu %K simplu 
ionizat într-un cimp magnetic de 0,1 T. 

R: 152 us. 


15. Fluz de electroni în osciloscop. 
Într-un tub osciloscop, electronii sint acce- 
Jlerați din repaus de o diferență de poten- 
țial Ua şi trec printre două nlăci de deflexie 
electrostatică. Plăcile, care au o lungime |! 
și se află la o distanță d una față de alta, 
mențin între ele o diferență de potențial (>. 
Ecranul tubului este situat la o distanță L 
față de centrul plăcilor. Folosiţi relatia 


1 A 
At = — mu între potenţialul de acce- 


lerare şi viteza -. 

(a) Deduceţi o expresie pentru deflexia 
liniară D a petei pe ecran. 

(5) Presupunem că Ua = 400 V,U, = 10V, 
i=2 cm, d=0,5 cm, L= 15 cm; 
care este această deflexie? Apararul 
este ca cel din figura 3.6, cu deosebirea 
că plăcile sint apropiate. 


NOTE ISCRICE 


Descoperirea lui Ceres. (Această rela- 
tare ilustrează precizia predicţiilor bazate 
pe mecanica, clasică.) 


Prima planetă mică descoperită a 
fost Ceres, observată vizual de către Piazzi 
în Paiermo, Sicilia, în prima zi a secolului 
al XIX-lea la |! ianuarie 1801. Piazzi i-a 
observat mișcarea timp de cîteva săptămini 
dar apoi s-a îmbolnăvit și i-a pierdut urma. 

Mai mulți oameni de știință au calculat 
orbita noii planete din numărul limitat 
de poziţii observate de Piazzi dar numai 
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16. Impulsul fortei 

(a) Calculaţi impulsul forţei pe cre o 
minge o exerci.ă asupra alteia au:z-o 
ciocnire frontală complet  neelastică a 
două mingi de cite 0,5 kg, fiecare minge 
apropiindu-se de cealaltă cu viteza de 
1 m/s 

(b) Care este impulsul forței dacă ciocnirea 
este elastică? 


(c 


— 


Dacă presupunem că durata ciocnirii 
în (a) și (b) este 1: 1073s, găsiți în fiecare 
caz forța medie: 


FR ŞIFadt 
fişa 
17. Puterea. O bandă rulantă este 
folosită pentru a transporta nisip dintr-un 
punct în altul. Nisipul, aflat iniţial în repaus 
într-un coș, cade pe banda rulantă care se 
mișcă orizontal cu viteza vw. Neglijind 
frccarea şi ceea ce se întîmplă la celălalt 
capăt al benzii, găsiți puterea necesarâ 
pentru a menține banda în mișcare, în 
funcţie de v şi de masa de nisip M = dMjat 
care cade pe bandă într-o secundă. Cîtă 
putere este transformată în energie cinetică 
pe secundă? (Neglijați energia gravitațio- 
nală a nisipului căzut.) 


- 


R: Mut; 


Li 


N 


orbita calculată de Gauss a fost suficient 
de precisă pentru a prezice unde va trebui 
să se găsească planeta în anul următor. 
La 1 ianuarie 1802 planeta Ceres a fost 
redescoperită de Olbers la o distanță unghiu- 
lară de numai 30' față de poziția prezisă 
Pc măswră ce s-au acumulat mai multe 
observații, Gauss și alți astronomi au putut 
să îmbunătățească caracteristicile orbitei 
calculate, și, în anul 1830 poziţia planetei a 
fost la numai &”' față de localizarea prezisă. 
încluzind perturbațiile majore ale orbitei 


tui Ceres produse de Jupiter, Enke a găsit 
că poate reduce eroarea la o medie de 
6'"'[an. Calcule ulterioare, luind în considerare 
mai precis perturbațiile, au dat predicții 
care diferă de observații numai prin apro- 
ximativ 30”' după 30 ani. 

Relatări ale acestei descoperiri siut date 
în volumul 12 din Philosophical Magazine, 
1802; de văzut lucrările lui Piazzi (pag. 54), 
Von Zach (pag. 62), Tilloch (pag. 80) şi 
Lalande (pag. 112). Este amuzant de aflat 
că o societate de eminenți astronomi din 
Europa a fost organizată la Lilienthal, la 
21 septembrie 1800, cu „scopul expres de a 
căuta această planetă presupusă a exista 
între Marte și Jupiter... Planul societăţii 
a fost de a împărți întregul zodiac între cei 
24 membri...“. Datorită întirzierilor poștale 
din timpul războiului lui Napoleon, invi- 
tația de a participa la echipa de cercetare 
nu i-a fost transmisă lui Piazzi decit după 
ce și-a făcut descoperirea. Alte relatări ale 
descoperirii lui Ceres se găsesc în Astrono- 
misches Jahrbuch 1804/5. Calculele lui Gauss 
sint în volumul 6 din Opere (Werke), pag. 
199—211. 


Se crede că tradiția astronomică 
începută în Palermo de abatele Piazzi a 
ajuns la  Lampedusa [eroul romanului 
„Ghepardul“ (The Leopard), scris de des- 
cendentul său], prin intermediul abatelui 
Pirrone, care a fost mentorul spiritual și 
asistentul astronomic al lui Lampedusa. 


Descoperirea lui Neptun. În timpul 
primei jumătăți a secolului al XIX-lea, cind 
precizia observațiilor și a  teoriti s-au 
îmbunătăţit, s-a constatat că planeta 
Uranus nu se mișca conform cu legea gra- 
vitației şi cu conservarea energiei și a mo- 
mentului cinetic (vezi capitolele 6 și 9). 
Planeta era accelerată şi incetinită în mod 
inegal cu cantități mici dar foarte semni- 
ficative. Nu exista nici o cale de a explica 
această comportare pe baza proprietăților 
cunoscute ale sistemului solar și 2 legilor 
fizicii. În sfirşit, în 1846, Leverrier și Adams 
au descoperit în mod independent că postu- 
larea unei noi planete ipotetice, de o anu- 
mită masă şi orbită exterioară ca acea a 
lui Uranus, ar explica complet mişcarea 
anormală observată l. Ei au rezolvat ecu- 
aţiile pentru poziția acestei planete necu- 
noscute şi, după numai o jumătate de oră de 
căutare, noua planetă, numită Neptun, a 
fost găsită de către Galle, la doar 1* de pozi- 
ţia prezisă 2. În prezent, predicțiile referi- 
toare la pozițiile planetelor mari sint în 
concordanță pină la citeva secunde de arc 
cu observaţiile, chiar după o extrapolare 
de mulți ani. Precizia pare a depinde in 
întregime de completitudinea tratării diver- 
selor efecte perturbatoare. 

Este interesant de notat că planeta 
Pluto, care este şi mai departe de Soare, a 
fost descoperită intr-un mod similar, şi 
că elementele 93 şi 94 după uraniu (ele- 
mentul 92) au fost numite neptuniu și 
plutoniu. 


1 „Am demonstrat că nu este posibil să se explice observaţiile asupra acestei planete 
[Uranus] prin teoria atracției universale dacă plaueta ar fi supusă numai acțiunii soarelui şi 
a planetelor cunoscute. Dar toate anomaliile obserzate pot fi explicate pină la cel mai mic 
detaliu prin influența unei noi |[nedescoperite)] planete dincolo de Uranus ... Prezicem 13| august 
„1346) următoarea poziție pentru noua planetă la | ianvarie 1847: longitudinea heliocentrică 
reală 326*32'“, U. ]. Le Verrier, Compt. Rend. 23: 428 (1846). 


2 „l-am scris D-lui Galle la 18 septembrie pentru a-i solicita colaborarea : acest astronom 


talentat a văzut planeta in aceeaşi zi (23 septembrie 1846) in care a primit scrisoarea mea .. 
Longitudinea heliocentrică [observată 327*24' s-a redus la | ianuarie 154” ... Diferența [dintre 
observaţie și teorie] 052“. U. ]. Le Verrier, Compt. Rend. 23: 657 (1346). 

„Dl. Le Verrier a văzut noua planetă fără a avea nevoie să privească măcaro dată 
cerul, a văzut-o în vîrful stiloului său: el a determiuat prin puterea exclusivă a calculului poziția 
și mărimea unui corp situat mult dincolo de limitele cunoscute atunci ale sistemului nostri 
planetar...“ Arago, Compt. Rend. 23; 659 (1246). 

Pentru o introducere in magnifica controversă asupra acestei descoperiri, vezi pug. 741 — 754 
ale aceluiași voium din Compt. Rend (Paris), vezi, de asemenea, M. Grosser, [De:coperurea 
"ua Neptun („The Discovery ot Neptune“). (Harvard University Press, Cambridge, Mass. 1U62 
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Conservarea impulsului 
și a momentului cinetic 


Cuprins 


Forțe interne și conservarea impulsului 
Centrul de masă 
Exemplu. Ciocnirea particulelor care se unesc în urma ciocnirii (perfect neelastică) 
Exemplu. Componentele transversale ale impulsului . 
Exemplu. Ciocnirea particulelor care pot suferi excitații interne 
Exemplu. Ciocnirea elastică generală a particulelor de mase diferite. 
Sisteme cu masă variabilă 
Exemplu. Frinarea unui satelit datorită prafului cosmic 
Exemplu. Problema vehiculului spaţial 
Exemplu. Forța datorată unui lanț în cădere 
Conservarea momentului cinetic 
Momentele forțelor interne au vezultanta egală cu zero 
Momentul forței gravitaționale 
Momentul cinetic în raport cu centrul de masă 
Exemplu. Împrăștierea protonului pe un nucleu greu 
Exemplu. Acceleraţia unghiulară care însoțește contracția 
Exemplu. Forma galaxiei 
Probleme 
Lecturi suplimentare 


În capitolul 4 am considerat sisteme pentru care a fost valabilă invarianța 
galileană și am arătat că legea conservării impulsului unui sistem de particule 
în interacție este o consecință necesară a invarianţei galileene și a conservării 
energiei, cu condiția să nu acţioneze nici o forță externă. Conservarea impul- 
sului, o lege verificată cu precizie de experienţă, este o parte esenţială a „ansam- 
blului de cunoștințe clasice“ discutat mai înainte. În acest capitol prezentăm 
implicaţiile conservării impulsului asupra mișcării unui ansamblu de particule. 
Definim centrul de masă al sistemului de particule și învăţăm să privim miș- 
carea sistemului dintr-un sistem de referință în care centrul de masă este în 
repaus. Procesele de împrăștiere între perechi de particule constituie cazuri 
particulare importante. Introducem, de asemenea, conceptul important de 
moment cinetic, conservarea momentului cinetic și conceptul de moment al 
forței. Acestea sînt importante în mod deosebit în tratarea corpului rigid, 
în capitolul 8, și a forțelor centrale, în capitolul 9. 


FORȚE INTERNE ȘI CONSERVAREA IMPULSULUI 


În tratarea comportării dinamice a unui sistem de particule constatăm 
că este util să facem distincție între forțele de interacție dintre particulele 
sistemului și alte forțe datorate unor factori externi, cum ar fi un cîmp gravi- 
tațional sau electric, în care se poate afla sistemul de particule. Vom numi 
forțele dintre particule forțe înterne ale sistemului. 

Forţele interne nu pot afecta impulsul total al ansamblului de particule, 
unde prin îmfuls total înțelegem suma vectorială: 


în 
p= mw. (6.1) 


s=l 


(Demonstrația a fost dată în capitolul 3 și ea va fi reamintită studentului 
în analiza. care urmează.) Considerînd aceste forțe interparticulă ca fiind new- 
toniene, știm că pentru interacțiunea reciprocă a oricăror două particule forțele 
satisfac relația: 


F, == F,. 


unde F,, reprezintă forța exercitată asupra particulei î de către particula 7 
și reciproc. Atunci, conform legii a doua a lui Newton, conchidem că în orice 
interval de timp variația impulsului particulei ș produsă de forța F,, este egală 
și de sens contrar cu cea produsă asupra particulei ș de forța F,,, și astfel 
variația impulsului datorită interacţiei mutuale a acestei perechi de particule 
este zero. Acest raționament este valabil pentru oricare pereche de particule 


196 


din sistem, cu condiția ca interacțiunea oricărei perechi să nu fie afectată de 

altor particule. Astfel tragem concluzia că forțele interne nu pot 
afecta impulsul total al unui sistem, deoarece suma vectorială a tuturor 
forțelor interparticulă va fi zero. 

În acest paragraf ne-am referit la impulsul total al sistemului. În cele 
ce urmează vom extinde. raţionamentul pentru a arăta că forțele interne nu 
pot să producă nici 0 variație a momentului cinetic al unui sistem de particule. 
Recunoașterea acestor două principii de conservare în legătură cu forțele 
interne simplifică considerabil înţelegerea şi analiza multor probleme de miș- 
care colectivă. 


CENTRUL DE MASĂ 


Poziția R.„. a centrului de masă al unui sistem de Nparticule, în raport cu 
o origine fixă O este definită ca: 


(6.2) 


Ea este o poziție medie, ponderată în funcţie de masele particulelor. Pentru 
un sistem de două particule 


=> TM El TaMe (6.3) 
cm. M, „A M, 


după cum este indicat în figurile 6.1 și 6.2. 


FIG. 6.1 Două corpuri de mase M, și M; FIG. 6.2. Pentru două corpuri de mase MW, 


în pozițiile a, șI pe axa ă. au centrul de su MI, in poziţiile arbitrare r, Și 73. Rem. = 
masă situat la X = (Ms, + M=29](M, + = (Ma + Mars) (MM, + Ma). 
+ M). 
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FIG. 6.3 tu: în absenţa lorțelor externe FIG. 6.3. (b; Nucleul se dezintegrează n, 
teza centrului de masă este constantă. mes trei particule care pornesc m «direcții diferite. 
ut numele puclioiavtiy cut viteză şi este pr Totuşi, nteza centrului «le masă al acestor 
punctul de a se dezintegra. trei particule rămine neschimbată. 


Derivăm ecuația (6.2) în raport cu timpul pentru a obţine viteza centrului 


de masă: 
Dor, SM, 
Ra 
DM, XM, 


dar SM, „ este tocmai impulsul total al sistemului. În absența forțelor ex- 


(6.4) 


n - 
terne, impulsul total este constant, astfel încît: 


Rue == const. (6.5) 


Aceasta este o proprietate remarcabilă a centrului de masă: viteza centrului 
de masă este constantă în absenta fortelor externe. Aceasta este adevărat, de 
exemplu, în cazul unui nucleu radioactiv care se dezintegrează în zbor (vezi 
fig. 6.3 a și b) sau pentru un proiectil care explodează în fragmente într-o 
regiune în care nu acţionează forțe. 

Este ușor de arătat, din ecuația (6.4), că accelerația centrului de masă 
este determinată de forța externă totală care acționează asupra sistemului 
de particule. Dacă F, este forța exercitată asupra particulei n, atunci, derivînd 
ecuaţia (6.4) în raport cu timpul, avem: 


(3 Rea = 2 (ri Re Eau (6.6) 


unde în membrul drept forțele interne interparticulă sînt excluse din suma 
3 F, peste toate particulele. 
n 


Acesta este un alt rezultat semnificativ: în prezenta forțelor externe vec- 
torul accelerație al centrului de masă este egal cu suma vectorială a forțelor externe, 
împărhtă prin masa totală a sistemului. Cu alte cuvinte, putem folosi metodele 
pe care le-am expus în capitolele 3—5 pentru a trata mișcarea centrului de 
masă ca și cum întreaga masă a corpului ar fi concentrată acolo și toate forțele 
externe ar acționa asupra lui. (Acest principiu este important în mod deosebit 
în problemele privind corpul rigid tratate în capitolul 8.) Ca un alt exemplu, 
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centrul de masă al Pămîntului și Lunii se mișcă pe o orbită aproximativ cir- 
culară în jurul Soarelui. Vom trece acum la ilustrarea utilității centrului de 
masă tratînd cîteva probleme importante de ciocnire. (Am rezolvat deja 
cîteva probleme în capitolele 3 și 4). 


EXEMPLU 


Ciocnirea particulelor care se unesc în urma ciocnirii! (perfect neelastică). Considerăm 
ciocnirea a două particule de mase M, și MM care se unesc şi se mișcă solidar după ciocnire. 
Fie Ma in repaus pe axa x inaintea ciocnirii și fic viteza v, - uşă care descrie mișcarea lui M, 
inaintea ciocnirii. 

(1) Descrieţi mișearea lui M = M, = MM, după ciocnire. Figura 6.4 a și b ilustrează 
smața. Indiferent dacă ciocnirea este elastică sau neelastică impulsul total rămine neschimbat. 
«oemrea considerată aici este neelastică. Componenta + a impulsului inițial este Mr, com- 
ponența x finală este (A/, + Azov. Celelalte componente sint zero. Din conservarea impulsului 
avem: 


Myv = (M, + May (6.7) 


astfel] încît viteza finală v este dată de: 


Max, (6.8) 
M, + Ma 


V == 


i şi, deoarece particulele se mișcă impreună, vectorul: 


Xe m, amută, £ >0 


«“leserie mişcarea sistemului după cioenire. În conformitate cu ecuaţia (6.5) aceeasi relație 


FIG. 6.4. (a). Chiar într-o ciocnire neelastică, FIG. 6.4. (b) După ciocnire po > My =: 
impulsul trebuie să se conserve. Considerăm = (M, + Mah, astiel incite e Mutu AM, — 
o ciocnire în care particulele se unesc în urma + M)<v,. 

ciocnirii. Înainte de ciocnire pz = Mu. 


1 Cazul particulelor de mase egale a fost tratat in capitolul 4 (pag. 143). Veţi constata 
"că este instructiv să calculati Ac in ambeie steme de referință pentru cazul general de aci. 
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FIG. 6.4. (€) X= (Max, + M-=2)1(M, My), FIG. 6.4. (d) În sistemul de referință al 
aste inc X = Mi (M, + M,). X nu va- centrului de masă, vitezele lui M, și M, 
riază în timpul ciocnirii. inainte de ciocnire sînt u,, respectiv us. 

După ciocnire, (M, + Ma) este in repaus. 


trebuie să descrie mișcarea centrului de masă în orice moment, înainte și după ciocnire; 
folosind egalitatea (6.7) avem: 


M 
Xem. == ———— lt (6.9) 
M, — M, 
relație ilustrată în figura 6.4c. 
(2) Care este raportul dintre energia cinetică după ciocnire şi energia cinetică inițială? 
Energia cinetică Ec te ciocnire este: 


M Mb? 
Ecf = = (0,4 M ape 0 Pi e e (6.10) 
(M, + M3)* 2(M, = Ma) 
Euergia cinetică inițială Ec este egală cu - M,vţ, astfel încît: 
Fe fa (6.11) 


A pp 

Ec M, + Ma 
Restul de energie apare în excitaţiile interne şi căldură, în sistemul compus după ciocnire. Cînd 
un meteorit de masă M, izbește pămintul de masă M, și rămine în contact cu el, practic 
toată energia cinetică a meteoritului apare sub formă de căldură în pămînt, deoarece 
M, &M, + Me. 

(3) Descrieți mișcarea înainte şi după ciocnire în sistemul de referință în care centrul 
de masă este în repaus. (Un astiel de sistem de referință este numit sistemul centrului de masă 
și este arătat în figura 6.4, d.) 

Poziţia centrului de masă al sistemului este dată de expresia (6.9): 


Viteza centrului de masă este: 

NE. E 
M, + Mg 
În sistemul de referință al centrului de masă viteza inițială u, a particulei | este: 


M A 
sa tip [ca — | aa Etap. 
TR -- 58 V, - Mg 


ş d 
Vi Xe DT Xem. = mă 
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În sistemul de referință al centrului de masă viteza inițială us. a particulei 2 este: 


A 
uw= —V= — PR d 
M, + Mg 
De notat că: 
A 
Mu + Mau = A! III v |x=0. 
M, + Ma M, + Ma 


Se poate vedea avantajul sistemului de referință al centrului de masă; impulsurile particulelor 
sint totdeauna egale şi de sens contrar. 

În timpul ciocnirii, particulele se unesc; noua particulă obținută are masa M, + M, 
și trebuie să fie în repaus în sistemul centrului de masă. În raport cu sistemul laboratorului, 
noua particulă are deci 'iteza V a centrului de masă, care este exact viteza din ecuația (6.8) 
obţinută pe baza argumentului anterior. 


EXEMPLU 


Componentele transversale ale impulsului. Două particule de mase egale se mişcă inițial 
pe traiectorii paralele cu axa x şi se ciocnesc. După ciocnire, se observă că una dintre particule 
are o valoare particulară uy(!) a componentei y a vitezei. Care este componenta » a viteze! 
veleilalte particule după ciocnire? (Amintim că fiecare componentă x, v, sau 7 a impulsului 
total se conservă separat.) 

Înaintea ciocnirii, particulele se mişeau de-a lungul axei x, astfel incit componenta v i 
unpulsului total este zero. Din conser'rarea impulsului, componenta + a impulsului total trebuie 
să fie zero şi după ciocnire, astfel încît: 


Mluy( 1) + vy(2)] = 0 
de unde: 


vy(2) -— vy( l). 


Nu putem calcula vy( 1) fără a specifica traiectoriile imițiale şi detaliile fortelor in timpul procesului 
de ciocnire. : 


EXEMPLU 


Ciocnirea particulelor care pot suferi excitații interne. Două particule de mase egale și 
viteze egale dar opuse 4+v; se ciocnesc. Care sint vitezele după ciocnire? 


Centrul de masă este in repaus şi trebuie să rămină in repaus, astfel incit “itezele finale 
=» sint egale şi de sens contrar. Dacă ciocnirea este elastică, conservarea energiei cere ca viteza 
tinală u/ să fie egală cu viteza inițială «;. Dacă una sau ambele particule sînt excitate interu 
Dorin ciocnire, atunci din conservarea energiei rezultă v; < v;. Dacă una sau ambele particule 
unt inițial în stări excitate ale mișcării lor interne şi în timpul ciocnirii ele transferă energiu. 
de excitare în energie cinetică, atunci v; poate fi mai mare decit v;. 
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EXEMPLU 


Ciocnirea elastică generală a particulelor de mase diferite. Aceasta este o problemă celebră 
O particulă de masă M, se ciocnește elastic cu o particulă de masă M, care inițial este in 
repaus in sistemul de referință al laboratorului. Traiectoria lui M, este deviată cu un unzhi 6, 
prin ciocnire. Valoarea maximă posibilă a unghiului de iîmprăștiere 6, este determinată de 
legile conservării energiei și impulsului, independent de detaliile interacției dintre particule. 
Problema noastră este de a găsi (0,)mar. Vom vedea că, lao anumită etapă a calculului, este 
con'renabil să privim ciocnirea din sis emul de referinţă in care centrul de masă este în repaus 

Notăm vitezele inițiale in sistemul laboratorului (fig. 6.5) prin: 


Led 
VUK; Va=0 


și “ritezele finale (după ciocnire) prin v, şi v,. Legea conser'ării energiei cere ca intr-o ciocnire 
elastică energia cinetică totală inainte de ciocnire să fie egală cu energia cinetică totală după 
ciocnire. Astfel: 


l l 
g Mt E zi My? - = Ma (6. 12) 


unde am ţinut seamă de condiția inițială v, = 0. Legea conservării impulsului aplicată compr 
nentei x a impulsului cere ca: 


My, = Mu cos 6, + Moi, cos 6,. (6.13) 


Dacă interrin numai două particule, procesul poate fi considerat a avea loc in intregime in 
planul xy. Legea conservării impulsului aplicată componentei y a impulsului dă: 


0 = Mu, sin 6, — My, sin 6,, (6.14) 


deoarece inițial componenta + a impulsului a fost zero. 

Este perfect posibil, cu prețul însă al unor calcule greoaie, să rezol'zăm ecuaţiile (6.12) — 
(6.14) simultan pentru orice mărime care ne interesează. Aceste ecuații exprimă intregul con- 
ținut al legilor de conservare. Dar este considerabil mai elegant și mai instructiv să privim 
ciocnirea din sistemul de referință al centrului de masă. Întii găsim viteza V a centrului de 
masă in raport cu sistemul laboratorului. Poziţia centrului de masă este definită ca: 


Mary + Mare 
a. 
M, + Ma 


Re:m.= 


după cum s-a arătat mai înainte in formula (6.5). Prin derivare, obținem viteza V a centrului 
de masă: 


E ya, (6.15) 


M, + Me M, + Ma 


. 
Rem. 


unde am exprimat rezultatul in funcție de vitezele v, şi ve înainte de ciocnire, cu v=0 
“Obserzați că aceasta este pur și simplu ecuaţia (6.4 scrisă pentru condițiile de acum. 

Notăm cu u, și u, vitezele inițiale în sistemul de referință care se mișcă sohdar cu cen- 
trul de masă si cu u,, w vitezele finale. Vectorii viteză in sistemul de refermță al laboratorului 
sînt legați de cei din sistemul centrului de masă (fig. 6.6) prin relațiile: 


I 


=u+V Vp=u+V. 

L.epile de conser'zare ne permit să înțelegem imediat anumite caracteristici ale ciocnirii. Con 
servarea impulsului în sistemul centrului de masă cere ca unghiul de împrăștiere al particule, 
1 să fie egal cu cel al particulei 2; adică, tranectoriile trebuie să fie coliniare atit înainte cit și 
după cwwemre. În caz contrar, centrul de masă nu ar putea rămîne în repaus în sistemul de 
referință pe carc il utilizăm, așa cum trebuie să rămină, în absența unor forțe externe care să 
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PIG. 6.5. O ciocnire între M, și M, nu FIG. 6.6. În sistemul centrului de masă 


este „bhuatori lumtată la o sigură dimen- VI, Și Ma trebuie să plece in direcții opuse 
stane În mstemul laboratorului, Veste n “după ciocnire. Toate unghiurile 0 < 0 < 
repaus inaintea ciocnirii, sint posibile, iar pentru o ciocnire elastică 


ui = şi lui =. 


„u ționeze asupra particulelor. În plus, dacă energia cinetică se conservă, mărimea vitezelor in 
<Stemul centrului de masă nu trebuie să vareze; astfel incit intr-o ciocnire elastică u, ILE 
SI mp *- up. Descrierea crnematică în sistemul centrului de masă se constată a fi remarcabil de 
simplă, fără nici o restricție asupra unghiului de imprășştiere Oc.m. impusă de legile de conser'zare. 
Vltima afirmație nu este, in general, adevărată pentru unghiurile de imprăștiere 0, și f2 
în sistemul laboratorului.) 

Să revenim la sistemul laboratorului. Avem, scriind pentru comoditate 0 in loc de 6,.m.: 


sin 6, _w sin, _ _ m sin 
cos 6,  wcos6,  mcos0-+V 


unde am folosit faptul că componenta y a vitezei finale a particulei | este identică în cel 
mă sisteme de referință. Mai departe, 4, 1, presupunind că ciocnirea este elastică, astfel 
încit: 

sin 


tg 6, = CO ia (6.17) 
Ecuațiile (6.15) și (6.16) pot fi acum combinate pentru a da relațiile: 
e ES (u, + V); Ş sl u, 
M, + Mg M, 
de unde ecuația (6.17) devine: 
tg 6, = sin 6 (6.18; 


cos 6 + M,lM, 


Figura 6.7 a şi b ilustrează această expunere. 

Vrem să aflăm valoarea lui (0,)maz. Dacă M, > Mp, aceasta poate fi aflati prafic din 
*unaţia (6.18) sau folosind calculul diferențial pentru a determina valoarea maxim: a lui tg f), 
“a funcție de 6. Vedem din relaţia (6.18) că pentru M, > Ma numitorul nu poate fi niciodată 
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FIG 6.7 1 Viteza finală u! a lui M, m 
“stemul centrului de masă este desecompusă 
în componentele şi y, în figură. 


FIG. 6.8. (a). Prutru M,<M, te, 
= sin 8/(cos 6 + M,/M,) tinde câtre infinit 
pentru 8 = 6, = arccos (— MM Toate 
unghiurile 0 Ss 8, Sr =înt posibile. 


FIG. 6.7. (B) În sistemul laboratorului com- 
ponentele x și yale lui, sînt cele indicate. 
Evident (amintiți-vă că 4, = u,) 

sin _ sin 9 


180,.=—————— = ee i n 
cos 6 + V|/u, cos 6 + M,/M, 


FIG. 6.8. (b) Pentrn M, = M,, tg 6, tinde 
către infinit pentru 6 = 7. Astfel, toate 
unghiurile 0 < 6, < m/2 'sint posibile ca 
rădăcini ale ecuaţiei pentru tg 6,. 


FIG. 6.%. (e) Pentru M, > M3, tg, nu 
tinde niciodată către infinit. Astfel, 
0 < 8, < arc sin (M,/M,) < re|2. 


ze 
î- 
M, << MŞ, orice valoare a lui 6, este permisă. Figura 6.8, a—c ilustrează grafic aceste relații. 


zero şi (0,)maz trebuie să fie mai mic decit Dacă M, = Ma, atunci (0,)maz = . Daeă 
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SISTEME CU MASĂ VARIABILĂ 


În capitolul 3 am exprimat legea a doua a lui Newton sub forma: 


pF — AP 
di 


unde p este impulsul Mv. Pentru obiecte de masă constantă, aceasta devine 
relația familiară F = Ma, dar există o clasă de probleme de mecanică în care 
masa unui obiect în mișcare poate să nu fie constantă și în aceste cazuri 
este necesar să recunoaștem dependența de timp a lui M cînd exprimăm 
dp/dt. Legea a doua devine, în acest caz: 


Dia a : (6.19) 


Numeroase probleme interesante și importante sînt tratate pe baza ecuației 
16.19), ca de pildă mișcarea rachetelor, frinarea mişcării sateliților de către 
atmosferă şi mișcările unor obiecte cum ar fi lanţurile, pentru care porțiunea 
care se mișcă poate varia în timp. Vom analiza în continuare cîteva exemple. 


EXEMPLU 


Frînarea unui satelit datorită prafului cosmic. Pe un satelit aflat într-un spațiu lipsit de 
torţe se depune praf care staționează in cosmos, cu o viteză dă//dt = cv, unde M este masa 
si + -rteza satelitului; c este o constantă care depinde de aria secțiunii transversale străbătute. 
Care este decelerația? 

Considerăm problema din sistemul de referinţă în care praful interplanetar este în :epaus 
“razi fig. 6.9). Impulsul sistemului total constind din satelit și praf este constant, deoarece 
n1u o forță externă nu este prezentă în problemă. Ecuația (6.19) ue permite atunci să scriem: 


P = E (0y) = di + Mi =0 
$ 


sau, deoarece mişcarea este unidimensională iar M = cv, deceleraţia este: 


(Un exemplu este problema 16 de la sfirșitul acestni capitol.) 


FIG. 6.9. Obiect mișcindu-se printr-un norde FIG. 6-10. Un zemeul se mișcă cu viteza 
pral. raportat la sistemul de referință legat i într-uu sistem imerțial; gazul expulzat cu 
de nor. viteza de evacuare Vy se mișcă cu viteza 
v— Vo: 
o 


Este posibil să pri'rim această problemă si altfel, considerind că o forță de rezistenţă 
datorată prafului acţionează in mod constant şi incetinește satelitul. Forţa de rezistență va ti 
upusă (legea a treia a lui Newton) forţei exercitate de către satelit asupra mediului de prat. 
u timp ce i! străbate. l.a orice moment, forța exercitată asupra mediului sa fi egală cu 

A ga P : i 3 dM 
viteza de variație a impulsului iransmis particulelor de praf. care este: sau cu?. Forța de 
dt 
rezistență asupra satelitului este in consecinţă — cr?, iar cdecelerața satelitului se za obține 
din legea a doua a lui Newton aplicată în mod obișnuit: 


EXEMPLU 


Problema vehiculului spațial. Un -zehicul spațial proiectează im urma sa combustibil ars 
cu o viteză V, în raport cu vehiculul: viteza de variaţie a masei vehiculului este M = —a, 
+» constantă. Să se serie şi să se rezol'e ecuația (ie mișcare a rehiculului spaţial, neghyind gra- 
“itația. 

Fie v -riteza 'rehiculului la timpul î. Viteza combustibilului raportată la un Sistem de rete- 
ruţă inerţial (nau sistemul “rehicululuu este —9,- v. Presupunem că V,, ȘI v sint opuse, astlel 
incit problema este unidimensională, după cum se arată in figura 6.10. 

In absenţa oricăror forţe externe, impulsul siwtemului total coustinci dun relicul si gazele 
arse este constant. Astfel F = dp/d! = 0 şi putem scrie: 


= = Me — va - (v— Poa =0, (6.20) 
e 


relaţie in care termenii au următoarele interpretări fizice: 
Mi = viteza cu care vehiculul cîștigă impuls datorită accelerării; 
— va = viteza cu care vehiculul pierde impuls datorită pierderii de masă: 
(v — Vajz = viteza cu care creşte impulsul norului de gaze arse. Ecuația (6.20) se simpli: 
ică dind: 
Mi =aVa. (6.21) 
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Deoarece “iteza cu care are loc pierderea de masă este o constantă, — x, masa 'rehicululu 
la timpul t este: 


M= M —at 

unde M, este masa inițială la timpul ? = 0. Ecuația (6.21) devine: 
(M — at)d = aVe- 

Pentru a obține viteza vehiculului ca funcție de timp exprimăm: 


ş 2 2 YalMe 
1 — at/Me 


și integrăm, cu presupunerea că v = vg la îi = 0, pentru a obține: 


7 miti Valu i, (6.22) 


Mo a ai 


Termenul at nu devine niciodată egal cu Mg. deoarece rehiculul nu constă numai din cum- 
“ustibil: dar el poate fi pină la 90%, combustiinl. Ecuația (6.22) pune in ezidență avrantarul 
propulsării combustibilului cu -riteză mare. Maximum de eficiență m propulsare ar Îi obtinut 
cu fotom, aheă lumină, pentru căre Ve *c. Dar, pe de altă parte, este aren să se epuizezr 
în acest fel o masă mare de combustibil! 


EXEMPLU 


Forta datorată unui lant în cădere. () ilustrare familiară este furnizată de turta exercitată 
aspră unei platforme stationare de către un lant uniform Și [lexibil suspendat rertical care 
“ade pe platformă. Considerăm că un astfel dle lanț este suspendat imiţial dle unul «dm capete 
ăla capăt atingind platforma. În figura 6.11 lantul este arătat unediat «lupă ce este lăsat 
„er adică după ce a coborit pe o distanță s și o porțiune din lanţ de această lungime a căzut 
pe platformă. i 

Forța totală indreptată în sus, exercitată de către platformă asupra lanțului trebuie. 
e ste e parte, să suporte partea din lanț care a ajuns în repaus Şi, pe de altă parte, să reducă 
in mod continuu la zero impulsul elementelor de lanţ care sosesc, Aceste două contribuții mt 
exprimate prin !: 


f= pas + ps? 


FIG. 6.11. Un lanț in cădere, de densitate 
liniară p. În intervalul de timp d? un element 
de masă pds ajunge pe platformă, mişcindu-se 
cu viteza 5. Astfel, viteza de “variaţie a impulsu- 
lui lanţului datorită căderii pe platformă este 
p(ds/d:) : 5 sau psă. Platforma trebuie, de ase- 
menea, să suporte greutatea pgs a porțiunii de 
lanț căzute. 


1 (gds)ds/d? este impulsul mase! pds care este redus la zero în timpul di. Deci, teza «te 
variație a impulsului = p(ds/d?) - ds/dt = gs. 
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unde este densitatea liniară (adică masa pe unitatea de lungime) a lanțului. Dar, deoarece 


partea în cădere liberă a lanțului are accelerația g, avem s? — 2gs. În consecință: 


3 3045. 


Astfel, la orice moment. platforma exercită o forță de trei ori mai mare decit greutatea por- 
țiunii din lanţ care a căzut pe ea. 

(Este instructiv să priviți această problemă in alte moduri, ca de exemplu considerind 
acceleraţia centrului de masă al lanțului sub influența gravitației și a forței exercitată asupra 
sa de câtre platformă. Rezultatul de mai sus se obține uşor.) 


CONSERVAREA MOMENTULUI CINETIC 


Ne ocupăm acum de importantul concept de moment cinetic. Momentul 
cinetic ] al unei singure particule în raport cu un punct fix arbitrar (fix într-un 
sistem de referinţă inertal) luat ca origine este definit ca: 


|J=rxp=rxMv! (6.23) 


unde p este impulsul (vezi fig. 6.12 a și b). Unitatea pentru momentul cinetic 
în SI este ke :m?/s sau ] :s iar în CGS g -cm?/s sau erg :s. Componenta 
Jui ] de-a lungul oricărei drepte (sau axe) trecînd prin punctul de referinţă 
fix este numită adeseori momentul cinetic al particulei în raport cu această axă. 

Dacă forța F acționează asupra particulei, definim momentul forței în 
raport cu același punct fix, ca: 


M=rxF| (6.24) 


FIG. 6.12 (a). Momentul cinetic J în „FIG. 6.12. (b) Momentul cinetic fn raport 
raport tu punctul O este definit în figură. cu alt punct A este diferit chiar pentru 
aceeași particulă, cu același impuls p. 


FIG. 6.14. Momentul M efectiv în punctul 0. FIG. 6.14. Particula M, supusă unei iorțe 

al forței F aplicate în punctul A, avînd “vectorul centrale de respingere F(r), cu centrul în 0. 

de poziție e, este r X F. M are directia nor. Deoarece momentul forței M=rxF=0, 

+nalei la planul definit de r si F. avem ] =: const. ] este un vector perpen: 
dicular pe planul hirtiei. 


(Această mărime a apărut, după cum vă puteți aminti, în capitolul 2.) Unita- 
tea pentru momentul forței în SI este N x m iar în CGS dn xcm. Figura 
6.13 ilustrează relaţia (6.24). Derivînd ecuaţia (6.23), avem: 


d). „d AI dp 
ai as | du mi n. albilor 
lar: 
die pai Mv=0 
dt 


şi, folosind legea a doua a lui Newton într-un sistem de referință inerţial: 


Pt 
d/ 


Obținem astfel rezultatul important: 


(6.25) 


Viteza de variaţie în timp a momentului cinetic este egală cu momentul forței. 

Dacă momentul forței M = 0, atunci ] = const. Momentul cinetic este 
constant în absența unui moment al forței; aceasta este o formulare a legii 
conservării momentului cinetic. De remarcat că legea conservării momentului 
cinetic nu se referă numai la particule care se mişcă pe orbite închise. Ea se 
aplică în egală măsură în cazul orbitelor deschise (ca în fig. 6.14) și al procv- 
selor de ciocnire. 

Considerăm o particulă supusă unei forțe centrale de forma: 


F= ?f(r). 


O forță centrală se definește prin faptul că este în orice punct dirijată exact 
către (sau dinspre) un punct particular. Momentul forţei este: 


M=rxF=r x Tf(7) = 0 


astfel încît pentru forțe centrale: 


d] 
— =0 6.26 
Ep (6.26) 


și momentul cinetic este constant. Într-un astfel de caz, mișcarea particulei va 
fi limitată la un plan normal vectorului constant ]. (În capitolul 9 vom utiliza 
des acest rezultat.) Considerăm acum generalizarea ecuaţiei momentului 
cinetic la un sistem de N particule în interacție. 


Momentele forţelor interne au rezultanta egală cu zero. Forțele de interacțiune 
care pot fi prezente între particulele unui sistem dau naștere unor momente 
interne. Vom arăta acum că acestea au o rezultantă nulă, astfel încît numai 
momentele forțelor externe pot modifica momentul cinetic al unui sistem de 
particule. 

Incluzînd toate forţele, scriem momentul total al forțelor: 


M= x F, (6.27) 


sl 


unde prin z sînt indiciate particulele sistemului, iar n este numărul total al 
particulelor care compun sistemul. l)ar forţa F, asupra particulei 1 este dato- 
rată parțial agenţilor externi sistemului și parțial interacțţiilor ei cu alte parti- 
cule; astfel: i 


F, = f, me sal f., 
= 


unde f, reprezintă forţa externă iar f,, este forţa exercitată asupra particulei 
+ de către particula j. Notaţia £' indică faptul că termenul ; = 1 este exclus 
deoarece forța unei particule asupra ei însăşi nu are sens aici. Aceasta ne 
permite să scriem ecuația (6.27) sub forma: 


M = Xr, < [ri rău) Xa fo Pr te 
Li 3 4 Li 3 


unde ultimul termen cu suma dublă este suma vectorială a momentelor forțelor 
interne ale sistemului, pe care o vom nota Me. 

(O) examinare mai atentă a expresiei lui M,, arată că aceasta poate fi 
descompusă într-o sumă dublă de perechi de termeni: 


Mine = Z|Z e X fa F5X 2) (6.28) 


unde pentru fiecare valoare a lui i sumăm peste toate valorile lui 7, excluzînd 
= î. (Această descompunere se recunoaşte ușor tratînd un sistem constînd 
dintr-un număr mic de particule ; vezi probl. 5.) Dar, în conformitate cu legea 
a treia a lui Newton, f, = - fi; și ecuaţia (6.28) devine: 


Miu = PD PL: NE) x ta]: 
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Dacă forțele dintre particule sînt dirijate de-a lungul direcţiei care unește 
perechile care interacționează, adică dacă torțele sînt centrale, această expresie 
va fi zero, deoarece forța f;, este paralelă cu r; -- r,. Astfel: 


Mu, = 0. (6.29) 


Acest rezultat (pe care nu-l vom demonstra totuși aici) este valabil, de ase- 
menea, și pentru forțe de interacție necentrale. 


Momentul forţei gravitaționale. () chestiune importantă în problemele de 
mișcare la suprafața pămîntului este următoarea: se poate găsi un punct 
într-un corp extins (adică, un corp compus din mase punctiforme sau dintr-o 
distribuție continuă de masă), astfel încît momentul tuturor forţelor gravita- 
ţionale în raport cu acest punct să fie zero? De exemplu, dacă un băț uniform 
este fixat la un capăt, forța gravitațională va avea un moment în raport cu 
acest capăt, cu excepția cazului în care bățul este vertical. Unde trebuie fixat 
bățul astfel încît momentul să fie nul? Evident, în acest caz simplu bățul 
trebuie fixat în centru, dar să tratăm problema în cazul general. 

Considerăm un punct O, ca în figura 6.15: 


M, = Pr, X mag. 


l)eoarece g, accelerația gravitaţională, este constantă, putem rescrie această 
expresie ca: 


Mo = (Smar,) X g. 
Dar: 
Z ma = Rem. Em. 
Prin urmare, dacă 0 este centrul de masă: 
Şmar, =0 și M=0. 


Acest punct este numit adeseori centru de greutate ; el este identic cu centrul 

de masă cu condiţia ca accelerația gravitaţională g să fie aceeaşi în orice punct 
al corpului. 

Dacă punctul nu este centrul de masă, care va fi valoarea lui M? Ştim că: 

ZF, = 5mg=Mg=F, (6.30) 

unde A este masa totală. Se poate exprima momentul în raport cu un punct 

A în figura 6.16 simplu, în funcție de această forță Mg: 

Ma = Pra: X m8 = (Rao + fo) x mg = Rox mg = 

= Ro X Mg=RemX Me | (6.3) 

unde am folosit faptul că Xm,ro; = 0, deoarece punctul 0 este centrul de masă. 


Vedem, așadar, că efectul total al forțelor de greutate poate fi înlocuit prin 
acela al unei singure forțe Mg acţionînd în centrul de masă (vezi probl. 6). 


Momentul cinetic în raport cu centrul de masă. Momentul cinetic total 
al unui sistem de particule în raport cu un punct arbitrar fix într-un sistem de 
referință inerţial. luat ca origine, este, din ecuația (6.23) 


pĂ 
J= Ma XV. (6.32) 


sa | 
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IG, 6.15. Momentul forței gravitatonale, mg. FIG. 6.16. Momentul forței gravitaționale 
în vapori. co O este ri X mg. n raport cu A poate îi exprimat ca Rem. X 
x Mg, unde O este centrul de masă. 


Ca şi în cazul unei singure particule, valoarea lui ] depinde de punctul pe 
care îl alegem ca origine 0. Notînd cu R.,. vectorul de poziţie al centrului 
de masă în raport cu originea 0, scriem J] într-o formă convenabilă și impor- 
tantă, adunînd și scăzînd cantitatea: 


ÎI MR. XV 
la expresia din ecuaţia (6.32). Astfel: - 


N „BĂI 
J — SS Mur, —R,.a.) x vV; + Î> MRe.a. X v, ii uman 2 Rn: x P (6.33) 
=) 3) 


unde |, „„ este momentul cinetic în raport cu centrul de masă iar P = EM, 
este impulsul total. Termenul R.,. x P este momentul cinetic legat de miș- 
carea centrului de masă în jurul originii. Acest termen depinde de alegerea 
originii, în timp ce Je... este independent de această alegere. În fizica moleculei, 
a atomului sau a particulelor elementare este util să numim Je.„. momentul 
cinetic de spin sau simplu spin. 

Utilizînd Mi, = 0, avem din ecuaţiile (6.25) și (6.33): 


(6.34) 


Îi = Jen. + Re. X P (6.35) 


Aici Je. este momentul cinetic în raport cu centrul de masă, întimp ce RX 

x P este momentul cinetic al centrului de masă în raport cu originea arbitrară. 
Este, de obicei, o idee foarte bună să alegem originea în centrul de masă. 
Atunci ecuaţia (6.34) poate fi scrisă ca: 


d 
E Je... = Mar. 
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Dacă nu acționează forțe externe, atunci M,, = 0, iar ].„. este constant. 

Am văzut că mișcarea centrului de masă este determinată de forţa externă 
totală care acționează asupra corpului. Vedem acum că rotația în jurul cen- 
trului de masă este determinată de momentul total al forțelor externe. (În 
capitolul 8, vom utiliza în mod deosebit acest rezultat.) 

Semnificația geometrică a momentului cinetic al unei particule aflate pe 
o orbită care înconjoară originea este sugerată în figura 6.17. Vectorul arie 
AS al triunghiului este dat de: 


AS=—rx Ar. 


Atunci: 
rXY=—rxp=—]J. (6.36) 


Am văzut că, în cazul forțelor centrale, pentru o alegere convenabilă 
a originii, ] = constant. 

Dacă într-o problemă de mișcare a unei planete originea este luată în 
Soare, atunci, neglijînd perturbațiile produse de alte planete, momentul 
cinetic al planetei este constant. În cazul forţelor centrale, vedem din ecua- 
ţiile (6.26) şi (6.36) că: 


1. Orbita se află conținută într-un plan; 
2. Viteza cu care este măturată aria este constantă - aceasta este una 
dintre cele trei legi ale lui Kepler (discutate în capitolul 9). 


Primul rezultat provine din faptul că r și Ar sînt într-un plan perpendicular 
pe ] iar ] este constant în mărime şi direcție într-un cîmp central. 

Planetele se mișcă pe orbite eliptice în jurul Soarelui care se află într-un 
focar. Pentru ca momentul cinetic să se conserve, fiecare planetă trebuie să 
se miște mai repede în punctul de apropiere maximă decît în punctul cel mai 
îndepărtat de Soare. Acest rezultat decurge din faptul că în aceste puncte 
r este perpendicular pe v şi momentul cinetic este Mor. Din conservarea 
momentului cinetic valorile lui Myr în aceste puncte trebuie să fie egale, astfel 
încît valoarea mai mică a lui r este asociată cu o valoare mai marea lui v 
(vezi fig. 6.18). 

Pentru o particulă care se mişcă pe o orbită circulară, viteza v este per: 
pendiculară pe r, astfel încît: 


] = Mowr= Mon. (6.37) 


Pentru o particulă care se deplasează pe o dreaptă aflată la distanţa P «de 
origine, studentul va trebui să demonstreze singur că: 


]=r x Mr = Mwbu 


unde u este un vector unitate perpendicular pe planul definit de dreapta pe 
care are loc mișcarea și de origine. 
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FIG. 6.17. Semniticația geometrică a mo: FIG. 6.18. Planeta M are moment cinetic con 

mentului cinetic în funcţie de aria mătnrată stant în raport cu Soarele. Astfel, Mrawy = 

în unitatea de timp. = Mr, unde v, = cea mai mare distanță pină 
la Soare și rg m cea mai mică distanță pină 
la Soare. Toate orbitele planetare au excentrici. 
tăţi mult mai mici decit este indicat airi. Figura 
«ste exagerată, pentru claritate. 


EXEMPLU 
Împrăștierea protonului pe un nucleu greu. (n proton se apropie de un nuclen loarte pren 


«de sarcină Ze. la distanță infinită de nucleu protonul are rmergia - Mă. Dreapta obținută 
2 


prin extrapolarea liniară la distanțe mici a traiectoriei de la distanțe mari ar trece la o 
«listanță minimă b de nucleu, ca în figura 6.19. Această distanță este numită parametru de 
ciocnire. Care este distanța de maximă apropiere a protonului pe orbita reală? (Masa nucleului 
greu se consideră infinită, astfel încît energia sa de recul poate fi neglijată, adică nucleul 
„poate fi considerat staționar.) 

Momentul cinetic inițial al protonutui în raport cu nucleul este Mpvgb, unde u, este viteza 
iniţială a protonului. La distanța de apropiere maximă, notată cu s, momentul cinetic este M puzs, 
unde v, este viteza în acest punct. Forţa este centrală, astfel încît momentul cinetic se conservă 
şi deci: 


Mpvb = M poss. VU, me vb 


Ss. 


FIG. 6.19. Mişcarea unui proton în cimpul 
cculombian al unui nucleu greu. Traiectoria este 
o hiperbolă (vezi cap. 9). Distanța de maximă 
apropiere este s. Parametrul cie ciocnire b este 
distanța dintre nucleu şi extrapolareu liniară a 
porțiunii inițiale a traiectoriei. 
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Subliniem că am considerat nucleul greu in repaus. 
Energia protonuiui se conservă de asemenea în ciocnire. Energia imițială este în întregime 


a : 1 ş 7 : 
cinetică și este egală cu — MpwW. Energia în punctul de maximă apropiere este: 
2 


) Ze 
— Mau + —— 
2 4negs 


unde primul rermnen este energia cinetică iar cel de-al doilea energia potențială. Astfel, legea 
conservării energiei ne spune câ: 


a Za 1 
— Map + - = 
2 Ares 2 


ZE tai) 


Această ecuație poate (+ rezulată în raport cu s. (Observăm că legile de conservare ne-au spus 
o multime de lucruri despre procesul de ciocnire.) În sistemul CGS man < trei expresii derir 


Hliminiadu-l pe Va obţinem: 


] a 2 bja 
JM + ZE; tai jimi- Deea gi și onest. Mi (| 
3 2 E: 2 s 2 


(Metodele din capitolul 0 dau soluţia completă a acestei probleme.) 


Invarianța la rotații. Exact la fel cum am găsit că legea conservării 
impulsului a fost o consecință a invarianței galileene și a conservării energiei, 
putem deduce că legea conservării momentului cinetic este o consecință a 
invariânței energiei încticuținle față de rotația sistemului de referință (sau a 
sistemului fizic însuși). Dacă există un moment nenul al forțelor externe, 
vom etectua, în general, un lucru mecanic împotriva acestui moment, pentru 
a roti sistemul. Dacă efectuăm lucru mecanic, energia potenţială trebuie să 
varieze. Dacă energia potențială U este nemodificată în timpul rotației, 
nu există moment al forţelor externe. Aceasta implică faptul că momentul 
cinetic se conservă. 

Raționamentul se poate prezenta analitic. Considerăm efectul unei rotații 
asupra unui sistem de particule, prin care vectorul/de poziție r al fhecărei 
particule este transformat în r'. Lungimea lui r rămîne, desigur, neschimbată. 
Afirmăm că legea conservării momentului cinetic este o consecință a relației: 


Ur, Ta, e, Tu) == Ul, Ca, see, Ta). 


Această relație implică restricţii asupra modului în care L' depinde de vectorii 
£. U posibilitate de a satisface relaţia este ca |” să depindă numai de diferen- 
țele vectoriale ale vectorilor r, astiel că pentru un sistem simplu de numa: 
două particule putem scrie: 


U(r, re) = U(re —r). 


Uperaţia de rotaţie schimbă direcția lui r2 — r, dar nu şi mărimea sa. Funcţia 
i? va fi invariantă dacă depinde doar de mărimea diferenţei, adică de distanța 
care separă particulele şi nu de direcția vectorului de separare; astfel: 


Ur, ra) = U(r—rn |). 
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Această relație este echivalentă cu o formulare a omogenităţii şi izotropiei 
spaţiului. 

Pentru o funcţie energie potenţială de această formă se verifică faptul că 
F2 = — Fa, şi că aceste forțe sînt dirijate de-a lungul dreptei ra — 1. Astfel, 
forța este centrală şi momentul forței este nul. Aceasta asigură că momentul 
cinetic se va conserva. Pentru NV particule, invarianța la rotații a energiei 
potenţiale este asigurată dacă L depinde numai de mărimile distanțelor dintre 
particule. 

Potenţialul resimțit de un electron sau ion individual într-un cristal nu 
este invariant la rotații, deoarece cîmpul electric produs de ceilalți ioni în 
cristal este puternic neuniform sau neomogen. Așadar, nu ne vom aștepta să 
găsim, în general, o lege de conservare pentru momentul cinetic al păturilor 
electronice ale unui ion într-un cristal, cu toate că momentul cinetic se con- 
servă pentru același ion considerat în spaţiul liber. Neconservarea momentului 
cinetic electronic al ionilor în cristale a fost observată în studii asupra ionilor 
paramagnetici în cristale și efectul se numește înghețarea momentului cinetic 
orbital 1. 

Momentul cinetic ] al Pămîntului este constant în raport cu Soarele con- 
siderat ca origine, deoarece r x F = 0 pentru orice masă punctiformă de pe 
Pămînt, unde FE este forța gravitaţională care acţionează între Soare şi masa 
punctiformă. 


EXEMPLU 


Accelerația unghiulară care însoțește contracția. O particulă «ie masă M este legată de un 
fir (fig. 6.20) şi constrînsă să se miște într-un plan orizontal (planul liniei intrerupte). Particula 
se rotește cu viteza v, cînd lungimea firului este 7,. Ce lucru mecanic se efectuează cind firul 
este scurtat pină la lungimea r? 

Forţa exercitată asupra particulei de câtre fir este radială, astfel încît momentul forței 


este sero, în timp ce lungimea firului este micşorată. 
În consecință, momentul cinetic trebuie să rămînă constant cind firul este senrtat: 


Mugte = Mwr. (6.38) 


Energia cinetică în re este My: in v ea a crescut la: 
3 
LR m Aug fa (6.39) 
2 2 La 


deoarece de mai sus rezultă v =: tory/r. În consecință, lucrul merantc [. efectuat din exterior 
pentru a scurta firul de la 7, la r este: 


1 Se folosește termenul „inghețare“ deoarece neconservarea momentului cinetic face ca, 
de obicei, una din componentele sale, de exemplu proiecția pe axa 3, să fie oscilantă în jurul 
valorii zero (vezi Ch. Kittel, Introducere în fizica corpului solid, Ed. tehnică, Burureşti, 1972, 
pagina 344). (N.T.) 
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Y1G. 6.20. Un corp de masă M descrie o 
mişcare circulară de rază 7, și viteză vg. Ei este 
legat de un fir care trece printr-un tub. Distanţa 
Yo poate fi micșorată trăgînd de fir în punctul P 


Acest iucru mecanic poate fi calculat direct din: 


? + 
| Fes - de sm -ţ Fepar. 
LC) 


'e 


Vedem că momentul cinetic acționează asupra mișcării radiale ca o forță efectivă de respingere: 
noi trebuie să efectuăm un lucru mecanic suplimentar asupra particulei pentru a o aduce de lu 
distanțe mari la distanțe mici dacă cerem ca momentul cinetic să se conserve în timpul acestvi 
proces. 

Comparați această comportare cu aceea a unei particule în rotație la capătul unui fir 
care se înfășoară liber pe un băț fix, need, de diametru finit. De ce energia cinetică este 
sie astă dată constantă în timp ce firul se înfăşoară ? (Vezi probl. 12 de la sfîrşitul capitolului.) 


EXEMPLU 


Forma palaziei. Rezultatul exemplului precedent are probabil o legătură cu forma galaxiei: 
SĂ considerăm o masă foarte mare de gaz M avind inițial un anumit moment cinetic!, ca în 
figura 6.21,a. Gazul se contractă din cauza interacției sale gravitaționale. Pe măsură ce volumul 
«wupit de gaz devine din ce în ce mai mic, conservarea momentului său cinetic implică c: 
vreştere a vitezei unghiulare şi deci energia sa cinetică crește. Dar tocmai am văzut că pentru 
a produce o creștere a vitezei unghiulare este necesar un lucru mecanic. De unde provine 
această energie cinetică? Ea poate proveni numai din energia gravitațională a gazului. 

Pentru a rezolva prohleme de acest tip, fizicienii folosesc adesea considerații legate dt 
energie. O particulă de masă M, in regiunile exterioare ale galaxiei va avea o energie 
potențială gravitațională datorată interacției sale cu galaxia de ordinul de mărime: 


6M,M 
| 4 


3 (6.40) 


unde r este distanța pină în centrul galaxiei iar M este masa galaxiei. Cind r devine din ee 
în ce mai mic, această energie potențială gravitațională devine din ce în ce mai negativă, 
dar energia cinetică din ecuaţia (6.39) devine glin ce în ce mai pozitivă; de fapt, ea devine 
pozitivă mai rapid decit devine negativă expresia (6.40). Tratăm această energie cinetică depen- 
dentă de rază ca și cum ar fi o contribuţie la energia potenţială și o numim energie potențială 
centrifugă (vezi probl. 13). Condiţia de echilibru este minimul sumei celor doi termeni, după 


1 Nu este posibil la nivelul actual de cunoștințe să se poată spune de unde a provenit 
gazul și nici de ce o masă dată de gaz a trebuit să aibă un moment cinetic. O cantitate de 
quaterie fără moment cinetic se va condensa ca o sferă. 
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FIG. 6.21, (a). Un nor inițiat, difuz. de FIG. 6.21. (p). Contrucha galaxiei în plan nur 
gaz, avind un anumit moment cinetic mal vectorului ] este limitată, deoarece „energia 
potențială“ centrifugă f(7) creşte foarte rapi 
cînd r— 0. Astfel, f(r) + g(r) are un minimum 
la o valoare finită a lui 7, după cum se arată 


FIG. 6.21, (c). Galaxia incepesă se turtească FIG. 0.21, (d). În final ea capătă o formă ce 
pe măsură ue se contractă şi se roteşte nai „clătită“, cu uu miez central mat mult sau ma 
rapid. puțin sferic. 


«um se arată in figura 6.21,b. Din capitolul 5 ne amintim că derivata unei energii potențiale 
este o forță, astfel că minimul în suma acestor două energii rorespunde la a egala cu zero 
suma a două forțe. Această condiţie este: 


zii _ 
| e at %| |. 
dr r 2 Lă 


GM,M 
ya 
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ceea ce este echivalent cu: 


i] 
GM SD E (6.41) 
ră 7 


“md inlocuim vgra/b prin v din ecuația (6.38). Recunoaștem ecuaţia (0.4 ca fiind exact condiția 
“a forța centripetă datorită gravitației să egaleze produsul dintre masă şi accelerația centripetă. 
Dar norul de gaz se poate comprima intr-o direcție paralelă vu axa momentului cinetic: 
total fără ca valoarea momentului cinetic să se modifice. Contracția este produsă de atracția 
gravitațională ; ciștigul de energie în timpul contracției trebuie să fie disipat intr-un mod oare: 
care, şi aceasta se crede că are loc prin radiație. Norul poate deci să se stringă aproape 
eomplet in lirecția paralelă cu J], în timp ce contracția in plan ecuatorial este lhmitată (vezi 
fig. 6.21 c şi d). Acest model de evoluție galactică este snprasimplificat ; deocamdată nu există 
un model acceptat în' mod general. 
Diametrul galaxiei noastre este de ordinul lui 3: 10* parseci sau l02lm (| parsec 
9,084 - 101% m). Grosimea galaxiei în vecinătatea soarelui depinde oarecum de modul în care 
„ste definită această grosime, dar marea majoritate a stelelor se ingrămădesc in jurul planului 
median într-o grosime de aproximativ 10! m  (cițiva parseci). Astfel galaxia este puterni:: 
turtită. Masa galaxiei se consideră aproximativ de 2 - 101! ori ma! mare decit masa soarelui, 


sau: 


(2 * 1011)(2 - 1030) m 4: 10%: kg. 


O estimare a masei se poate face din ecuația (6.41) inlocuind valorile cunoscute ale lui v 
şi + pentru soare. Soarele este situat către marginea exterioară a galaxiei la aproximativ 
3.- 102 m de axa galaxiei. Viteza orbitală a soarelui în jurul centrului galaxiei este re 
aproximati' 3: 10% m/s; din ecuația (6.41) deducem ca v estimare a masei galaxiei: 


ră . 
PP, (UBS - AIE, eat tiatue. 
7 10 


M = 


Nm neglijat efectul maselor situate la distanță mai mare decit soarele față «de centrul galaxter, 


Momentul cinetic al Sistemului Solar. Figura 6.22 arată momentele cine- 
twe ale citorva componente ale Sistemului Solar. Să fagem, ca o verificare 
pentru noi, o estimare a uneia dintre valorile date. Considerăm planeta Neptun, 
a cărei orbită este foarte aproape de una circulară. Distanţa medie dintre 
Neptun și Soare este dată în lucrările de referință ca 5 - 10'? m. Perioada de 
evoluție a lui Neptun în jurul Soarelui este de 165ani z 5: 10?s. Masa 
lui Neptun este de aproximativ | - 102 kg. Momentul cinetic al lui Neptun 
în raport cu Soarele este deci: 
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Ş = Afwr= : 7 = e i d al = M 


)- 104! kg - m/s, 

5-10 . 

î= cameardanță aproximativă cu valoarea 26 : 10%! kg - m?/s indicată în figura 

a 22 Ihrecția lui ] este aproximativ aceeași pentru toate planetele mari. 
Momentul cinetic al lui Neptun în raport cu propriul său centru de masă 

«ste mult mai mic. Momentul cinetic al unei sfere uniforme în rotație este de 

oriiinul îe mărime MyR, unde v este viteza de rotație la suprafaţă iar R este 

raza. În realitate, deoarece masa unei sfere nu este concentrată la o distanță 

R de axă, ci este distribuită, acest rezultat trebuie să fie redus, în cazul unei 
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FIG. 6.22. Distribuția momentului cinetic 
în sistemul solar, în raport cu centrul 
soarelui. Simbolul 3 desemnează suma celor 
patru planete: Mercur, Venus, Pămint şi 
Marte. Remarcați contribuția relativ mică 
a rotației Soarelui în jurul propriei sale axe. 


distribuții uniforme, printr-un factor 
numeric care, în capitolul 8, se gă- 


sește a fi LA Astfel: 

) 
_ 2 2aMR 
Dr 


unde 7 = 2xR/v denotă perioada de rotaţie a planetei în jurul axei sale. 
Pentru Neptun 7 = 6: 10* s și pa 2,4: 107 m, de unde: 


Jen. 


— (0,4) (6) (102) (6 - 1014) 


Poza a 2 1026 kg - m/s 


Jem 


care este neglijabil în comparaţie cu momentul cinetic în raport cu Soarele. 

O estimare similară alui 7... pentru Soare dă 6 : 104! kg.m?/s. Rotaţia 
Soarelui în jurul unei axe care trece prin centrul său este răspunzătoare pentru 
numai 2%, din momentul cinetic total în Sistemul Solar. O stea mai fierbinte 
tipică poate avea un moment cinetic de 100 ori mai mare decît al Soarelui. 
Se pare deci că formarea unui sistem planetar este un mecanism efectiv pentru 
extragerea de moment cinetic de la o stea care se răcește. I)acă fiecare stea 
formează un sistem planetar, parcurgînd etapele evoluţiei sale în mod asemă- 
nător cu Soarele, ar trebui să existe peste 1010 stele cu planete în galaxia 


noastră. 


PROBLEME 
1. Momentul cinetic al unui satelit (b) Pentru M, = 100 kg, care este valoarea 
(a) Care este momentul cinetic (raportat la numerică in unități SI a momentulu 
centrul orbitei) al unui satelit de masă M; cinetie în cazul unei orbite de rază 
care se mişcă pe a orbită circulară de egală cu dublul razei Pămintului? 


rază r? Rezultatul trebuie să se exprime 


numai în funcție de r. G. M,. M, (masa 2. Efecte ale frecării asupra mișcării 


Pămîntului). sateliților. . . 
(a) Care este efectul frecării atmosferice 
R: J= (GM Mi)! 3. asupra mișcării unui satelit pe o orbită 


circulară (sau aproape circulară)? De ce 
irecarea crește viteza satelitului? 

(5) Frecarea mărește sau micșorează momen- 
tul cinetic al satelitului măsurat în 
raport cu centrul Pămintului? De ce? 


3. Relația dintre energie și moment 
cinetic pentru un satelit. Exprimaţi în 
tuncție de momentul cinetic 7 energia 
cinetică potenţială şi totală a unui satelit 
de masă M pe o orbită circulară de rază r. 


RE ere pe Mn 
e e m A: 
E= — P2Ma. 


4. Electron legat de un proton. Un 
electron se mişcă in jurul unui proton pe 
o orbită circulară de rază 0,5 A = 0,5: 
* 10710 m. 


(a) Care este momentul cinetic orbital al 
electronului în raport cu protonul? 
R: 1: 10-% js. 


(b) Care este energia totală (exprimată în 
jouli și în electronvolți)? 

(e) Care este energia de ionizare, adică ener- 
gia care trebuie furnizată electronului 
pentru a-l separa de proton? 


5. Rezultanta momentelor forțelor în- 
terne este mnuld. Considerăm un sistem 
izolat format din trei particule 1, 2 și 3 
(arătate în fig. 6.23), care interacționează 
prin forțele centrale Fş = l- 100 N, Fis = 
= 0,6: 10-5N și Fas = 0,75: 10-SN, unde Fuş 
reprezintă forța asupra particulei ; cînd 
interacționează cu particula f. Luaţi două 
puncte diferite și arătați că, pentru fiecare, 
rezultanta momentelor forțelor în raport cu 
acel punct este nulă. 


6. Forţele care acționează asupra unei 
scări. O scară de masă 20 kg și lungime 10 m 
se sprijină pe un perete “vertical fără frecare 
la un unghi de 30" cu verticala. Scara, de 
construcție uniformă, este împiedicată să 
alunece din cauza frecării cu solul. Care 
este mărimea, în newtoni, a forței exerci. 
tată de scară asupra peretelui? (Indicaţie: 
utilizați faptul că momentele forțelor tre- 
buie să aibă rezultantă nulă pentru scara 


în repaus.) 
RE 97: 


7. Energia cinetică a centrului de mad. 
În ciocnirea unei particule de masă m, 
și viteză v,, cu o particulă staționară de 
masă ma, nu toată energia cinetică poate 
fi transformată în căldură sau energie 
internă. Ce fracțiune din ea poate fi trans- 
formată astfel? Arătați că această energie 
este exact egală cu energia cinetică în sis- 
temul centrului de masă. 


8. Lanţ în cădere. Un lanț de masă M 
și lungime ] este încolăcit pe marginea unei 
platforme. O porțiune foarte mică de la un 
capăt este împinsă în afara marginii și 
începe să cadă sub acțiunea greutăţii, 
trăgînd în afara platformei o parte din ce 
în ce mai mare din lanț. Presupunem că 
viteza fiecărui element rămîne zero pină 
în momentul în care este antrenat în miș- 
care cu viteza porțiunii în cădere. Găsiţi 
viteza, atunci cînd de pe platformă a căzut 
o porțiune din lanţ de lungime «. 


2 
R: = —gz. 
3 


Cînd întreaga lungime ! a părăsit platforma, 
ce iracțiune din energia potențială inițială 
a fost transformată în energie cinetică de 
translație a lanțului? 


9. Momentul cinelic în ciocnirea a 
doud particule. Un neutron de energie i Met 
trece pe lîngă un proton la o asemenea 
distanță încit momentul cinetic al neu- 
tronului relativ la proton este aproximati” 


FIG. 6.23. 


22| 


102 ].-s. Care este distanța deapropiere 
maximă? (Neglijim energia de interacție 
între cele două particule.) 

R: = 4: 1074 m. 


10. Coeficientul de restituire. Coefi- 
cientul de restituire r pentru două corpuri 
este definit ca fiind viteza cu care corpurile 
se .îndepârtează raportată la viteza cu 
care ele s-au apropiat, 0 s r s |. El poate 
„fi folosit în probleme de ciocnire, pentru a 
furniza soluţia care altfel ar putea fi obținută 
printr-o relație care implică energia. 

(a) Arătaţi că dacă coeficientul de resti- 
tuire între o minge şi un plan orizontal, 
masiv şi neted, este r, înălțimea la care 
mingea se “a ridica după n salturi 
este hr, unde A, este inălțimea de la 
care mingea a căzut. 

(5) Arătați că pentru o ciocnire frontală a 
două corpuri de mase m, și m, cu coefi- 
cientul 7, pierderea de energie cinetică 
este produsul dintre (| — r?) și energia 
cinetică în sistemul centrului de masă. 


li. Ciocnirea unei particule de 0 
halterd. Două corpuri de mase egale M sînt 
iegate printr-o vergea rigidă de masă 
ueglijabilă și iungime a. Centrul de masă al 


FIG. 6.24, 


acestui sistem de tip halteră este staționar 
în spațiul lipsit de forțe de gravitație și 
sistemul se rotește în jurul centrului de 
masă cu viteză unghiulară ww. Unul dintre 
corpurile în rotație izbește frontal un al 
treilea corp staționar de masă M și cele 
două corpuri rămin lipite. 

(a) Localizați centrul de masă al sistemului 
compus din cele trei particule la un 
moment imediat anterior ciocnirii? Care 
este viteza centrului de masă? (Obser- 
vație: aceasta nu este viteza punctului 
de pe vergeaua rigidă care coincide 
instantaneu cu centrul de masă.) 

(b) Care este momentul cinetic al sistemului 
de trei particule în raport cu centru! 
de masă la un moment imediat anterior 
ciocnirii? Dar imediat după ciocnire? 

(e! Care este viteza unghiulară a sistemulu: 
după ciocnire în raport cu centrul de 
masă ? 

(d) Care sint energiile cinetice inițială și 
finală? 


12. Momentul cinetic al unei mingi 
alîrnate de o sfoară. În jocul reprezentat 
în figura 6.24 se cere să se lovească mingea 
suficient de tare și de repede pentru a 
răsuci sfoara de care mingea este atirnată 
într-un sens în jurul stîlpului vertical, 
inainte ca jucătorul advers să o poată 
răsuci în sens contrar. Jocul este captivant 
iar dinamica mișcării mingii este complicată. 
Să examinăm un tip simplu de mișcare 
in care mingea se mișcă într-un plan ori- 
zontal pe o spirală de rază descrescătoare, 
pe măsură ce sfoara se răsuceşte în jurul 
stîlpului după o singură lovitură care îi 
imprimă mingii o viteză inițială vp. Lungimea 
sforii este ] iar raza stilpului este al. 
(a) Care este centrul instantaneu de rotație? 


(p) Există un moment al forței nenul în 
raport cu axa ce trece prin centrul 
stilpului? Se conserză momentul cinetic? 

(€) Presupuneţi că energia cinetică se con- 
servă și calculați viteza ca funcție de 
timp. 

(d) Care este viteza unghiulară după ce 
mingea a efectuat cinci revoluții complete? 

R: a = (! — 10ma) vo/lal + 
+ (1 — 10xa)). 


13. Energia potențială centrifugă efectivă. 

Este convenabil să ntilizăm coordonate 

polare *, 0, pentru mişcarea într-un plan 

perpendicular pe o axă de rotație (vezi 

fig. 2.21). 

(a) Arătaţi că. viteza într-un astfel de sistem 
de coordonate se poate scrie ca: 


LS La 
v =: pr + v90 


unde 1, este dr/dt, viteza de variație a 
lungimii r, iar: 
46 


pg e 


dt 


(b) Arătaţi că energia cinetică a unei par- 
ticule în acest sistem de coordonate este: 


Ec saci M(* + a2r?) 
2 


unde e = d0/dt. 
Arătaţi că energia totală este: 


(c 


2 


E = + 72 + 
HU) 202 
unde / este momentul cinetic al particulei 
în raport cu axa fixă normală la planul 
mișcării. !Imdicaţie: amintiți-vă ecuaţia 
(6.37).] 

(4) Deoarece forța este centrală nu există 
nn moment al forței asupra particulei 
şi / este o constantă a mişcării. Termenul 
]2]2Mr? este numit uneori energia 
potențială centrifugă. Arătaţi că energia 
potențială centrifugă legată de o forță 
radială îndreptată spre exterior este 
egală cu J2/Mn. 


| = 
(e) Dacă moni 7 ta arătaţi că l'() este 


legată de vu forță radială indreptată 
spre interior, epală ci —Ar. 

() Arătaţi din (d) şi (e) că echilibrul acestor 
forțe este echivalent cu condiția w2 = 
= RIM. 


14. Rachetă în cîmpul Pâmintului. 
Într-o rachetă de masă inițială M, se arde 
e cantitate ajustahilă de combustibil Bgjs. 
Acest combustibil este expulzat direct în 
jos cu o viteză V,. 

(a) Găsiţi 6 ca funcţie de timp pentru ca 
racheta să poată rămîne staționară in 


spațiu la o distanță mică deasupra 
solului. 
(6) Presupunind că masa combustibilului 


utilizat într-o secundă rămîne constantă 
la o valoare & dar este mai mare decît 


în (a), găsiți viteza rachetei în sus ca 
funcție de timp. 

R:cu M=M,-—at şi a = aM]dt, 

rezultă v = — gt + VolniMo/(Me—at)]. 

(c) Comparați această viteză în cazul 


M = 3 Me cu acea dată în ecuaţia 


(6.22).  Calculaţi aceste două viteze 
dacă V, = 1,65» 105 m/s șia = 2MogVe- 


15. Patinatori pe gheață, votindiu-se 
la capetele unei corzi. Doi patinatori pe 
gheață, fiecare cîntărind 70 kg, se depla- 
sează în sensuri opuse cu viteze de 6,5 m/s, 
fiind separați printr-o distanță de 10 m 
perpendiculară pe vitezele lor. Cind sînt 


“exact unul în dreptul celuilalt, fiecare apucă 


“cite un capăt al unei corzi lungă de 10 m.- 
(a) Care este momentul cinetic al patina- 
torilor în raport cu centrul corzii înainte 
ca ei să apuce capetele acesteia ? Dar după? 


(b) Fiecare patinator trage acum de capătul 
său de coardă pină cind lungimea aces- 
teia devine $ m. Care este 'iteza fiecăru» 
patinator ? 


(r) Dacă coarda se rupe exact cînd patinatorii 
au ajuns la o distanță de 5 m, care este 
masa maximă care se poate suspenda 
vertical de coardă, fâră ca aceasta să 
se rupă? 


(d) Calculaţi lucrul mecanic efectuat de 
fiecare patinator la descreșterea distan- 
ței dintre ei și arătați că acesta este 
egal cu variația energiei sale cinetice. 


16. Încetinirea unui vehicul spațial. 
Un vehicul spațial are masa de 200 kg şi 
aria secțiunii transversale 2 m2. El se 
deplasează . într-o regiune fără in cîmp 
gravitațional apreciabil, printr-o atmosferă 
rarefiată a cărei densitate este 2: 102 
kg/m3, cu viteza inițială 7,6-10 m/s- 
(Acestea ar fi valorile aproximative pentru 
un satelit aflat la 500 km deasupra supra- 
feţei Pămîntului.) Presupunem că condițiile 
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din exemplul de la pagina 205 se aplică, 
adică tot gazul pe care vehiculul îl întil- 

nește rămine fixat pe el? 
(a) Calculați valoarea lui c. Consideraţi 
masa gazului primit într-o secundă. 
R: c=4x 10 kg/m. 


(5) Folosind conservarea impulsului My = 
= Mov, găsiți ecuaţia diferențială pentru v 
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Fizica PSSC (PSSC „Physics“), capi- 


tolul 22, D. C. Heath and Company, Boston, 
1965. 


ca funcție de ! şi constantele probiemei. 
R: dv/dt = — 603/Move. 


(0) Rezolvaţi ecuația în raport cu v şi 
găsiți timpul necesar pentru ca satelitul 
să-şi micșoreze viteza pină ia 0,9 din 
viteza sa inițială. 

R: / 2 24 ani 
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Oscilatorul armonic: proprietăți și exemple 


Cuprins 


Corp fixat de un resort 
Pendulul simplu 
Circuitul LC | 
Mișcarea unui sistem scos dintr-o poziţie de echilibru stabil 
Valoarea medie a energiilor cinetică și potențială 
Frecarea 
Viteza limită 
Oscilatorul armonic amortizat 
Exemplu. Disiparea puterii 
Factorul de calitate Q 
Oscilatorul armonic forțat 
Principiul superpoziției 
Probleme 
Teme avansate: 
Oscilatorul anarmonic 
Oscilaţii armonice forțate cu amortizare 
Exemplu. Exemplu numeric de problemă cu un oscilator armonic 
Note matematice 
Forța de rezistență 
Viteza limită 
Forța elastică 
Forța elastică și forța de rezistență 
Numevele complexe și oscilațiile armonice fortate 
Lecturi suplimentare 


Oscilatorul armonic constituie un exemplu de mişcare periodică de 
importanță excepţională, deoarece servește drept model exact sau aproximativ 
pentru multe probleme din fizica clasică şi cuantică. Sistemele clasice care 
sînt descrise pe baza oscilatorului armonic includ orice sistem stabil scos puţin 
din starea de echilibru, ca de exemplu: 


|. un corp fixat de un resort în limita micilor amplitudini de oscilație: 

2. un pendul simplu în limita unghiurilor mici de oscilație; 

3. un circuit electric compus dintr-o inductanţă şi o capacitate, pentru 
curenţi suficient de mici, astfel încît elementele de circuit să fie liniare. 


Un element de circuit electric sau mecanic se zice că este liniar dacă răs- 
punsul este direct proporțional cu forța externă. Marea majoritate a fenomre- 
nelor din fizică (dar nu toate tenomenele interesante) sint liniare, dacă dome- 
niul de variaţie al mărimilor care intervin este luat suficient de mic, exact 
la fel cum cele inai multe curbe pe care le întilniți pot fi considerate linii 
drepte pentru un domeniu de valori suficient de mic. 

Cele mai importar.te proprietăți ale osciiatorului armonic sînt următoarele : 


|. frecvența mişcării este independentă de amplitudinea oscilației, în 
domeniul de liniaritate; 


2. etectele mai multor torţe externe pot fi suprapuse liniar. 


În acest capitol vom trata proprietăţile oscilatorului armonic. Vom con- 
sidera atit mișcarea liberă, cît şi cea forțată, cu şi fără amortizare, deși princi- 
palele elemente ale mişcării torțate sint date ca o temă avansată la sfirsitul 
acestui capitol. De asemenea, vom trata ca o temă avansată efectele unor 
interacţii neliniare mici, deoarece este util să vă lamiliarizați cu asttel de tipuri 
de mişcări. 


CORP FIXAT DE UN RESORT 


În capitolul 5 am discutat energia potenţială într-un resort comprimat 
sau alungit în care forța este direct proporțională cu comprimarea sau alun- 
girea: 


- 


F= — 


= 


unde x este pozitiv în cazul unei alungiri și negativ în cazul unei comprimări. 
Care este miscarea unui corp de masă JM sub acțiunea unei astfel de forțe: 
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FIG. 7.1. Resort alungit acționind asupra unui 
corp de masă M. În poziția figurată cu linii 
întrerupte resortul este nealurgit. 


În mod ideal ne putem imagina, ca în figura 7.1, că acest corp se mişcă pe 
un plan fără frecare: 
Mad2x d2x ka 
= Ra, == (7.1) 
dA de? M 


(Această ecuaţie este discutată în notele matematice de la sfîrşitul acestui 
capitol. Cititorii nefamiliarizați cu soluția vor trebui să studieze aceste note 
înainte de a trece mai departe.) 

Soluţia poate fi exprimată sub forma: 


) 


o | x = A sin (0xt+ 0) | (7.2) 
unde: | 
eg FĂ 
cui E! (7.3) 


La (=—0, x = Ap= A sin Îşi dii'd/ = vo =cwp-d cos P, de unde se pot deter- 
mina i şi O. Figura 7.2 ilustrează mișcarea. Mărimea A se numeşte ampli- 
tudine iar O faza mișcării. Frecvența și perioada sint date de: 


49 | k 7 | Tir = 
II —— —— — e = 2 — 2. 7.4) 
e Lai pi pe 


Acest rezultat era de așteptat: cu cît resortul este mai rigid, adică cu cît A 
este mai mare, cu atît frecvența este mai ridicată ; cu cît masa este mai mare, 
cu atît frecvența este mai joasă. 


Putem aborda, de asemenea, această problemă din punctul de vedere al 
conservării energiei [vezi ecuația (5.21)]: 


2 
1 mel pal (5) pe = E. (7.5) 
2 2 2 di 2 
Folosind faptul că A este valoarea lui x pentru Î+:di = 0, rezultă £ = - RA? și 
dx Radul: og 
DA a | oa (42 — aaa. 7.6 
af) 4-2 (16) 


Soluția acestei ecuaţii este: 


Gr) 


1 
2 4 = arcsin 5 + const, 
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FIG. 7.2. Un oseilator armonic simplu constind dintr-un corp de masă M şi un resort fără 


treutate de constantă elastică k. O peniță atașată lui M va trasa o curbă sinusoidală pe c 
bandă de hirtie care trece cu o viteză constantă prin M." 


ceea ce coincide cu relația (7.2): 


PNL 
+= A sn[(a | i+ o|. 
M 


Aacă constanta este luată egală cu — 0. În mod alternativ am fi putut să 
derivăm ecuaţia (7.5) în raport cu timpul, obţinînd relația: 
5 re dx 
M——:—— + hx—=0 
d; dA di 
care se reduce la ecuaţia (7.1). (Problemele 2—4 de la sfîrșitul acestui capitol 
sînt aplicaţii ale acestor idei.) 


PENDULUL SIMPLU 


Pendulul simplu constă dintr-un corp punctiform de masă V fixat la 
capătul inferior al unei tije sau al unui fir fără masă, de lungime L, articu- 
lată la capătul superior, care se mișcă într-un plan vertical, după cum se arată 
în figura 7.3. Ştim din observaţie că această mișcare este asemănătoare cu 
cea a unui corp fixat de un resort. Ne putem pune întrebarea: care este frec- 
vența ? Cel mai direct mod de a formula problema este să aplicăm în această 
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situație particulară legea F = 1/a. Din figura 7.3 vedem că distanța s de-a 
lungul arcului, viteza și acceleraţia lui M sînt respectiv: 


25 2 
s = LO, esp PO A A 


di d£ d£? 


Există două forțe în problemă: forța gravitaţională și forța exercitată de către 
tijă sau fir. Totuși, firul nu exercită nici o forță de-a lungul lui s și deci tre- 
huie să considerăm numai componenta lui mg de-a lungul lui s. Din figura 7.3 
vedem că aceasta este mg sin 0, îndreptată în sensul descreşterii lui 0. În 
consecință, pentru această dimensiune legea F = ma se reduce la: 


d20 
mg sin 6 = — mL —: ici 
g FF (7.7) 
Dar dezvoltarea în serie a lui sin 0 este: 
i 3 5 
sii 0 — URR E ue. (7.8) 
pu = ul 
astfel încît pentru -6 mic putem scrie: 
mg sin 6 =— mg 8 
și ecuaţia (7.7) devine: 
2 
DR Ep, (7.9) 
de E 


Această ecuaţie. este identică cu ecuaţia (7.1), cu g/L în loc de k/M și 
6 în locul lui x. Deci: 


| 6 = 6 sin (ot + €)| (7.10) 
unde: 
| 2 ML ăi 
ue=(£ ; i | (7.11) 
și frecvența pe care ne-am propus s-o găsim este, din ecuaţiile (7.4) și (7.11), 
A = zafii 
27 


Amplitudinea, sau valoarea maximă a lui 0 este 0; 0 sin O este valoarea 
lui 6 la t = 0 iar wp0ycos P este valoarea lui d0/dz. Cît de mare poate să tie 
64, astfel. ca presupunerea noastră sin 0 = 0 să fie încă valabilă? Iabelul 
7.1 dă citeva valori ale perioadei pentru diferite amplitudini. Evident, 
amplitudinea poate depăși 20“, înainte ca valoarea reală a amplitudinii să 


Li 


FIG. 7.3. Pendulul simplu constă dintr-o FIG. 7.4. Teorema lui Pitagora, impreună 
masă punctiformă M la capătul unui fir cu dezvoltarea binomială, ilustrează de ce 
fă masă ds lungime £. Pendulul se rotește peniiitiiaiizata 00 a A ga, 

în jurul unei axe care trece prin P și este 2 
perpendiculară pe planul hirtiei. Dreapta 

OP este verticală, s este lungimea arcului 

dintre O şi poziția lui M. 


difere printr-un singur procent de rezultatul obţinut în aproximaţia ampli- 
tudinii mici. 
TABELUL 7.1 


Amplitudinea, Perioada = 2re „L 

în grade d ră 
0 1,0000 
5 1,0005 
10 1,0019 
15 1,0043 
20 1,0077 
30 1,0174 
E 45 1,0396 
60 1,0719 

ui 
Să considerăm, de asemenea, metoda conservării energiei pentru rezol- 


varea problemei. Cînd firul este deviat cu un unghi V, corpul de masă M 
este ridicat pe o distanță: 
h=L-— Locos6, 


după cum se vede din analiza figurilor 7.3 și 7.4, Energia potenţială a corpului 
de masă M în câmpul gravitațional al Pămintului este: 


Ep(h) = Mgh = MgL (1 — cos 0) 
in raport cu poziția (verticală) nedeviată, luată ca zero al energiei potenţiale. 


Energia cinetică a pendulului este: 


E ma LIN e ML, 


1 
2 


[d . 
unde î = LO leagă viteza î de viteza 6 de variaţie a unghiului de deviere, 


Energia totală este: 


BB. af =2 120: 3 MgL — cos). (7.12) 


Din legea conservării energiei știm că această sumă trebuie să fie constantă. 
Utilizăm acest fapt, plus micimea unghiului pentru a obţine o soluție pentru 
frecvența mișcării. Avem: 
l | 
gem = | = = 02 i. 
2 24 


Astfel, pentru 0<| rad, putem să neglijăm termenii în 6! și puterile supe- 
rioare și să aproximăm energia în ecuaţia (7.12) prin: 


E = - ML262 + - MeLe. (7.13) 


Rezolvînd ecuația (7.13) pentru 6 găsim: 


2) 21 i vă g i 
Sl at (ih e. (7.14) 
di ML: L Mgl ». 


Notăm punctele de întoarcere ale mișcării prin 6 și — 0; amplitudinea osci- 
lației este 9. În aceste puncte pendulul este instantaneu în repaus și energia 
sa cinetică este zero. Figura 7.5 ilustrează acest fapt. Din ecuația (7.13) 
cu 06 =0 avem: 


E 


E Lage ot. 
2 MeL 


Astfel, putem scrie din nou ecuaţia (7.14) sub forma: 


De (ea — es 


do L 
0 (Ea 
ca Ă 
(03 — 092 

Această ecuaţie este identică cu (7.6) şi dăm mai jos citeva proprietăți ale 
soluției. 

Dacă. condiţia iniţială sau faza mișcării sînt astfel încît 0 are valoarea 
6, la t = 0, atunci: 


MA — = - (ae 


FIG. 7.5. Graficul energiei potențiale, ca func- 
ție de 6. Pendulul oscilează între limitele 6, 
și — 0. În aceste „puncte de întoarcere“, 
Ec= 0 şi Ep = E. La 6 = 0, Ep =OșiEe > E. 


Pentru 6 <& |! rad, Ep = MgL&2, 


Integrala din membrul stîng este dată în Dwight 320.01 și obținem: 


d d =. = A „0, g 
————T = arc sin —| = arc sin — — arc sin — = și) 
0. (03 — 02)2 o Je: d. d AL 


Ştim că sin arc sin (0/0,) = 0/0o, astfel încît putem rescrie ecuaţia (7.15) sub 


forma: 
i) o e Dă 2 6, 
— — [A n. 
sn[(£) + arc sin a | 


0 


te 


ţ. (7.15) 


sau: 
; 6 = LR sin (cot + 0) 


unde identificăm pulsația (frecvența unghiulară) wo și faza O cu: 
a PI 9 
aw=(î) „ = arc sin —te 
0 % 
Aceste relații sînt în concordanță cu rezultatele date în ecuaţiile (7.10) și 
(del 1; 

Deși mărimea O din ecuaţiile (7.2) sau (7.10) are dimensiune de unghi, 
ea nu este un unghi pe care să îl puteți vizualiza imediat. Este important să 
înțelegem mărimile A și O în cazul unui corp fixat de un resort și 0 și O în 
cazul pendulului. Figurile 7.6 şi 7.7 ilustrează semnificațiile respective pentru 
aceste două cazuri. Loate cazurile de oscilații libere vor avea aceleași tipuri 
de constante, deși putem adeseori să alegem momentul pe care îl numim 
ţ = 0, astfel încît să facem ca valoarea lui O să fie egală cu zero sau x/2. 


!. A Şi 0o sînt amplitudinile maxime de oscilație; adică, mișcarea are 
loc de la + A la — AA sau de la + 0 la — 6. 


2. În funcţie de unghiul cot, este un unghi astfel ales încît dacă opt = 
= — O, atunci elongaţia x sau unghiul 0 trebuie să fie zero și să crească 
de la valori negative către valori pozitive. Acesta este, desigur, alt 
mod de a spune că la 1/=0, r = A :sin sau 0 = 0 sin O. Notaţi 
că în figurile 7.6 și 7.7 axa orizontală măsoară nu timpul, ci produsul 
«of. 


FIG. 7.6. Funcţia z = A sin (wt + O) reprezentată în funcţie de wt, cu Da 3r/î. lat -—0, 
x == A sin D, valoare care este indicată, iar dx/d — wA cos PV, valoare negativă. (Observaţie: 
am omis pentru simplitate indicele lui «p.) 
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FIG. 7.7. Funcţia 0 = 6 sin(of -- 0) reprezentată în funcţie de ut. Darn]4. La t=0. 
6 — 00 sin P valoare care este indicată, iar d0/dt = o, cos Q, raloare pozitivă. (o din 
text a fost scris simplu c.) 


3. Condiţiile inițiale determină 1 şi P sau 0, şi OP, deci valorile condi- 
țiilor inițiale nu coincid direct cu nici una dintre aceste două mărimi. 


Simbolul «p este utilizat pentru a desemna pulsația (frecvența unghiulară) 
a mișcării naturale sau libere a unui sistem oscilant. Indicele zero din notație 
nu are nimic de a face cu ! = 0. Pulsaţia ! cp este legată de frecvența wa 
oscilației libere a pendulului ca în ecuația (7.4): 


— e _le/L (7.16) 
27 27 


9,8 , : 
Dacă IL = |m, avem cy = (f = 3 rad/s. Frecvența este independentă 


de masa M și de amplitudinea 6, a mișcării, cu condiția ca Oy & 1. De notat 
că nu există nici o posibilitate ca masa să poată intra în membrul drept al 
ecuației (7.16) și să dea încă o mărime cu dimensiunea de frecvenţă. 

În obţinerea ecuaţiilor (7.5) şi (7.13) am folosit legea conservării energiei. 
Observaţi că fiecare din aceste relaţii este o ecuație diferențială de ordinul 
întîi şi avem de efectuat numai o integrală în raport cu timpul pentru a obține 
rezultatul. Ecuația de mișcare relația (7.1) sau (7.9)! este o ecuaţie diferen- 
țială de ordinul doi. Pentru a afla elongaţia sau unghiul de deviere trebuie 
să integrăm de două ori în raport cu timpul. Este bine să ne amintim ca folo- 
sirea explicită a conservării energiei poate adesea să economisească efortul 
matematic, prin eliminarea unei integrări. 

O a treia metodă pentru obținerea ecuaţiei de mișcare în cazul pendulului 
este să folosim legea conform căreia momentul forţei = viteza de variaţie a 


1 Vom numi deseori frecvența unghiulară simplu frecvență. Mulţi fizicieni fac astfel 
Și nu' se produce nici o confuzie. Utilizarea simbolului w în loc de v (sau f) va identifica 
de obicei o mărime ca fiind lrecvență unghiulară. În ce priveşte valorile numerice, v sau / 
se dau de obicei in Hz sau cicli pe secundă; w in radiani pe secundă (radj/s) sau simplu si, 
cind mărimea radian se subințelege. lhadianul este o mărime adimensională. Se obișnuiește. 
de asemenea, să se facă distincție intre aceste mărimi exprimind frec'rența v în vibrații, s, 
cicly/s, rezoluții s sau Hz, iar frecvența unghiulară «w in rad/s. Ambele mărimi au dimensiunea 
(timp). 
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FIG. 7.8. Pendulul oscilează în planul! yz. Forța 
gravitațională asupra lui M este F = Mg, în 
direcția — z. Momentul %, al acestei forțe 
-în raport cu punctul O este MgL sin 6, în di- 
recția +a. ; 


momentului cinetic. Să luăm axa x nor- 
mală la planul mișcării, ca în figura 7.8. 
Momentul 6, al forței de greutate în 
raport cu O, punctul de suspensie, este: 


i "(rr 8), = DM sin 6, 


unde am folosit relația F = Mg. 


Momentul cinetic /,, în raport cu același punct, se scrie folosind expresia 
impulsului 4 = ML, sub forma: 


Ja = (0 x pe = — ML%,. 


unde 0 este pozitiv pentru 0 crescător. Egalînd viteza de variație a momen- 
tului cinetic cu momentul forței, obținem: 


ML?6 = — LMg sin 6 


astfel încît ecuația de mișcare a pendulului este: 
6 + £sino=o. 
“4 
În limita 0 < | putem din nou să îl aproximăm pe sin 0 prin 0 și obținem 
ecuația: 


.. 4 
6+.—0=0, 
Ep 


care coincide și ea cu ecuaţia (7.9). 


CIRCUITUL LC 


Unele dintre cele mai importante exemple de sisteme oscilante apar în 
electricitate. Caracterul familiar al termenului curent alternativ (ca), care este 
un curent electric oscilant, arată importanţa acestui exemplu. Acei studenți 
care au unele cunoștințe în domeniul circuitelor electrice vor vedea ușor legă- 
tura lor cu sistemele mecanice ; ceilalți pot să omită această secțiune și să 
revină asupra ei după ce vor fi studiat capitolul 8 din volumul 2. 

Diferența de potențial dintre plăcile unui condensator de capacitate C 
este; 


Q 
| ARE 
d. 


234 


Pendului simplu Sistemul corp-resort Circuitul LC Energia Energia 


v=0 
E. ' cinetică, E potenţială, E 
je unan i tiriota “m? 


P= — Bin 


hat, 


FIG. 7.9. Trei oscilatori armonici diferiți, cu aceeași perioadă: un pendul simplu, un sistem 
masă-resort și un circuitț LC. Timpul creşte de la figura A la figura H; ciclul următor incepe: 
din nou cu figura A. 


unde ( este sarcina pe o placă. Curentul într-un circuit în serie cu acest 
condensator este: 


0 
fps N Oe O = fra 


d/ 
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unde am folosit semnul minus pentru a indica faptul că sensul curentului 
este astfel încît descrește sarcina pe condensator. Tensiunea la capetele unei 
bobine de inductanță L este: 

dI 
Lb 

dr 


Dacă considerăm un circuit în care există doar o capacitate și o inductanţă, 
ca în coloana a treia din figura 7.9, și ne amintim că suma tensiunilor de-a 
lungul circuitului este zero, obținem: 


= = 


dC dă C 


Aceasta este exact ecuația pentru elongaţia x a unui resort, dacă se fac iden- 
tificările:: 
l 
Qo x, Lo M, pi 


Soluția va fi: 


0= sature): (pt: n 


și intensitatea curentului se poate obține ușor de aici. Figura 7.9 ilustrează 
aceste relații și le compară cu un pendul și cu un corp fixat de un resort. 
Studenţii familiarizați cu electricitatea vor observa că tensiunea RJ, 
unde R este rezistența, lipsește. Termenul R/ = RdQO/dz, prin corespondența 
stabilită de noi mai sus, va ocupa locul unei forțe proporţionale cu dx/d?. 
Dar acesta este exact tipul de forţe de frecare pe care le discutăm în continuare 
în acest capitol, R corespunzînd coeficientului b care va lega forța de frecare 
de viteză. Cazurile circuitelor LR, CR şi RIC sînt discutate în volumul 2, 
capitolele 4, 7 şi 8. e 


MIȘCAREA UNUI SISTEM SCOS 
DINTR-O POZIȚIE DE ECHILIBRU STABIL 


Unul dintre motivele pentru care mișcarea oscilatorie armonică simplă (cum 
se numește acest tip de mișcare) este atît de importantă este că pentru de- 
plasări mici ale oricărui sistem în echilibru stabil, mișcarea rezultantă, negli- 
jind forțele de frecare, este armonică simplă. Pentru a vedea aceasta, să des- 
criem printr-o coordonată « deviația din poziţia de echilibru stabil; a poate 
fi o distanță, un unghi sau un tip.mai complicat de coordonată. Condiţia de 
echilibru stabil cere ca la a = 0 energia potențială a sistemului să fie minimă, 
iar forța, dacă a este o distanță, momentul forței, dacă a este un unghi etc. 
trebuie să fie zero. Astfel: 


E 0) d — — see (7.18) 


unde U este energia potenţială. 
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Presupunem că putem scrie, folosind o dezvoltare în serie Taylor: 
dU 1 PPE dbU 
U U — |] 2 A+... 749 
tert [az et za) erp) can 


unde indicele, 0 se referă la a = 0. Folosind ecuaţia (7.18) în (7.19) și neglijind 
termenii în a și cu puteri mai mari, deoarece a este mic, obținem: 


U(a) = U+3 i! Eau) a 


2 
(pita A — = ) A 
da da2 


(7.20) 


Desigur F nu este în mod obligatoriu o forță obișnuită, ci poate fi momentul 
unei forțe sau un tip mai complicat de forță generalizată. Condiţia ca echi-,, 
librul să fie stabil este ca: 


dU 


da >0 


În ecuația.(7.20) aceasta înseamnă că „forța“ tinde să readucă sistemul către 
a = 0. Ecuația de mișcare a sistemului va fi atunci: 


Mie za (Se) e (7.21) 


unde M este o mărime de tipul masei *. Ecuația (7.21) indică faptul că a 
va descrie o mișcare armonică simplă. În practică, desigur, frecarea este 
importantă, dar în absenţa ei, analiza de mai sus se aplică în cazul unui pod, 
al unei clădiri etc. — în general oricărui sistem pentru care există o funcție 
de energie potențială derivabilă și care are un minim. 


VALOAREA MEDIE A ENERGIILOR CINETICĂ ȘI POTENȚIALĂ 


Demonstrăm acum o caracteristică importantă a unui oscilator armonic 
legată de media în timp a energiilor cinetică și potențială. Media temporală 
a unei cantități K pe un interval 7 este definită ca: 


1 


Eta j KU) a. (7.22) 


Deoarece mișcarea unui oscilator este periodică, media în timp de o perioadă 
este egală cu media pe mai multe perioade și este unică. Folosind perioada 


* Aceasta inseamnă că M măsoară inerția sistemului față de schimbarea stării sale de 
echilibru; de exemplu, VW poate fi momentul de inerție a unui -. inductanța unei bobine 
etc. (N.T.). 
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T = 2miowo, scriem pentru media temporală a energiei cinetice a unui oscilater 
a cărui mișcare este descrisă de x = A sin (opt + O): 


ri 27/09 
( 2 Mita | cos? (copt + Î) d/ 
a PE d Mc O oua | All N 
> Ț ) Meg m 


Deoarece integrala este extinsă pe o perioadă completă, nu contează care este 
valoarea fazei P. și putem pune pentru simplitate O = 0. Atunci, notind 
Y = of, avem: 


27/49 ] 27 
— cos? asr de = | cost ydy = 
22 J 27 Jo 2 
unde am folosit faptul că: 
27 27 
| sin? sav= cos? y dy! 
0 
Și 
27 
| (sin? y + cos? v) dy = 27. 
A] 
Deci media în timp a energiei cinetice este 
| 
ai oi — A Mos = (7.23) 


Energia potențială este (luînd din nou O = 0, deoarece valoarea sa nu 
contează) : 


Deoarece valoarea medie pe o perioadă a pătratului sinusului este aceeasi 
cu a pătratului cosinusului ! și deoarece «3 = k/M, 


1 1 
<-By> — e RA? — za MoA2. (7.24) 
Astfel <E,> = <E, > şi energia totală a oscilatorului armonic este: 


E = <E.> + <E> = Mota? 


Notaţi că E == <E >, deoarece energia totală este o constantă a mișcării, 
Egalitatea mediilor temporale ale energiilor cinetică și potenţială este 
o proprietate specială a oscilatorului armonic și merită să fie reținută. Pro- 


1 Aceasta se vede ușor trasind cele două curbe și observind că ele sint identice pină la 
un decalaj de un sfert de perioadă. Acest rip de argument se poate, de asemenea, aphea in 
cazul “ralorii medii a lui < x2> pe suprafața unei sfere. Dacă x2+y2—+22 = R?, atunci <22> + 
n <yă> + <z2> = R2. Deoarece sfera este simetrică în raport cu x,y,z, trebuie să avem 


1 S a : : 
c.xî > = yt> = c23> = — RA. Acest rezultat poate fi confirmat prin calcul direct. 
3 


prietatea nu este adevărată pentru oscilatori anarmonici, dar este o bună 
aproximaţie pentru oscilatori slab amortizaţi, după cum se va arăta în cele 
ce urmează. 


FRECAREA 


Pînă acum am neglijat efectele frecării asupra oscilatorului armonic. 
Am discutat frecarea în capitolul 3, considerind numai cazul unei forțe de 
frecare constante. liscutăm acum cazul unei forțe proporționale cu puterea 
întîi a vitezei. Pentru viteze mici, aceasta este în multe cazuri o aproximaţie 
bună şi astfel vom zăsi că soluţia obţinută cu acest tip de forţă de frînare este 
realistă. Vom considera totuşi, pentru început, cîteva cazuri în care acțio- 
nează numai această forță. Avem astfel: 

= . 
e e vi (7.25) 
de di 


unde b este o constantă pozitivă numită coeficient de amortizare. Semnul 
negativ descrie faptul că aceasta este o forţă opusă mereu vitezei. Este uneori 
ma: util să definim o constantă, numită fim de relaxare, prin relația: 

M 


şi atungi ecuaţia (7.25) devine: 


2 3 
up = 
a 


Vedem că = are dimensiunea unui timp, deoarece b posedă dimensiunea de 
forță împărțită la viteză sau mai simplu masă raportată la timp. Explicația 
denumirii tim de relaxare va deveni clară pe măsură ce vom înainta cu ex- 
punerea. , 

În funcție de viteza v — dx/d/ = x, această ecuație devine: 


Soluția este dată la sfîrşitul acestui capitol (pagina 258). Ea este: 

(0) ee (7.26) 
unde 2 este viteza la / = 0. Viteza descreşte exponențial în timp ; spunem că 
viteza este atenuată cu constanta de timp =. Comportarea este reprezentată 
în figura 7.10. 


Micșorarea energiei cinetice E, a unei particule libere supuse acestei forțe 
de frecare este dată, folosind ecuaţia (7.26), de: 


pă - Va ai - Moe = Beal. (7.21) 
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Y 


EI. 7.10. Funcţia PI ul este reprezentată în FIG. 7.11. O placă care se mișcă în direcție 


raport cu î. Observaţi că, deoarece e"%'% = 0,5, -perpendiculară: pe planul său într-un gaz la 


funcția a scăzut la jumătate din valoarea sa presiune foarte joasă, este supusă „unei 

inițială cind 1 = 0,69 7. îorțe de rezistență proporțională cu viteza 
sa V, dacă Y este mult mai mică decit 
viteza medie a moleculelor gazului. 


Prin derivarea ecuaţiei (7.27) obținem: 


îm _— dă 


a | 


Timpul de relaxare efectiv pentru energia cinetică este jumătate din cel pentru 
viteză. 

Ce tip de mecanism duce la o forță de amortizare de forma —bi? 
Cazul unei sfere mișcîndu-se lent printr-un mediu viscos a fost pentru prima 
oară rezolvat de către G. G. Stokes, iar expresia forței: 


F; = — 6 rm, (7.28) 


unde 7 este raza sferei și v este coeficientul de viscozitate, se numește adesea 
legea lui Stokes. - 

O bună ilustrare a forței de amortizare F, = —bx este, de asemenea, 
oferită de o placă netedă care se mișcă în direcția normală la planul său printr-un 
gaz la presiune foarte scăzută, ca în figura 7.1l, cu condiţia ca viteza |! a 
plăcii să fie mult mai mică decît viteza medie v a moleculelor gazului. Presiunea 
trebuie să fie suficient de joasă pentru a putea neglija ciocnirile moleculelor 
între ele. Numărul moleculelor care lovesc placa în unitatea de timp este 
proporțional cu viteza relativă a moleculelor incidente tață de placă. Să pre- 
supunem că moleculele se mișcă doar pe o singură direcție. Pe o față a plăcii 
viteza relativă este v + V, pe cealaltă v — V. Presiunea este proporțională 
cu numărul moleculelor care izbesc placa înmulțit cu transferul de impuls 
mediu către placă raportat la o moleculă. Transferul mediu de impuls este 
la rîndul său proporțional cu viteza relativă, astfel că presiunile P, și Pa 
pe cele două fețe ale plăcii sînt: 


Pya (+ PV),  Pse(o—V. 
Presiunea netă P este diferenţa presiunilor pe feţele opuse ale plăcii: 
P= P, — Ppa 4 


astfel incit frecarea (forța netă asupra plăcii în mișcare) este direct propor- 
țională cu viteza V a plăcii. Sensul forței de frecare se vede a fi opus sensului 
mișcării plăcii. 

Viteza limită. Dacă o forță constantă, cum este greutatea, este aplicată 
unei particule aflate sub acțiunea unei forțe de frecare de tipul discutat mai 
sus, viteza va crește dacă particula pleacă din repaus sau de la o viteză mică, 
sau va descrește dacă ea pleacă de la o viteză foarte mare, pînă cînd accele- 
rația devine zero. Această condiţie este: 


Rapp 5 sam 3 ta (7.29) 


d 


și viteza atinsă astfel se numește vz/eză limită. I)e exemplu, dacă o particulă 
de masă M cade sub acțiunea greutăţii şi a unei forțe de tipul dat de legea 
lui Stokes, viteza limită este: 


Mg 
6 rw 


(Vezi probl. 10 şi 11 de la sfîrșitul capitolului.) 


Conceptul de viteză limită este aplicabil unor probleme care implică 
forțe de frecare proporționale cu alte puteri ale vitezei, forțe care apar adesea 
la viteze mai înalte. Dacă forța de frecare este dată de: 


Y 45 


a HE) 
F, = —că 


unde c este o constantă și n este pozitiv, viteza limită va fi:. 


A (=) 
în 


OSCILATORUL ARMONIC AMORTIZAT 


Ne întoarcem acum la oscilator şi includem forța de amortizare —bz. 
Tipul de mișcare este arătat în figura 7.12. Ecuația de mișcare este: 


Mă bă+hx=0. 
Aceasta este tot o ecuație liniară. Putem să o rescriem în forma: 


+ 1 2+ feo (7.30) 
i T 


unde: 
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FIG. ?.12. Toţi oscilatorii armoniei real sint amurtizați de forțele de frecare. ra de exeruplu 
rezistența aerului. Un sistem masă-resort cu amortizare slabă -za descrie + astiei de curbă pe 
o bandă de hirtie care se deplasează ru viteză constantă, dacă astemul masă-resart a fost pus 
să oscileze la t=0. 


Căutăm pentru ecuaţia (7.30) soluţii de forma unor oscilații sinusoidale 
amortizate : 
x = %oe”! sin (at + 0) (7.31) 


unde 8 și w trebuie să fie determinate iar xp şi O sînt constantele care sînt 
fixate din condiţiile inițiale 1. Această soluţie este sugerată combinind ecua- 
țiile (7.2) şi (7.26). Detalii asupra soluţiei sînt date în notele matematice 
de la sfîrşitul acestui capitol, unde se arată că: 


l 
mb (7.32) 


o Poor 


1 Soluția dată de relația (7.31) nu este valabilă pentru orice valori ale lui og şi f. Se 

e vedea din notele matematice că in anumite condiții soluția nu este oscilantă. Dacă 
preeti (1/27), soluția este e-4/27 (46?! + Be-?') unde A şi B sint constante arbitrare iar g=: 
= ((1/27)%9— a3]!?, în timp ce dacă wp = 1/2* soluția este Ce-t/2% + Dte-1l2* unde C şi D sint 
constante arbitrare. Acest ultim caz este „amortizarea critică“. Vezi ecuațiile (7.69) şi (7.70) 


și 


Așadar, frecarea micșorează frecvenţa. Frecvența unghiulară « este egală 
cu «y numai dacă timpul de relaxare este infinit (nu există amortizare). 
Introducînd aceste valori ale lui f și « în ecuaţia (7.31), obținem: 


rațe: as]: 


2u9T 
Dacă a? > |, avem limita amortizării slabe în care x poate fi aproximat prin: 
x2 Xoe”!l?* sin (ot + 0) (7.34) 


unde «, este pulsaţia naturală a oscilaţiilor neamortizate. 


EXEMPLU 


Disiparea puterii. Calculaţi viteza de disipare a energiei în cazul unui oscilator armonic 
amortizat, în limita amortizării slabe cu cos? > |, astfel încît wo 2 tg. 


1 a 2 e : 
Energia cinetică este Ey= — Mă?. Din solția aproximativă (ecuaţia (7.34)) avem 
2 


(punind O = 0): 


Sa smual xpe-t/2* sin copt + (pXge”t/27 COS coat. (7.35) 
di 2+ 
De aici avem: 
dz 1 F 409 , 
—]| =]—]| met sin oct + cofrge”t/* rosi copt — | — jxde-t/* sin copt cos col. (7.36) 
dt 2* 7 


integralele care intervin cînd luăm media temporală a ecuaţiei (7.36) sint date în Dwight. 
361.13—861.15. Dar pentru cagt > 1, este o bună aproximare să scoatem factorul e-//t în ecu- 
ația (7.36) în afara parantezei care desemnează media temporală. Putem proceda astfel cu o 
precizie rezonabilă" dacă amplitudinea de oscilație xge”!/2* nu variază mult într-o perioadă 
a rnișcării. Ne rămîn atunci mediile: 


Ş l : 
vas 9 > măiiiia0> =: <cos 6 : sin 0> =. 
VWltima medi. care este nouă pentru noi, este de importanță considerabilă: 
Ş Lars 
<cos Î : sin 9> = i: iii 


«leoarece media unui sinus sau cosinus este zero. Atunci energia cinetică mediată pe o peri- 
vadă este: 


1 Lad5. a . 
<E.> 2 — w[(3) < sin? opt > + 03 < cost copt > — Se « cos agil sin gt > atei = 
2 d A â E 


aere 


ctar (1/27)2 este presupus a fi neglijabil în comparație cu w3, astfel încît energia cinetică medie 


este: 


<E,> 8 2 Maţațeie. (7.87) 
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FIG. 7.13. Enerpia potențială i unu: oscilator cu ; = Sreu și Q = Br, reprezentată în funcție 
de î/ș. În timpul 7, în care au loc patru oscilații, înfășurătoarea enerpiei potenţiale scade le 
lje din valoarea sa inițială. 


Vedem că energia cinetică medie descreşte exponențial. Energia potențială medie este (vezi 
fig, 7.13): 


l 
<Ep> = - Maas < e-tln sin? ot > i Moăazţe-tl*. (7.33) 
Puterea medie disipată P este dată de viteza de variaţie a energiei luată cu semnul minus: 
d d 1[! 
—<P> = — <E> 8 — (<E.> + <Ep>) 2 — — | — Mota 
di di 3 2 


sau 


a niij> e ENE, (7.39) 
IT 

În mod obișnuit vom omite parantezele < > asupra lui P(t) cînd sensul este clar. 

Studentul poate fi surprins de faptul că mediile exprimate în ecuațiile (7.37) şi (7.38) 
conţin timpul ?, ele fiind medii pe intervale de timp. Privim aici mișcarea unui oscilator armonic 
timp de mai multe perioade și ceea ce considerăm reprezintă media energiei (cinetice sau poten- 
țiale) pe o perioadă în jurul timpului î. Deoarece energia este disipată, trecînd în căldură, ne 
așteptăm ca energia medie (pe o perioadă) să scadă pe măsură ce sînt efectuate din ce în ce 
mai multe cicluri. | 

Ne așteptăra să găsim că disiparea de putere este egală cu viteza medie (cu semn schim- 
hat) cu care este consumat un lucru mecanic de către forța de frecare F/ = — bă = — (M/1) 3 
|vezi ec. (7.30)]. Folosind ecuaţia (7.35) şi presupunînd că we? > |, astfel încît termenul e-4/ 
să fie scos în afara semnului de mediere < >, obținem valoarea “vitezei medii de efectuare a 
lucrului mecanic: 


<Fpn> & — RAI co$azie-tit <cost cogt> 
că 


n — —Î. Mogaţeile a —-El0, 
Ain * 


în concordanță cn ecuația (7.39). 
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Factorul de calitate Q. Mărimea Q, sau factorul de calitate al unui sistem oscilant este 
un termen foarte des utilizat. El este răspîndit mai ales în terminologia sistemelor electrice 
de curent alternativ, dar este aplicabil tuturor sistemelor oscilante atît timp cît amortizarea 
este mică. Mărimea Q este definită ca produsul dintre 27 și raportul dintre energia înma- 
gazinată și pierderea medie de energie într-o perioadă: 


energi agazinată 2 
< pierderea de energie într-o perioadă > Ph Pl|u 

deoarece perioada este 1/ și 2mv = w. Timpul corespunzător unui radian de mișcare este 1/w. 

Amortizarea trebuie să fie suficient de mică, astfel încît E să nu varieze apreciabil într-o 

perioadă. Rețineţi că mărimea Q este adimensională. Pentru oscilatorul armonic slab amor- 


tizat (gr > |) avem: 


Q 2 9T (7.41) 


Elogt 


din ecuaţia (7.39). Observăm că valoarea lui wgT este într-adevăr o bună măsură pentru lipsa 
amortizării unui oscilator. Un «gt mare sau un Q mare înseamnă că oscilatorul este slab amor- 
tizat. Ubservaţi din ecuația (7.38) că energia unui oscilator scade la e”! din valoarea sa ini- 
țială în timpul 7; in acest interval de timp, oscilatorul efectuează «gT/2r oscilaţii. Citeva 
valori reprezentati're ale lui Q sînt date în tabelul 7.2. 


TABELUL 7.2 


Citeva valori tipice pentru Q (variaţii mari nu sînt excluse) 


Pămîntul, pentru o undă seismică 250 — 1 400 
Cavitate de cupru rezonantă în domeniul microundelor 104 
Coardă de pian sau vioară 105 
Atom excitat 10? 
Nucleu excitat (%Fe) 3- 101 


OSCILATORUL ARMONIC FORȚAT 


Cazul unui oscilator armonic acționat de o forță externă care variază 
sinusoidal este un caz de extremă importanță în multe domenii ale fizicii. 
Din cauza complexităţii problemei, ea este tratată în temele avansate (de 
la sfîrșitul acestui capitol). Cîteva rezultate merită, totuși, să fie menționate 
aici. 

1. După cum este de așteptat, mișcarea staționară (după ce frecarea 

a amortizat complet orice mișcare corespunzind perioadei naturale 
a oscilatorului liber, />7 ) are frecvența egală cu cea a forței externe. 


2. După cum este, de asemenea, de așteptat, în special Pentru oscila- 
torul slab amortizat, amplitudinea mișcării staționare depinde puternic 
de frecvenţa forţei externe, fiind mare cînd aceasta este apropiată 
de frecvenţa naturală. Figura 7.14 reprezintă amplitudinea ca funcție 
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FIG. 7.14. Amplitudinea mișcării armonue FIU. 7.15. Defazajul P dintre elongatie şi 


forțate, ca funcție de frecvența externă. Valoa- forţa externă. 
rea maximă a lui z apare la valoarea o = 
= ooy | — 1/(2Q)%, care este “situată puţin sub 
valoarea lÎ, în puncte puţin diferite pentru 
fiecare curbă. Scala amplitudinii este pur arbi- 
trară şi pentru aceeaşi forță externă și același 
«o, maximul amplitudinii pentru Q = 100 va 
ti de 20 de ori mai mare decit acela pentru 


Q=5. 


de frecvența impusă în cazul unui Q mare şi a unuia de mărime mij- 
locie. Observați că amplitudinea este maximă pentru: 


îs XA 1. A i Yi 
a = (ui — a)? = oo[! —- 2 = op|l — . 
2ipk 23 20: 


care este foarte apropiată de w, pentru un oscilator cu un ( înalt. 
Absorbția maximă de putere se produce la & == cp. Lipul de curbă 
reprezentat în figură este numit adesea curbă de rezonanță |. 


. Decalajul în timp, indicat prin unghiul O, între elongaţia + = 


= X9 sin (ot + O) şi forța externă care variază ca sinwf este, de asemenea, 
o funcție puternic dependentă de frecvența impusă, fiind zero pentru 
frecvențe joase și --x pentru frecvențe înalte. Vezi fig. 7.15 și temele 
avansate (pagina 252)|. Faza O este definită aici ca unghiul care 
indică cu cît este atins înainte maximul elongației față de cel al forței 
descrise de Fe sin w/. Așadar, unghiurile negative arată că elongația 


A A A A d -_ - T 
este în întîrziere față de forţă. l)e notat că pentru o= co, P= — Ş , 


elongația este în urma forței cu un sfert de perioadă. Pentru mai 
multe detalii, consultați temele avansate (pagina 253). 


: În unele domenii prin curbă de reonanță se mțelege în mod strict curba f(a) = 1/(1 4 2) 
care este similară ca aspect. 
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PRINCIPIUL SUPERPOZIȚIEI 


O proprietate importantă a oscilatorului armonic este aceea că soluțiile 
sînt aditive: dacă xu(?) descrie mișcarea sub acțiunea forței F,(î), iar xa(4) 
descrie mişcarea sub acțiunea forței Fe(7), atunci x,(t) + x2(7) descrie miș- 
carea sub acţiunea forței rezultante F,(7) + Fa(4). Adică, dacă cunoaștem 
mișcarea sub acţiunea forței F, şi mișcarea sub acţiunea lui Fe, vom 
obține legea de mișcare sub acţiunea simultană a celor două forţe, adunînd 
xa(î) cu xa((). Această proprietate rezultă direct din ecuaţia de mişcare: 


di "1. d! ulaiii 
(prag ia + (pr rai) n+ 
ra TIN II 
Na clica Tia ali e i ii 


Valabilitatea principiului superpoziţiei pentru soluţiile ecuaţiei de mișcare 
a oscilatorului armonic este o consecinţă a liniarităţii ecuaţiei în care intervine 
numai puterea întîi a lui + și a derivatelor sale. Situaţia este complet diferită 
dacă sînt incluşi termeni anarmonici. Un termen în x? în ecuația de mișcare 
se poate arăta că amestecă și înmulțește două frecvențe impuse simultan, 
4 Și a, producînd în consecință un întreg domeniu de frecvențe armonice 
(20, 303 p-+-, 202, 32 ,...) şi de combinaţii de frecvenţe „de bandă alăturată“ 
(003 + cop; Op — top: o — dog €etc.). 


1. Penduiul simplu. Un pendul este 
construit dintr-un fir ușor de lungime 
L = m şi un corp greu de masă M — | kg. 
Care este perioada micilor oscilaţii ale 
acestui pendul? 

HN: 2. 


2. Corp fixat de un resort. Scrieţi 
ecuația de mișcare pentru un corp de masă 


M care se mișcă în direcție verticală sub 

acțiunea forței gravitaționale şi a unui 

resort de constantă elastică k. Cum înfluen- 

țează forța gravitațională: 

(a) Perioada de oscilație? 

(5) Centrul de oscilație, adică punctul în 
jura) căruia au loc oscilațiile? 


3. Corp fizat de un resort. Un corp 
cu masa de 1 kg este suspendat de un resort 
liniar cu constanta elastică & = 10 N/m. 
(a) Care este perioada micilor oscilaţii? 
(b) Găsiți elongația ca funcție de timp, 

dacă la î = 0 deplasarea față de poziția 
de echilibru este + 5-103 m iar 
viteza + 0,15 m/s. 


4. Corp fixat de un resort — date. 
Datele din tabelele 7.3 și 7.4 au fost obținute 
observind mișcarea unui corp fixat la 
capătul unui resort. 

(a) Repyezentaţi grafic pătratul perioadei 
de oscilație ca funcție de masă. Valorile 
tabelate ale masei exclud masa resortu= 
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lui. Determinați masa efectivă a resortu- 
lui printr-o extrapolare convenabilă a 
graficului. 

“(b) Determinați constanta elastică £. 

(c) Reprezentați grafic logaritmul natural 
al amplitudinii ca funcție de timp şi 
determinaţi timpul de relaxare. 

«(4d) Determinaţi factorul de amortizare b 


TABELUL 7.3 
Perioada ca funcție de 
masă 
ME ag î tame 
0,050 0,72 
0, 100 0,85 
0, 150 0,96 
0,200 1,06 
0,250 1, î6 
0,300 : 1,24% 


TABELUL 7.4 


Amplitudinea oscilației ca funcție de timp 
pentru o masă de 0,150 kg 


Timpul, s Amplitudinea, m 

0 4,5 + 102 

30 4,0 - 1072 

80 3,5 - 103 

125 3,0 - 102 
180 3 2,3: 1971 
235 2,0 + 104 
340 1,5.+ 107% 
455 1,0 : 1073 


5. Corp în mediu fluid. Un corp 
cufundat parțial (sau complet) într-un lichid 
«ste împins de jos în sus cu o forță egală cu 
greutatea: lichidului dezlocuit (principiul 
lui Arhimede). Arătați că un corp de sec- 
țiune orizontală uniformă constrins să se 
mişte vertical într-un lichid de densitate 
mai mare decit densitatea corpului va 
executa oscilații armonice simple. Care 
este perioada? Care este limita amplitudinii 
de oscilație? 


6. Pendulul 


(a) Un pendul de lungime 0,392 m și masă 
0,5 kg este pus în mișcare astfel încit 


la t=0, 0=0,1 şi = —0,02/s. 
Găsiţi unghiul 0 ca funcție de timp. 
Utilizaţi ervațiiie de mişcare pentru a 
determina forța care se exercită asupra 
corpului ia 6 = 0. 

(5) Pendulul Foucault a fost instalat de 
Foucault la Paris in 185, pentru a 
demonstra efectul rotației Pămîntului 
(vezi capitolul 4, pagina 135). Caiculaţi 
perioada, dacă lungimea pendulului este 
de 69 m. Determinaţi energia totală a 
mișcării, dacă masa este de 28 kg iar 
amplitudinea maximă a oscilaţiilor este 
de 10. 


7. Energia corpului fixat de un vesort. 
Un corp de masă 0,05 kg fixat la capătul 
unui anumit resort execută o mișcare 
armonică simplă descrisă de legea « = 
== 0,02 sin10 ?, unde + “este exprimat în 
metri şi i în secunde. 
(a) Găsiţi constanta elastică A. 
(5) Determinaţi energia cinetică maximă. 
(c) Care este energia potențială maximă 

și energia totală? 


8. Oscilatorul bidimensional. O parti- 
culă se poate mișca în planul x, y, sub acți- 
unea unei forțe de mărime — k(x* + y$) == 
= — hr îndreptată către origine. Găsiți ecua- 
țiile de mişcare pentru coordonatele + şi y 
şi rezolvaţi-le, presupunind că particula 
are masa M. 

(a) Care sint condiţiile pentru ca mişcarea 
să fie circulară şi care este perioada 
acestei mişcări? 

(5) Care sint condiţiile pentru ca mişcarea 
să aibă loc de-a lungul unei drepte 
care face un unghi de 4% cu axa «+ 
şi care este perioada mișcării? 


9. Corp pe fundul unt vas sferic. 
Un corp alunecă liber pe fundul unui vas 
sferic de rază l m. Găsiţi perioada micilor 
oscilații. Care este lungimea unui pendul 
echivalent? 


10. Viscozitatea 


(a) Consultaţi o carte de referinţă care dă 
și explică definiția viscozității. 


(9) Care este dimensiunea coeficientului de 
viscozitate 7? 

(0) Care este valoarea viscozităţii apei la 
20*C? 

(d) Evaluaţi (b) [vezi ec. (7.28)) pentru o 
sferă cu raza de 3 cm într-un mediu 
de viscozitate 2 centipoise (vezi probl. 13). 

(e) Găsiţi viteza finală pentru punctul (4), 
unde densitatea sferei este 2700 kg/m* 
iar densitatea lichidului 1100 g/m?. 
Folosiţi forța rezultantă verticală, așa 
cum s-a explicat în problema 3, şi 
timpul de relaxare. 


"11. Mișcarea sub acțiunea. unei forţe 
«de viscozitate. 


(a) O particulă de masă M asupra căreia 
acționează doar forța de viscozitate a 
mediului de forma —bv este aruncată 
intr-un punct cu viteza w. Scrieți 
expresia vitezei ca funcție de timp. 
Găsiți x(!), amintindu-vă că v sm dx/dt. 
Calculaţi distanța parcursă de corp 
dacă M ma 0,01 kg, bm 41:10 N.-s/m 
Şi Vom i m/s. 


TEME AVANSATE 


Oscilatorul anarmonic. În continuarea 
analizei de la paginile 228 — 234 considerăm un 
pendul care oscilează cu o astfel de amplitu- 
dine încît nu mai putem neglija termenul 9 
din dezvoltarea lui sin 0, aşa cum am 
făcut în ecuaţia (7.9). Care este efectul pe 
care îl are termenul în 0 asupra mișcării 
pendulului? Am văzut, în tabelul 7,1, 
«afectul asupra perioadei. Vom trata acum 
problema din punct de vedere analitic. 

Problemele artarmonice, sau neliniare, 
sint de obicei greu de rezolvat exact (deşi 
calculatoarele pot să ne furnizeze cu 
ușurință orice precizie dorim), dar soluțiile 
aproximative sint adesea, adecvate pentru 
a ne da o idee asupra fenomenelor care an 
toc. Ecuația (7.8) dă: 


sin POP PE E 
: 6 


(2) În experiența lui Millikan unele picături 
de ulei aveau raza de 2: 10” m. Den- 
sitatea uleiului era de 920 kg/m? iar 
viscozitatea aerului 1.8 - 1074 centipoise, 
Găsiți timpul de relaxare și viteza limită. 
Neglijaţi corecția de plutire. 


12. Timp de relaxare. Un oscilator art 
M = 0,0lkg, £ m 0,49 N/m, ba 1: 102N. 
*slcm. La t=0, zm0,02 m și i0. 
(a) Găsiţi » ca funcție de timp. 
(P) Care este timpul de relaxare pentru a: 
dar pentru E.? 
(c) Care este valoarea lui 0? 


13. Oscilatorul amortizat. O bilă sferică 
de rază 3: 103 m şi masă 5: 104 kg se 
deplasează prin apă sub acțiunea unui 
resort de constantă elastică & = 0,05 N/m. 
Coeficientul de viscozitate 4 pentru apă 
este 103 N : s/mi sau 103 poises. Determi- 
nați numărul de oscilații care au loc pină 
cind amplitudinea scade la jumătate din 
valoarea ei inițială. (Observați că e09:595 mm 
m 1/2.) Care este factorul de calitate Q 
al oscilatorului? i 


astfel încît în acest ordin ecuația de miş 
care (7.7) devine: 


ca ARI TI PR It 
6 


unde wi este o notație pentru mărimea 
g|L. Aceasta este ecuația de mişcure pentru 
un oscilator anarmonic. 


Vom căuta să găsim pentru ecuația 
(7.43) o soluție aproximativă de forma: 


6 = 6, sin e? + e, sin 3ut (7.44) 


unde c este o constantă adimensională pe 
care o presupunem mult mai mică decit ! 
pentru 0, €£ 1. Adică, vom vedea dacă 
mișcarea poate îi reprezentată aproximativ 
(sau exact — nu ştim incă!) ca superpoziția 
a două mișcări diferite, una descrisă de 
sin «ot și cealaltă de sin 3wot. Prezența unui 


249 


termen proportional cu sin ot este sugerată 
deidentitatea, trigonormetrcă [Dwight 403,03]: 


pct „00 IER ac 
m i: (7,45) 


Astiei, termenul 63 din ecuaţia diferențială 
(7.43) va penera din cubul lui sin of un 
termen de tipul sin 3wt. Pentru a satisface 
ecuaţia diferențială sîntem obligați să 
adăupăm la 'sin ut un termen de forma 
c sin 3? pentru a compensa termenul sin 30? 
penerat de 6'. Mai departe, oul termen 
e sin 3! în soluția pe careo încercăm va 
genera, priu ridicare la cub, un termen în 
csin9ut şi aşa mai departe. Nu există nici 
un motiv aparent conform căruia procesul 
să se oprească: dar, dacă e £ 1, este de 
aşteptat ca seria să conveargă rapid, deva: 
rece în termenii de frec'rențe inalte intervin 
ca factori puteri din ce în ce mai înalte ale 
lui £. Observăm astfel că expresia (7.44) 
poate fi, în cel mai bun caz, doar o soluţie 
aproximativă. Rămiîne să determinăm acum 
c şi o; deși frecvenţa w trebuie să se reducă 
la ce la amplitudini mici, ea poate diferi 
de ww la amplitudini mari. Presupunem 
pentru simplitate că la £ = 0 avem 0=0. 

O soluție aproximativă de acest tip 
se mumeşte soluție de perturbație, deoarece 
ua termen din ecuația diferențială perturbă 
mișcarea care ar fi avut loc in absența 
acelui termen. După cum aţi văzut, am 
ajuns la soluția de forma (7.44) pe baza 
unui raționament aproximativ. Este destul 
de uşor să verificăm citeva soluții de probă 
şi să le eliminăm pe acelea care nu satisfac 
ecuația. 

Din ecuaţia (7.43) avem: 

i = —a20, sin of — 90, sin! 3cot 
9? = 0i(sinot + îc sintut sin3ut +...) 


unde am neglijat termenii de ordinul «e? 
şi e pe baza presupunerii noastre că putem 
găsi o soluție cu e £ |. Folosind identitatea 
trigonometrică din relația (7.45), termenii 
din ecuaţia (7.43) devin atunci: 


6 m —0010, sin at — 920, sin 31 
(7.46) 


430 m —0030, sin of + oc, sin 3 — 


i Ia .. 
= a — —— Bsinut + 
it m. 


(] 2 
+ 22 6gsin Seat —  6esint at sin 3cut. 


Adunăm acum ecuaţiile (7.46) membru cu 
membru. Suma din membrul stîng este 
egală cu zero, conform ecuației (7.43). 
Pentru ca expresia (7.44) să fie o soluție 
aproximativă la orice moment 7, este necesar 
ca coeficienţii lui sin cot și sin 3wot să se 
anuleze separat în membrul drept al ecuației 
(7.46). Într-adevăr, să presupunem că 
aceşti coeficienți nu se anulează; am avea 
atunci o expresie de forma A sina! + 
+ B sin 3uwt = 0, unde A și B sint constante. 
Dar o astfel de ecuație nu poate fi satis- 
făcută pentru orice valoare a lui î; în 
consecință, trebuie ca A și B să aibă fie- 
care “raloarea zero. Oprindu-ne la 3cot în. 
soluția (7.44) pe care am presupus-o, nu 
am inclus toți termenii sau toate frecvențele 
care pot apărea, dar i-am inclus pe cei 
mai importanți. 

Condiţia ca coeficienții lui sint în. 
«enaţia (7.46) să aibă suma egală cu zer« 
este ca: 


3 
— ai + aj= 22000 =0 


st = at [1 za); 
d = os| - a), (7.47) 


unde am folosit dezvoltarea binomială a 
radicalului (vezi cap. 2, note matematice. 
pagina 73). Ecuația (7.47) exprimă depen- 
dența lui e de 0. De aici se vede că up 
este limita lui e pentru 0o—0, adică 
limita în cazul amplitudinii mici. Pentru 
0e = 0,3 rad, modificarea relativă a frec- 
venței este Aw/w & — 103, unde Av = 
= w — tag. Observaţi că frecvența pendulului 
la amplitudini mari depinde de valoarea 
amplitudinii. 

Soluția din ecuaţia (7.44) conține, 
de asemenea, un termen în sin 30. Ampli- 
tudinea acestui termen raportată la ampli- 
tudinea termenului sin wi! este £, care este 
determinat de condiția ca coeficientul 


termenului sin dot in ecuația (7.46) să se 
anuleze: 


. A 
— ue + uţe + 22-68=0 


Dacă punem wo? 2: wi, această ecuație se 
reduce la: 


înterpretăm parametrul e ca o măsură 
pentru contribuția relativă a termenului 
sin 3wt într-o soluție pentru 6 dominată 
de sinuwt. Pentru 06, =0,3rad, avem 
e 2 103, adică o valoare foarte mică. 
Coeficientul termenului sin? wt sin 3wț în 
ecuaţia (7.46) este de ordinul O(e) sau 
O(03) în comparaţie cu termenii pe care 
i-am folosit. Am neglijat acest termen în 
aproximaţia noastră. 

De ce nu includem in ecuația (7.44) uu 
tennen în sin 2uwt? Încercați singuri o 
soluție de forma: 


6 =, sin ot + 7,0 sin 24 


şi vedeţi ce se întimplă. Veţi găsi 7-0. 
Pendulul generează în special armonica a 
treia, adică termeni în sin 3wt și deloc ter- 
meni în sin 2wt. Situaţia ar fi diferită pentru 
un sistem a cărui ecuație de mișcare include 
un termen în 6?. În acest caz, soluția ar 
avea un termen în sin 2uoţ şi se poate utiliza 
aceeași tehnică. Există multe astfel de 
probleme (de exemplu, dilatarea termică a 
solidelor) în care forța este mai puternică 
pentru o valoare pozitivă (negativă) a 
deplasării decit” pentru o valoare egală 
negativă (pozitivă). 

Care este frecrența pendulului la 
amplitudini mari? Nu există o frecvență 
unică a mişcării. Am văzut că termenul cel 
mai important (componenta cea mai mare) 
este de forma sin wtf şi spunem că w este 
frecvența fundamentală a pendulului. În 
aproximația noastră « este dat de ecuaţia 
(7.47). Termenul în sindot este numit 
armonica « treia a frecvenţei iundamentale. 
Raționamentul care urmează după formula 
(7.44) sugerează că in mișcarea exactă este 
prezent un număr infinit de armonice: 
dar că majoritatea acestora dau contribuţii 
ioarte mici. În expresia (7.44) amplitudinea 


componentei fundamentale a mișcării este 
6; amplitudinea componentei armonicei a 
treia este s6.. 


Oscilaţii armonice forțate cu amorti- 
zare. Vom considera acum în detaliu miş- 
carea forțată, sau întreținută, a unui osct- 
lator armonic amortizat. Aceasta este o 
problemă de cea mai mare importanță. 
Dacă, in afara frecării, mai există o forță 
externă F(!) aplicată oscilatorului, ecuația 
de mişcare este: 


Mă + bă < hx= F(5, 


sau, intr-o notație mai compactă, en 
+ = M|b şi ot = k/M. 


See inaite (7.48) 
T 


A. 
M 
Aici top este frecvența naturuld a sistemului 
în absența frecării și in absența forței 
externe. Cind forța externă are o frecvență 
diferită w(wg), vom vedea că răspunsul 
în regim staționar va avea frecvența impusă 
şi ni frecvența naturală. Dar, dacă forța 
externă este brusc îndepărtată, sistemul va 
reveni la o oscilație amortizată cu o fret- 


_venţă aproximativ egală cu cea naturală, cu 


condiția ca amortizarea să fie slabă. 
Să presupunem în ecuația (7.48) că: 


F(t) _ Fesinot 


M M 


Fo 


da 


E de sin ot: 


(7.49) 


astfel incit forța externă este sinusoidală cu 
frecvența w. Această relație definește mări- 
mea &g. Răspunsul sistemului în starea 
staționară (starea sistemului după ce toate 
efectele tranzitorii s-au stins) va avea exact 
frecvența forței externe. În: caz contrar, 
iaza relativă dintre forţă și răspuns ar varia 
in timp. Aceasta este o caracteristică 


importantă a rezultatului — răspunsul în 
stare staționară a unui oscilator armonic 


(chiar cu amortizare) acționat de o forță 
externă, se produce cu frecvența externă şi 
nu cu frecvența naturală wa. Nici o altă 
frecvență în afara frecvenței forței externe 
nu va satisface ecuația de mişcare. Prin 
răspuns înțelegem fie elongaţia (deplasarea) 
x, fie viteza &. Vom considera aici ca ră 
puns elongația x. 
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Câutâm pentru ecuația (7.48) o soluție 
de forma: | 


z= sh (ot+0) (7.50 


îu care va trebui să determinăm din ecuația 
de mișcare valorile amplitudinii x, și a 
fazei! 0. În relația (7.50) o nu este 
frecrența naturală a oscilatorului, ci frece 
vența forței externe; unghiul O reprezintă 
defazajul între forța externă și elongaţia 
aseilatorului. Astfel, O are aici un sens 
total diferit de ceea ce am intilnit la oscila. 
torul armonic liber, unde O a fost legat de 
condițiile- iniţiale. Dacă considerăm numa 
starea staţionară, condiţiile inițiale sînt 
irelevante pentru oscilatorul supus forței 
exterioare. . 


Este important să definim precis ce 
înțelegem prin defazajul 0 între elongaţie 
şi forța externă. Atiît forța externă cit şi 
elongația sint descrise de o oscilație armo” 
nică simplă. Între două maxime succesive 
ale forței sau ale elongaţiei faza este de 


360 sau 2x rad. Defazajul O veprezintă! 


unghiul cu care elongația își atinge mazimul 
înaintea forței. De exemplu, să presupunem 
că forța îşi atinge cea mai mare valoare 
pozitivă în momentul în care elongația 
este nulă și crescătoare în sens pozitiv. 
Deplasarea va fi atunci în urma forței cu 
unghiul z/2 rad. Dar ( este definit ca 
anghiul cu care x este î avans față de F, 
astfel încît în acest caz O este egal cu 
— n[2. 
Să considerăm derivatele: 


d 
MR ue 3, cos (ut + 0), 
di 


dîx 
—— .. — 02 sin (ut + 9). 
ră o sin ( ) 


1 Este necesar să lăsăm unghiul D (nu- 
mit faza unghiulară a lui x relativ la forța 
F) să ia valori diferite de zero. Nu se poate 
obține nici o soluție dacă ( este omis. Cînd 
se vorbește despre o fază unghiulară este 
necesar să se specifice mărimile între care 
există defazajul. În probleme de electrici- 
tate se vorbește în mod obișnuit de faza 
curentului electric în raport cu tensiunea. 
Aici ne referim la faza elongației + în 
raport cu forța externă F. Cele două faze 
nu sint echivalente, deoarece analogul cu- 
rentului electric nn este , ci dx/df. 


Ecuația de mişcare (7.48) se scme atunci: 
(03 — 002)2g sin (cot +0) 4+ Ea e cos (ct + 
T 


+ 0) = ae sint (7.51) 
Putem simplifica această relație pe baza 
identităților trigonometrice: 
sin (ot + 0) = sin af cos 9 + cos at sin O 
cos (ot + 0) = cos ut cos Î —sin ui sin b. 
Astfel ecuația (7.51) devine: 


[tot — on) cosa — sin 2] re snur e 


[roi — 3) sin + 2. cos o]; 


* 29 COS tot == a sin tuf (7.52) 


Această ecuaţie poate fi satisfăcută numai 
dacă coeficientul lui cost este zero. Con- 
diția poate fi scrisă sub forma: 


De asemenea, coeficientul lui sin & 
trebuie să fie egal cu a: 


o = do . 
(03 — e?) cos — (o/7)sin O 
(7.54) 
Din relația (7.53) rezultă că: 
cos O eo — a 
n 2 — apă an/a 
[(003 — 2 + (0/73) (1.35 
Po RI, 
(ta 09 + (oh) 
de unde formula (7.54) devine: 
a e (7-30) 


toi = 00 + (oh 


Aceasta este amplitudinea mişcării. 

Relaţiile (7.55) și (7.56) ne dau solu- 
ţia dorită. Ştim acum amplitudinea e și 
faza O a. răspunsului sistemului la acțiunea 
forței externe F = Mo, sin ot: 


LA 


ae an lut + 
[las — 003% + (co/r)]/2 | 


oh 


Amplitudinea din formula (7.57) este repre- 
zentată ca funcție de w în figura. 7.14, 
iar defazajul O în figura 7.15. Observaţi 
din grafic că faza O este totdeauna negativă. 
Acest fapt poate fi înțeles din relaţia (7.53)+ 
deoarece = 0 pentruw = 0,0 > O >—n/2 
pentru o < op şi —r/2 > 0 > —r pentru 
w > o: 

Putem înțelege mai bine această 
soluție examinind cazurile limită. În ana” 
liza noastră vom presupune mereu că 
amortizarea este slabă, adică wgt > |. 

Frecvență impusă joasă wwe. În 
acest caz, vedem din relațiile (7.55) că: 


cos = 1; sin P— —0 


deci D— 0. Răspunsul la frecvențe joase 
se zice că este în fază cu forța externă, 
Din expresia (7.56) obținem: 

%g Mao Fo 


o — pr = Fi == i . (7.38) 


În această limită resortul insuși (și nu 
masă sau frecarea) controlează răspunsul: 
corpul este pur și simplu deplasat lent 
înainte şi inapoi de către forța externă cage 
acționează împotriva forței elastice a resore 
tului. 

Răspunsul la rezonanță wo =. La 
sezonanță, răspunsul poate fi foarte .mare 
Utilizăm adesea în aplicații răspunsuri la 
rezonanţă şi trebuie să le tratăm cu atenție 
Cind «e = we frecvența impusă este egală 
cu frecvența naturală a sistemului în 
absența frecării. Avem: 


cos D= 40, sn 0 -1, dai 


La O == cp, amplitudinea este dată de 


LX 

Xa PD ——c „3 
pie (7.39) 
Cu cît amortizarea este mai slabă, cu atit 
“ și deci x sînt mai mari. Dacă menţinem Fe 
constant, raportul dintre răspunsul la rezo- 
nanţă și răspunsul la frecvență zero se 


obține din relaţiile (7.58) şi (7.59) egal cu: 
Zoo = too) Tu, 
Zoo = e) — sosite = og? = O, 
zoo == 0) 2o|to8 


unde factorul Q a fost definit în formula 
(7.41). Acest raport poate fi foarte mare — 


adeseori 104 sau mai mult | Se poate spune 
că amortizarea controlează răspunsul! la 
rezonanță. 

Răspunsul maxim &, nu apare exact 
cind & = top. Observăm că derivata expre- 
siei (7.56) are un zero la: 


i la-arete)]- 


= 2(0 — 05(— 20) + Ze 0 


. 
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Aceasta este poziția de maxim a curbei 
care reprezintă pe xp în funcție de w. Dacă 
tot > 1, maximul este foarte apropiat de 
O = 09 
Poate părea dudat că răspunsul 
maxim este obținut cind defazajul unghiular 
este aproape de —x/2, adică cind forța 
este defazată cu 90“ față de elongație.- 
Poate să apară mai logic ca rezonanța să 
aibă loc cind O = 0 și nu — x/2. Explicația 
este următoarea: puterea absorbită de 
oscilator nu depinde direct de faza dintre 
forța externă și elongație, ci de faza dintre 
forță şi viteză. Se poate vedea, după un 
moment de gindire, că vom obține cea 
mai mare deviere cind viteza este exact 
în fază cu forța externă. În acest mod, 
corpul primește un impuls exact la momen- 
tele și în pozițiile potrivite.Cind elongația este 
zero, viteza este maximă. Dacă în acest punct 
corpul se mişcă în sensul pozitiv, dorim ca în 
acest moment forța să își atingă valoarea 
maximă pentru ca să obținem mișcarea 
maximă. În punctele de întoarcere, unde 
viteza își schimbă sensul, trebuie, pentru 
a avea rezonanță, ca forța să-și schimbe 
în acel moment sensul, în exact același 
mod. Rezonanța este prin urmare expri- 
mată cel mai bine în funcție de faza dintre 
viteză și forța externă. Ştim că viteza unui 
oscilator este în avans față de elongație 
cu exact 90". Așadar, la rezonanță, cînd 
forța şi viteza sint în fază, trebuie ca forța 
să fie înaintea elongației, astfel încit P == 
= — 7/2. După cum am subliniat mai sus, 
deşi amplitudinea maximă are loc la o 
frecvență ușor mai joasă decit cp, puterea 
maximă se obține cind o == to. 
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Frecvenţă impusă înaltă « > ce. În 
acest caz 


cos D— — 1, sin 0-0, P-— rr 


În această limită, răspunsul descrește ca 
1/02. Inerția corpului controlează răspunsul 
în limita frecvenței înalte şi masa răs- 
punde în esență ca un obiect liber, fiind 
deplasată rapid înainte și înapoi de către 
forță. Observaţi că defazajul O al elon- 
gației « în raport cu forța externă F 
pleacă de la zero la frecvențe joase, trece 
prin — 7/2 la rezonanță şi atinge — la 
frecvențe înalte. Elongația este mereu în 
şntârzievre față de forța externă. 

O cale geometrică interesantă pentru 
înțelegerea acestor fenomene este dată în 
figura 7.16. În loc să reprezentăm răspunsul 
X9 Sau puterea ca funcție de w, folosim ca 
variabilă unghiul 0. Din formulele (7.55) 
şi (7.56) rezultă că: 


MAp = sin (—0) - tg. 


unde b este coeficientul de amortizare 
(M/5) din ecuația (7.30). Produsul top este 
exact “aloarea maximă a vitezei ă, sau 
amplitudinea “itezei pe care o numim vw. 
În diagrama polară din figura 7.16 lungimea 
segmentului OP este exact această ampli- 
tudine a vitezei vg, cu diametrul ales egai 
cu Fojb, pentru a fi în concordanță cu 
ecuația de mai sus. Trebuie să ne amintim 
că 0 este de fapt un unghi negativ, dar 
deoarece în figură ne interesează doar 
mărimea lui vg, îl tratăm pe P ca și cum 
ar fi un unghi pozitiv, deoarece: 


sin (— 0) = —sin Q; 


|sin (- 0)| = |sin0l|. 


Valorile lui O date în explicaţia figurii 7.16 
sînt “ralorile corecte negative. Din acest 
grafic polar putem vedea că în timp ce Î 
variază, lungimea lui OP pleacă de la o 
valoare mică (fig. 7.16, c), creşte la valoarea 
maximă a diametrului cercului, cînd O = 
= — [2 (fig. 7.16,e) şi apoi descrește din 
ngu cînd tinde la —r (fig.7.16, f și g). 
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După cum se za vedea in cele ce urmează 
puterea este media lui Fs pe un ciclu 
vezi relaţiile (7.60) şi (7.62)] și are o valoare 
maximă la D= — m/2. 

Absorbţia puterii. Media temporală a 
lucrului mecanic efectuat în unitatea de 
timp asupra sistemului oscilant de către 
forța externă, se obține, utilizînd relația 
(7.49) şi derivata temporală a ecuației 
(7.57), în forma: 


Mao 


[log — m + (0/7) 
. < sin ot cos (ot + 0)>. (7.60) 


Pa <Fă> e î» 
s 


Urilizind identitatea: 
cos(at + 0) me cos e cos O — sin ut sin O 
avem 


<sin ut[cos ut cos 0 — sin ot sin D]> = 
= — sin0 <sinat> e — — sin O (751) 


unde am folosit faptul că <sin w! cos ul> == 
=: 0. Observăm că aici faza are o deosebită 
importanță (vezi fig. 7.17, a şi d). Înlocuina 
pe sin D din relația (7.55) putem scrie 
formula (7.60) sub forma: 
! ar 


—M == 
2 . (03 — 2) + (jr): 


— 92392 1] 
= 7 Mate [[*322=) + '] - (7.62) 
2 w/T 


Acesta este un rezultat important, ilustrat 
în figura 7.17. i 

Absorbția de putere la rezonanţă 
(wo == cp) este: 


P= 


i 
Pre = — A 
rez > Mat 


Absorbția puterii (relația (7.62)) se reduce 

la jumătate din valoarea la rezonanță cind w 

este modificat cu 4 (Ac)a, astfel încit: 
3 


-=aj-at = (00 + 6)(op — 0) 


s | 
Așadar, lărgimea totală 2(Acw) , a rezonan- 
2 


ței, la putere egală cu jumătate din valoarea 
maximă, este egală cu 1/7. Utilizind expresia 


PIG. 7.16. (a). „Grahcul polar” dă ce rcpre FIG. 7.16. (6! Pentru orice, triunghiul OPQ 
ventare grafică simplă a oscilaţiilor armemice este dreptunghic. Astfel, segmentul OP = 


forțate. Se construieşte un cerc de diametru Ft = — Fob: mn O. Din relaţiile (7.55)—(7.57) 
şi un segment de dreaptă OP care face unghii vedeai că acest segment are valoarea 0P=uwxa= 
O cu ordonata. = ve. egală co amplitudinea vitezei. 


$ 
FIG. 7.16. (e) Pentru o & worezultă 2 0 și FIG. 7.16. (d, Pe măsură ce « crește, crese 
tu & Fajb. În această limită, răspunsul este Elan că mun aa Fal/28. 


foarte mic. 


= 


bIG. 7.16. dej La D= —x72, avem o — cp și FIG. 7.16. (7) Pentru ww > ce, ve descrește 
vo ma Falb. Amplitudinea vitezei este maximă din nou. La O = —3m/4, vo are iarăşi va- 
la rezonanță. loarea Fe/V2b. 


pentru 0 din ecuația (7.41), vedem câ: 
tg frecvența la 


9 = WOoT= 
2(Aw) Ja lărgimeatotalăla pu- 
2 


rezonanță 
tere egală cu jumătate din valoarea maximă 


Deci Q măsoară fineţea acordului (vezi 
fig. 7.18). 


FIG. 7.16. (ş) Pentru w 3 ca, din non 


| to Folbşi ba —x. 


FIG. 7.17. (a). Este reprezentat segmentul de 
dreaptă OS m —vg sin. Din relaţiile (7.60) — 
(7.62) vedem că puterea absorbită este pro- 
porțională cu — vo sin, sau cu segmentul de 
dreaptă OS. 


EXEMPLU 


Exemplu numeric de problemă cu un 
ascilator armonic. Fie corpul cu masa 
M == 0,001 kg, constanta elastică k = 10 N/m 


1 -. 
şi timpul de relaxare 7 == Tisa Atunci, diu 


FIG. 7.17. (b) La defazajele P = —m/4 și 
PD m — 3x/4 segmentul OS = - OSmaz- 


Aşadar, în aceste puncte se absoarbe jumătate 
din puterea maximă. Desigur, puterea mazi- 
mă se absoarbe la D= —/2 (rezonanță) 


FIG.:7.18. Puterea absorbită este propor- 
țională cu f(X) == 1/(1+X9), unde 


— (03 — 0?) 
w|? 


după cum rezultă din relația (7.62). Pentru 
20, mărimea X = ctg D este mare și 
negativă. Pentru P == —x/2, X = ctg = 
= 0 şi puterea absorbită este maximă. Punc- 
tele X = 4-1, care corespund unei puteri 
egale cu jumătate din valoarea maximă, sînt 
de asemenea indicate. Funcţia f(X) = 1/(1 + 
+ AX2) este cunoscută sub numele de funcţie 
Lorentz. 


X e = ctg O, 


relația (7.3) obținem: 


m [iobat= me 


iar din ecuaţia (7.33) frecvența oscilaţiilor 


libere este: 
1 3211 2. 
= (cm = ntz 
27 


Factorul de calitate Q al sistemului este dat 
de relaţia (7.41): 


Amplitudinea scade la el din valoarea sa 
inițială (pentru sistemul liber) in intervalul 
de timp: 


care se obţine din relația (7.%2.. 


(0% 
Constanta de amortizare b = A/T —— 


ta — 


= 2: 102 kg. 
Să considerăm acum sistemul sub acțiunea 
forței: 


F = Mag sin ot = 1074: sin 90 N, 


Observăm că a = Fe/M = lv! N/m iar 
irec'rența externă este w = 90 sl. Ampli- 
2udinea este dată de relația |.36): 

10) 


=> 


= 5:105m, 


eslraj 


[4 109 4- 104) 


NOTE MATEMATICE 


Vom învestiea acum citeva ecuaţii 
mai complica:e care interain în studiul 
mecanicii. În capitolul 3 (pagina 115) am 
rezolat două tipuri de ecuaţii care cores- 
pund cazului fără forțe şi cazului unei forte 
constante.  Ţinind seama de diticultăţile 
mateiatice, este corenabil să considerăni 
imediat după aceste cazuri «cuaţia: 

(2 x n 


IRA 


unde b este o constantă iur ft reprezintă 
timpul. Dacă denvăm de două ori ter- 
menul î*, obtinem f, astfel incit soluția 


iar faza se obține din ecuaţia (7.53): 


180 


———— 3201 
1,9 - 105 


tea D= — 


sau p x —0,lrad 2 — 6*. Astfel la fiecare 
oscilație elongația maximă este atinsă cu o 
întirziere de 0,1 rad/90 radjs x 103 s față 
de maximul forţei. 

Putem compara amplitudinea de mai 
sus cu cea la limita w — 0 și cu amplitudinea 
la rezonanță. Din relaţia (7.58) obținem 
*olw = 0) = ăpleog = 10 1/10 = 1075 m. La 
rezonanţă, din relaţiile (7.59) și (7.41), 
arem: 

Xplo = 00) = Qzolo = 0) = 50- 105 = 
203103 
lărgimea totală a curbei de rezonanţă 
intre punctele de putere egală cu 1/2 din 


valoarea maximă se obţine din relația 
(7.63) şi cea imediat următoare: 


2140) 1 Pa —. = 2s!. 


2 (0) 50 


Observați că in acest exemplu am folosit 


. pretutindeni termenul de frecvență în loc de 


Pvecvenţă unghiulară sau pulsaţie. Pentru 
a obţine frecvența obişnuită exprimată in 
oscilații pe secundă sau cicli pe secundă 
trebuie să impărțim prin 27. 


acestei ecuaţii va fi: 
1 
= — bt + col + de, 
6 


unde observăm că c şi d, sint constante 
arbitrare de același tip pe care l-am întîlnit 
in soluțiile ecuațiilor (3.52) și (3.54). La 
1 = 0 avem x = de şi dud? = cg. În mod 
similar putem pâsi ușor soluția dacă 
d?z]d!2 = bi? sau fi? şi aşa mai departe. 
Din păcate, probleme de acest tip sint foarte 
puţine ca număr, astfel incit trebuie să 
considerăm alte cazuri pe care le vom 
intilni mui des in fizică. 
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Forța de rezistență. O problemă destul 
de obișnuită în mecanică este cazul unei 
forțe de rezistență direct proporțională cu 
viteza. (O ecuaţie de același tip apare și în 
cazul dezintegrării substanțelor radioactive.) 
În acest caz, legea a doua a lui Newton dă: 


Semnul minus indică faptul că forța tinde 
_să reducă viteza. Putem simplifica ecuaţia 
dacă ne amintim că accelerația d2x/df? este 
exact egală cu du/dţ, astfel încît ecuația 
(7.64) devine: 


pasti == 
dt 
sau 
dv bd 
v m 


Avem acum o ecuație pe care o putem 
integra prin metode standard: 


di | d dt bt 
— = în v=—4— = — — + const. 
t m m 


v = qebi/m, (7.65) 


Aici e este baza logaritmilor naturali și are 
valoarea 2,7 18.... Proprietăţile logaritmilor 
naturali sint similare cu cele ale logaritmilar 
in baza 10. Valorile logaritmilor naturali 
pot fi găsite in tabelele matematice. Un 
număr care merită să fie reținut este 


tits a Î 20,5, 
2 


Ce este constanta A din expresia 
(7.65)? La t = 0, e = 1 astfel încity = A: 
Așadar, aceasta este o constantă arbitrară 
pe care o putem folosi pentru a satisface 
condiţiile inițiale. Mai înainte, totuşi, am 
avut două constante arbitrare, iar aici 
avem numai una singură. Dar ecuația pe 
care am rezolvat-o este o ecuaţie de ordinui 
intii şi de aceea avem numai o constantă. 
Putem să mergem înapoi la v = dz/dt şi să 
scriem: 

da/dt = vge-bt m (7.66) 


unde am notat prin vg viteza la î =0. Să 
căutăm o soluție de forma: 


*= B+ Ce-bi/m, 
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Am introdus în soluție exponențiala, deoarece 
ne amintim că prin derivarea lui e-f obținem 
din nou ef. Introducind această expresie 
in ecuația (7.66), obţinem: 


284 bimCe-bt/m = geti. 


Astfel, găsim constanta C = —muyg/b. Ce se 
poate spune despre constanta B? Bănuim 
că ea va fi xp, poziția inițială. Totuşi, cind 
punem în soluție = 0, găsim că: 


Eee. 
b 


Deci, dacă la î=0, x = x, rezultă B= 


= X9 + mvg|b. Soluția noastră finală 
este așadar: 
x pp (1 — tem), 


Ca un exemplu, să presupunem că o forță de 
— 5: 103. N acţionează asupra unei 
particule de masă 0,025 kg, care pleacă 
din punctul = —0,l m cu viteza 0,4 m/s 
in sensul pozitiv al axei +. Aplicind relațiile 
de mai sus, găsim: 


—— O aa ') 


m 0 spala ea), 
t=0, = —0,lm 


dă =— o2[-- e—tl5 = 0,4 m/s, 
dt î) 


lasi =0: 


Observaţi că atunci cind £—+ 00, x— 1,9 
și v— 0. 

Viteza limită. Vom considera acum 
un tip mai complicat de ecuaţie, ca de 
exemplu: | 

dy i, 
m— = F-—w, (7.67) 
dt 
unde F este o constantă. 

Se observă că viteza in regim staționar 

este: 


îi o. F=b, pe 


Această viteză se numește adesea viteză 
limită. Ca soluţie încercăm forma: 


tv = = (1 — ein) 


care verifică ecuația (7.67). Din această 
soluție vedem că la î = 0, v = 0. Rezultă 
că, dacă condiţia iniţială este alta, trebuie 
să ne aranjăm astfel încît să o satisfacem, 
Observăm că pentru /— co avem vu—Fb, 

Să presupunem că la î=0, v=vw. 
Încercăm expresia: 


sait (1 — eobt/m) + voe-btlm. (7.68) 
b 


Prin derivare putem arâta că această solu- 
ție verifică ecuația inițială. 

Este interesant că soluția generală 
(7.68) reprezintă soluția din relația (7.67) pe 
care am incercat-o iniţial, la care am adău- 
gat soluția dată de ecuaţia (7.66), deoarece 
m dujdt = — bv. Altfel spus, să considerăm 
soluția ecuației m dv/dt + ww = F. Dacă 
putem găsi o soluţie a acestei ecuaţii, putem 
adăuga la ea orice soluție a ecuației 
m du/di + bv = 0 și vom avea tot o soluţie. 


Forța elastică. Vom rezolva acum 
ecuația de mișcare pentru o forță de tip 
elastic, care este indreptată în permanență 
către -origine (sau către un punct care este 
ales pentru comoditate ca origine) .și care 
creşte direct proporțional cu distanța pină 
la punct sau origine. În limbaj matematic, 
forța este dată de F = — x; dacă a este 
pozitiv, forța F este negativă; dacă + este 
negativ, forța este pozitivă. Mărimea 4 
este o constantă pozitivă, numită adesea 
constanta elastică. Ecuația noastră este; 

2 d2x Ra 


m—— > ha — = 
dr? di? m 


Ca o soluţie de probă să luăm + = cos ui. 
Prin derivare obținem: 


da « dx 
— = —ovsinul, — = — u? cosul = 
di A d? 


= — 2. 


Din compararea acestei relaţii cu ecuația 


— R 
originală, constatăm că dacă w?= —, 
LiLi 


soluția aleasă de noi este valabilă. Este, de 
asemenea, evident că « = sin o! este o 
soluție. Unde sint insă constantele necesare 
pentru condiţiile inițiale? Să încercăm 
expresia: 


x = A* sin pt + B' cosul. 


Și aceasta este o soluție și observăm că 
la t=0, z= B'. Deci B' coincide cu 4 
pe care l-am utilizat înainte. Dacă derivăm 
și punem î=0, obținem dx/d/=w4". 
Acesta este tocmai v, definit mai sus. 
Observați că A' nu coincide cu viteza 
inițială. Un alt mod de a scrie această 
soluţie este: 


x = A sin (ot + 0). 


Lat =0, avem z=A sin Dși dx/di/ = 
= Aw cos D. Astfel, cele două constante A şi 
D au inlocuit cele două constante 4" și B'. Al 
doilea tip de soluţie este adesea mai con- 
venabil de folosit în aplicaţii, deși veți găsi 
că este util să rezolvați unele probleme cu 
primul tip. Citeva exemple pot fi instructive. 

Presupunem că avem k/m = 25 astfel că 

= 35s1, 

1. La 1 = 0, particula pleacă din origine 
cu o viteză de 0,l m/s în sensul lui x 
negativ. Presupunind că + =A sin (54 + 
+ D), rezultă că lat =0, x =A sin 9 
și această valoare trebuie să se anu- 
leze. Deci 0 este 0 sau m; daz/dt = 
= 35 A cos = — 0,1. Vedem de aici 
că D trebuie să fie egal cu 7 iar A este 
egal cu 0,02. Deci soluția noastră este: 


x = 0,02 sin (St + x) = — 0,02 sin 3. 


2. La t= 0, particula se află în punctul 
x = + 0,05, şi este în repaus. Deci 
- 0,05 = A sin O şi dx/d/ = wA cosp-= 
= 0. Rezultă A = 0,05 şi D="x/2, şi 
soluţia este 


z = 0,05 sin (> = =) = 0,03 cos 5. 


3. La 1=—0, = — 0,05 iar viteza este 
— 0,25. De astă dată — 0,05 = A. sin 
și — 0,25 = Aw cos D= 0,05 A cos 0. 
Prin împărțire, obținem tg D= +1. 
Deci O —a x/4 sau 5/4. Dar cos îîx/4 = 
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= — 12, în timp ce cosrjâ = -- 1/2. 
Rezultă deci că 0 = 5x/4. Înlocuind 
în prima ecuație, obținem A = V2 - 0,05. 
Alternativ, am putea alege A = —0,05: N 3 
și D=r/i: 


x = 0,05: J2 sin(3 Ti zi, sau 
— 0,05 N2 sin | 3 Za 2). 


Forţă elastică și forță de rezistenţă. O 
ecuație mai dificilă apare în cazul unui 
oscilator armonic amortizat. Forța este în 
_acest caz rezistența — bv plus forța — kx: 


2 x d 
ji = — bu — ka undev = nică 
di dt 

m d2x pe „. = 

de d 


Îrcercăm o soluție de forma 
x = Ae”B' sin (ot + 0): 


Da — poa iii (ast — 0) + 
dr 
+ buw.4e”f! cos (of + P 
2 
să = — 2moBA4e”Bt cos (ut +) 
d 


— BimAe8t sin (ot + 0) — 
— mo?Ae”B! sin (ut + 0). 
Atunci: 


2 
m dz e UE pa Ae”t sin (at - 
de di 

+0 — 3 — mat + Bîm) - 


— Ae-Bt cos (at + Pb — 2muB : v 


Singura posibilitate ca Această ecuaţie 
să poată fi satisfăcută pentru toate 'alorile 
ui £ este ca fiecare coeticient din puranteze 
să fie egal cu zero: 


"bu — 2mob = 0 


b 
MP 
p2 
R — Ab — man? -- m = — — — mat 
2m 
- DR 
—m =0 
“fa 4m? 
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k p2 R 


m 4m2 m 


Observaţi că A și W sînt constante 
arbitrare și nu sint precizate din ecuaţia 
diferenţială. În acest mod pot fi determinate 
insă frecvența w şi 'onstanta de amorti- 
zare 6. Dacă og == k/m w < top; dar dacă 3 
este mic, adică viteza de micșorare a ampli- 


tudinii .4e”8t este mică, atunci w 4 ww; 
Forma acestei soluții este indicată 


in figura 7.19, în care w/3 — 5. Trebuie să 
remarcăm că dacă b este mare w poate fi 
zero sau k — b2/4m. Care este soluția în 
acest caz? 

Se poate vedea pr.n verificare directă 
că 4ebi/2n sin 0 = A'e-b!/im este o soluția. 
Dar Bte-b/1m este de asemenea o soluție. 
Deci soluţia este: 


x = Mebtltm a. Btebilim (7.69) 


unde A” şi B sint constante arbitrare nece- 
sare pentru a satisface condițiile inițiale. 
Această soluție este numită adesea so/utia 
amortizată critică. În acest caz, x descreşte 
către zero ma. rapid decit in cazurile: 

p2 - b2 

Îi sau RD: 

“m 4m 
Dacă k < b*/4m, soluţia se nu.ueşte supra- 
amortizală şi are torma: 


a == e bilami 4 exp | D. TR at 
4m: m 


La R Li: 
B exp [| iii 21| (0.70) 


unde 4 şi B sint constante necesart pentru 
satisfacerea condiţiilor inițiale. 

Numere complexe și oscilaţii armonice 
forțate. Studenţii care sint familiari cu 
numerele complexe işi pot reaminti teorema 
lui De Moivzre, care afirmă că 


efă = cos + i sin ar 


unde i = /-— |. O expresie de tipul eta se 
numește o mărime complevă: cosa se 
numește partea reală iar sin a partea :ma- 
ginară. Numerele complexe pot fi rizualizate 
reprezentind partea reală pe abscisă şi 
partea imaginară pe vrdonată. Figura 7.20 
ilustrează această reprezentare. l.ungimea 
segmentului 0. se numeşte modul u! cantități, 


FIG. 7.19. uscilatorul armonic amortizat. 


sau a numărului complex. Pătratul său se 
obţine inmulțind numărul prin conjugatul 
său complex; conjugatul complex este 
abținut schimbind semnul lui + peste tot 
unde acesta apare. Mărimea este evident o 
cantitate reală și în acest caz este: 


ela. eta ==, 
Observăm că 0.1 are lungimea egală cu 
unitatea deoarece cosa —=OB/OA = 08B. 

Adunarea, scăderea şi înmulțirea nume- 
relor complexe urmează regulile obișnuite. 
De exemplu: 

(a — î5) + (e — id) =a ci) + d) 
(a — îb) — (e —idj=a —c—i(b — d) 
(a — îb)- (c + 1d) = ac — bd —i(ad + bo), 
deoarece =. 

Pentru împărțire vrem de obicei să 
scriem raportul astfel incit numitorul să 
fie un număr real și astfel părțile reală şi 
imaginară ale raportului vor fi ușor de 
recunoscut: 

a + ib _ (a + îb): (c— d) 
c+id  (c+id)-(c— id) 
„ac — bd + ițbc— ad) 

ct + d? 


În sfirșit să remarcăm că orice număr 
complex poate fi scris în forma gei?. Pentru 


FiG. 7.20. Un număr complex poate [Îi repre: 
zentat figurind partea reală OB de-a lungul une! 
axe şi partea imaginară OC de-a lungul unei axe 
perpendiculare. În acest caz, 04 reprezintă 
”&, OB = cosa, OC = sin &. OA este modulul 
numărului complex. 


a găsi pe şi in funcţie de partea reală şi 
cea imaginară, scriem: 
mpi? . pcos O — îp sin D=a—ib 
pei) - pe «* = î=(a-ib)- (a — id) == 
= ab (7.71) 
tg b=bia, P = arcta b/a. 


Vom da acum. folosind numerele complexe, 
o soluție foarte concisă a problemei oscila- 
ţiilor armonice forțate. 

Din relaţiile (7.48) şi (7.49) ecuaţia 
de mișcare se scrie, punind pentru comodi- 
tate cos af în loc de sin wt: 


.. li a 98.20, 
Li — dă roi = ap cosul. (7.72) 
7 


Înlocuim acum termenul care reprezintă 

forța prin: 
apei = ag(cos wtf -- i sin aut). 

La sfîrşitul calculelor vom considera răs- 

punsul fizic ca fiind partea reală a lui +, 

dacă forța externă este ag cos ut (cu ag real). 

Căutăm o soluție a ecuaţiei (".'2): 

X == Xeiot (03) 


unde X, poate fi un număr complex. Prin 
inlocuirea, expresiei (7.73) in ecuaţia (7.72) 
a'rem: 


(— wî — i — (0) X peicot = ageicut 


de unde: 
Alei = 20 (4) 
03 — 2 + î(u]7) 
Este util să considerăm separat partea reală 
și cea imaginară a lui X. Avem: 


A %o 
Ay o 
"agite ua) 
d = — fer] A w3 — a? — i(0o/7) 


ai Zoia) "ag 22: tal 


de unde: 
5 "(og — 02)0g 
Rea E Ea 
za (003 — 0022 + (cj)? 
Im(X9) = Rl d a 


(ag — a?) + (0/7 
În cazul Iw2 —w2| >ol/7, avem: 


%o 


Re(Ă9) 2 . OIm(X) 20. 


wi — o? 
Această condiție descrie situația departe de 
pezonanţă și, în acest caz, partea reală a lui X, 
este mult mai importantă decit partea 

„ imaginară. 

În limita |8 — 02| & [7 spunem că 
sintem aproape de rezonanță, iar pentru 
w = 0 Sintem la rezonanță sau în centrul 
rezonanţei. Pentru wg =, 


Re(X,) = 0 


Im (Xp) = ap —- 
w 


Cu cit 7 este mai mare, cu atit amortizarea 
este mai slabă iar partea imaginară a râs- 
punsului la rezonanță este mai mare. 
Dacă ne amintim că departe de rezo- 
nuanță defazajul D este aproape fie de 0 
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Fizica PSSC (PSSC, Physics), capi- 
tolele 20 ($ 8) și 24 (3 1), D. C. Heath 
and Company, Boston, 1965. 


Y.  Rocard, Dinamica generală a 


vibrațiilor („General Dynamics of Vibra- 
tions"), Frederik Ungar Pubhshing Co, 


New York, 1960. O carte simplă și clară, 
utilă pentru un domeniu larg de uplicaţii. 


B. L. Walsh, Amplificare para.netrică 
(„Parametric Amplification“), [uternatiunal 


fie de — x, putem vedea de ce amplitudinea 
are o parte imaginară foarte mică; în timp 
ce pentru wo = wp, O — —r/2 şi elongația 
este defazată față de forță, partea imaginară 
a amplitudinii, care este corelată cu ampli- 
tudinea vitezei, va fi mare şi partea reală a 
amplitudinii va fi nulă. 

Să scriem X, sub forma pei0, ca în 
relațiile (7.71). Atunci din relațiile (7.71) 
şi (7.74), obținem amplitudinea răspunsului: 
[leg — 2) + (e/r]2 
Aici Xg este conjugatul complex al lui Xe. 
astfel că AJĂg este real. Defazajul lui + 
faţă de F este: 


i 
9= (XX) 2 = 


tg = — 3 . 
wş —cut 

Absorbția medie de putere este dată de 

<P> = SFă> = <Re(E)Relz) > = 

= < [Mae cos wt]| — po sin (wi + 0)] >. (7.75) 
Dacă partea reală a lui F reprezintă forța 
fizică reală, răspunsul fizic se obține luind 
partea reală a lui x. Există și alte forme 
valabile pentru media temporală — ceea ct 
se dovedește a fi important este să luăm 
partea lui x care este in fază cu F. Folo- 
sind echivalentul ecuaţiei (7.61) şi relația 
g sin = Im (X,), avem din egalitatea (7.73): 


< P> = — Mag po < costul > sin =: 


l 
= — oa Magelm(Xo) = 


l 2] 
see a e, 
- (og — 2 + (0/7) 
Acest rezultat este identic cu : rezultatul 
anterior din ecuaţia (7.62). 


Science and Technology, nr. 17, p. 75, Mai 
1963. O analiză elementară a amplificatori- 
lor parametrici și a proprietăţii lor de zgomot 
scăzut. 


Un exemplu de tratae a oscilaţiilor 
armonice. libere, forțate şi amortizate, 
intr-un text familiar de nivel intermediar, 
este oferit de John L. Synge şi Byron 
A. Griffith, Principiile mecanicii (,„Princi- 
ples oi Mechanics"”), $ 6.3, Mc Graw-Hiil 
took Company, New York, 1959. 


Introducere în dinamica corpurilor rigide 


Cuprins 


Ecuația de mișcare 
Momentul cinetic și energia cinetică 
Niomente de inerție 
Teorema axelor paralele 
Teorema axelor perpendiculare « 
Citeva cazuri particulare 
Rotaţia în jurul unei axe fixe: dependența de timp au :imuyart! 
Exemplu. Acceleraţia unghiulară a unui cilindrv plin sh: '- momentului unei forțe 
Rostogolirea fără alunecare 
Momentul forțelor în raport cu centrul de masă 
Exemplu. Cilindru pe un plan accelerat, cu asperități 
Pendulul compus 
Rotaţia în jurul unei axe fixe: comportarea vectorului moment cinetic 
Momente de inerție: axe principale și ecuațiile lui Euler 
Citeva aplicaţii simple ale ecuatiilor lui Euler 
Probleme 
Lecturi suplimentare 


"namica corpurilor rigide este un subiect fascinant și ccmplicat, probabil 
punetui suprem și cel mai dificil al mecanicii clasice. Prototipul problemelor 
în acest ciomeniu îl consutuie problema giroscopului sau a titirezului, a cărui 
“comportare subtilă 3 imcitanta a solicitat întotdeauna sinchrea. Expunerea 
„umpletă a descrieri mișcări corpului rigid ajunge la unele aspecte surprin- 
zătoare «de smplhtate şi îr umuseţe, dar acestea pot să nu apara cvulente la 
nivelul introductiv al trătiun verut aici. O mare parte a teoriei groscopului 
a test acoperită înt,-un traat în patru volume, 7 eorza vrroscopulu 4 Lheorie 
des Kreisels), de F. Klein și A. Sommerfeld. 

Prin termenul corf raul întelegem "n ansamblu de particule en distanțe 
tuxe într” particule. vom esclude consulerarea vibratiilor sau a deformărilor 
care insotesc miscarea, Mişcarea care cu sa preocupa, în principal, va consta 
din rotația în jurul unei axr care poate să tic bisă sau variabilă în timp. Ana- 
liza pe cuc o vom prezenta are apheatu mergînd de la spinul electronului 
și rotația atomilor şi a moveulelor pi ta clispozitive în rotație  uiroseoape 
planete și ghidajul inerţial. 

O anumită împărtre a domennli» «ste imerentă, anume. după cum axa 
de rotaţie îsi menține direcția fixa în pituul inerţial sau își = hrmbă «hrecţia 
odată cu scurgerea timpului. Tratarea i scr cu axa fixă este csudent mai 
simplă decît cazul ina: „ceneral, şi ne steme importante sui ce est up. 
În consecinţă, o tratare rebisă a dbiaril cor pilui rigid la deces miel este 
uneori limitată la cazul avei cu shpeţe hsă. Vom începe, totus, studiul 
nostru cu cazul general; vor rezulti sic aici diverse cazuri partuculait umpor- 
tante, în care vor Î puse în eviuienta în mod clar condițiile sau proprietăţile 
specifice ale corpului și ale mișcării salc. 


ECUAȚIA DE MIȘCARE 


Am dedus mai înainte (în cap. 6: cm legea a dona a lui Newton, reiaţia. 
= (8.1) 


pentru mișcarea unui sistem de particule într-un sistem de referință inerția). 
unde ] este vectorul moment cinetic in raport cu un punct ales ca origine, 
iar M este momentul tuturor forțelor externe efective asupra particulelor 
sistemului, evaluat în raport cu originea. După cum am văzut în capitolul 6. 
orțele interne ale sistemului nu produc nici un moment rezultant. Ecuația 
3.1) conţine în esență tot ceea ce trebuie să ştim despre mișcare. Ea este 
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ceuația de maşcare. Problema este să o aplicăm corect la obiectele şi situaţiile 
de interes. În acest scop trebuie să ştim să exprimâm momentul cinetic J 
pentru un corp rigid. Va trebui de asemenea să ştim să exprimăm energia 
cinetică asociată cu mișcarea rigidului. ceea ce vom tace în cele ce urmează. 


MOMENTUL CINETIC ȘI ENERGIA CINETICĂ 


Considerăm un corp rigid care se mișcă astfel încit un punct al său rămîne 
in mod constant într-o poziţie fixă în spațiu. Atunci, la orice moment, Miş- 
carea trebuie să fie o rotație în jurul unei axe care trece prin acest punct. 
Alegem punctul fix, O în figura 5.1, ca origine a sistemului nostru de referinţă 
şi descriem mişcarea printr-un vector viteză unghiulară w, de-a lungul axei 
instantanee de rotaţie. În conformitate cu regula generală, vectorul o va avea 
sensul în care ar înainta de-a lungul axei unui șurub drept, rotit împreună cu 
corpul, iar lungimea o va fi numeric egală cu mărimea sa în rad/s, exprimată 
într-o anumită unitate aleasă pentru lungime. 

Vectorul viteză instantanee v pentru un punct P al corpului avînd vec- 
torul de poziție r, va fi: 


v=oxX7, (8.2) 


după cum putem vedea ușor din figura 8.1 și explicaţia care o însoţeşte. 
Dacă P este poziţia unei particule de masă m, una dintre particulele consti- 
tuente ale corpului, ea va contribui cu momentul cinetic ra mv =r- 
y m(o X 1), la momentul cinetic total al corpului. 

Putem exprima acum momentul cinetic total ca suma vectorială a contri- 
buțiilor tuturor particulelor sau elementelor de masă din care este compus 
corpul: 


] = Zr x mile Xr,) (8.3) 


unde r, este vectorul de poziție al elementului de masă m,, şi sumăm peste 
toate elementele existente. 
Energia cinetică totală a corpului în rotație la momentul considerat 


ia a d d. € ; a 
este obținută sumînd contribuțiile mi? ale tuturor elementelor de masă. 
2 


FIG. 8.1. La momentul considerat, rotația cor- 
pului face ca P să descrie un cerc de rază R= 
= v sin O, într-un plan perpendicular pe w. Mări- 
mea lui v este v=coR = or sin 6 şi direcția 
este normală la planul definit de o şi r. Astfel, 
VO sr. 


Ne amintim că 12=v-v, astfel încît: 


E.=$ mio X1)-(0 x) =- Şm,la x r,2. (8.4) 


Formulările generale date mai sus pentru ecuaţia de mișcare, momentul cine- 
tic și energia cinetică vor fi aplicate acum la cîteva cazuri particulare impor- 
tante de rotații ale corpului rigid. 


MOMENTE DE INERȚIE 


Considerăm placa subţire, ilustrată în figura 8.2, sau o distribuție plană 
de masă, situată în planul x+ și rotindu-se în jurul axei = cu viteza unghiu- 
lară w. Vectorul w este luat constant în direcţia axei =. Elementul de masă 
m, se mişcă cu viteza v, = o Xr,, şi în acest caz viteza sa este pur și simplu 
u, = or, deoarece o și r, sînt perpendiculari. Energia cinetică a plăcii este 
atunci: 


E, = 2 Emat = > (Emo = a Let (8.5) 


unde am definit mărimea /,, numită momentul de inertie al plăcii în raport 


cu axa Z, prin relația: 
86 


Teorema axelor paralele. O clarificare remarcabilă se obține introducînd 
in imagine centrul de masă, ca în figura 8.2. Înlocuim: 


=r+r; 
și obținem pentru I,: 


"d e Zr 


= ma, tr, 


FIG. 8.2. Placa se roteşte în planul său pro- 
priu (planul xy), în jurul lui O. Fiecare punct 
descrie cite un cerc în jurul lui O, cu viteza 
v; = wory. C este centrul de masă. 


= Pmgr. + ri) (+ rr) 
= Dm(2 + 27, "ri + 2). 


Dar, deoarece 5 m, = M este masa totală a plăcii, avem 


ÎI, = Mr + 2. Smai + Emo? 


Observăm acum că termenul din mijloc va fi egal cu zero, deoarece r; este 
vectorul de poziţie al lui m; în raport cu centrul de masă și suma Em; = 0. 
În plus, ultimul termen este pur și simplu momentul de inerție în raport cu 
o axă normală care trece prin centrul de masă situat în C. 

Obţinem așadar: 


Ip lg + ME (8.7) 


Acest rezultat, egalitatea (8.7), este teorema axelor paralele, dedusă aici pen- 
tru sistemul particular al unei distribuții plane de masă, cu o axă normală. 
Ea se poate demonstra ușor ca o teoremă generală pentru orice distribuţie. 
Exprimată în cuvinte, teorema spune că: 


Momentul de inerție în raport cu orice axă este egal cu momentul de 
inerție în raport cu o axă paralelă ce trece prin centrul de masă, plus 
masa corpului înmulțită cu pătratul distanţei dintre cele două axe. Astfel: 


|1=1+uMe| (8.8) 


unde / este distanța dintre axe. 


După cum vom vedea, acesta este un rezultat extrem de util. 
Pe baza relației (8.7), expresia (8.5) devine: 


24 — Mo? (8.9) 


expresie care poate fi imediat înterpretată, spunînd că energia cinetică totală 
a plăcii în rotaţie este compusă din energia datorită rotației în jurul centrului 
său de masă (primul termen), plus energia legată de mișcarea de translație 
a centrului de masă în raport cu axa de rotaţie (al doilea termen). Acesta 
este, de asemenea, un rezultat general, deși l-am demonstrat aici numai pen- 
tru cazul unei plăci care se rotește în planul său. 

Momentul cinetic al plăcii în rotație se obține din relația (8.3), aplicată 
în acest caz particular în care o și r; sînt perpendiculari. Se găsește ușor că 
rezultatul este: 


] = Î mto2 = L,oz, (8.10) 


unde intervine din nou momentul de inerție. Dacă introducem, ca mai înainte, 
centrul de masă, scriind r, = 1, + r;, ecuaţia (8.10) devine: 


| ] = Smpro2 + Mol = lol + Mroâ. | (8.11) 
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lit 5.5. de). Centrul de masă al ui FIG. 3.3. (5). Contribuie ambii termeni din 


pliu 1 "unghiulare este translatat pe un cer: ecvaţiile (8.9) şi (8.11). 
in unul ni O, dar nu există rotație. Este 

peezent doar al doilea termen din relațiile 

(8.9) si (8.11). 


Avem din nou o teoremă, demonstrată în acest caz particular. care poate îi 
însă demonstrată în general: 


Momentul cinetic în raport cu orice punct este egal cu momentul cinetic 
în raport cu centrul de masă plus momentul cinetic datorat translaţiei 
centrului de masă în raport cu punctul. 


Figura 8.3 ilustrează diferența dintre cei doi termeni prezenți în aceste 
teoreme. 

Aceste teoreme, pe care le-am stabilit pentru o placă sau o distribuţie 
plană de masă, se vor aplica de asemenea unui sistem pe care îl construim 
suprapunînd plăci subţiri identice, pentru a forma un corp rigid cilindric sau 
prismatic, constrîins să se rotească în jurul unei axe fixe perpendiculară pt 
planul plăcilor cu condiția să interpretăm r; ca distanță de la axa de rotaţie. 
Vom da cîteva exemple care ilustrează aceste probleme. 


Teorema axelor perpendiculare. Inainte de a trece la tratarea exemplelor, 
vom demonstra o altă teoremă utilă despre momentele de inerție ale obiec- 
telor subțiri de tip placă. Ne putem referi la figura 8.2 care ilustrează o placă 
în rotaţie şi elementele sale de masă m,. Contribuţia lui m, la momentul de 
merţie /, în raport cu axa :, este m,r:, adică masa particulei înmulțită cu pă- 
tratul distanței pînă la axa de rotație. I)acă am considera rotații în jurul 
axei x, elementul de masă m, ar contribui cu m, la momentul de inerție în 
raport cu axa x: similar, el ar da m,x? în raport cu axa v. Așadar: 


ÎI, = Zmy: 
I, = II mai. 
Prin adunare obținem: 
ÎI + 3 = mu ți 2) == Smuri — ) AR 


Acest rezultat demonstrează /eorema axelor perpendiculare, valabilă pentru 
corpuri rigide plane, subțiri, teoremă care afirmă „că: 


Momentul de inerție al unei foi plane rigide în raport cu o axă normală 
la planul ei este egal cu suma momentelor de inerție în raport cu două axe 
perpendiculare arbitrare care se află în plan și intersectează axa normală. 


DAR 


Cîteva cazuri particulare 


Inel subhre sau jantă. Un inel de masă M, rază R și de grosime radială 
neglijabilă va avea în mod evident toate elementele de masă situate la aceeași 
distanță R față de o axă normală trecînd prin centrul său. Momentul de 
inerție în raport cu această axă este atunci ] — MAR?. Evident, același rezul- 
tat se aplică în cazul unui cilindru circular cu pereţi subțiri care se rotește 
în jurul axei sale geometrice. În raport cu o axă paralelă situată la peretele 
cilindrului, momentul de inerție este / = 2A/R?, după cum se poate deduce 
imediat din teorema axelor paralele. 

Teorema axelor perpendiculare aplicată în cazul unui inel plan, subțire. 
ne spune că momentul de inerție în raport cu o axă aflată în planul inelului 


; : „al i 
și trecînd prin centrul său va fi z, MR? 


Bară subtire uniformă. Reprezentăm în figura 8.4 o bară de lungime 7. 
și masă V/, a cărei lățime și grosime sînt foarte mici în comparație cu 
astfel încît bara poate fi tratată ca o masă liniară de «densitate uniformă. 
Considerăm o axă «le rotaţie perpendiculară pr bară la un capăt al său. |n 
element de lungime Ax va avea masa 1)/ - (Ax), şi va contribui cu 
AJ = (Ax/L)AI +? la momentul de inerție, dacă el se află la distanţa x față 
de axă. Considerînd acum Ax ca fiind un clement infinitezimal da, putem 
aduna contribuţiile tuturor elementelor, prin integrare. Obţinem astfel expresia 


pentru momentul de inerție al unei bare uniforme în raport cu o axa de rota- 
ţie perpendiculară care trece printr-unul din capetele sale. 

Aplicînd teorema axelor paralele obținem momentul de inerție în raport 
cu o axă perpendiculară pe bară, trecînd prin centrul său. Astfel: 


2 
I= I—M A = A Pia. î 


FIG. 8.4. Bară subțire, cu axa la un capăt. FIG. 8.5. Disc cu axa trecind prin centru 


si fund perpendiculară pe planul discului 


LA 
I=E2"AM = EM | Adi= IML? 
"Jo 
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Disc circular. După cum este ilustrat în figura 8.5, un element inelar de 
grosime Ar situat la distanța r față de centru va avea masa: 


ser + Ar —mr a 27Âr 
e e m 


unde am neglijat în aproximațţia finală termenul mic proporțional Gu (Ar)?. 
Contribuţia acestui element inelar la momentul de inerție în raport cu o axă 
normală care trece prin centrul discului, va fi: 


Al=" ditai ia Ar. 
R2 


Prin evaluarea integralei care sumează toate contribuţiile elementelor inelare, 
obținem: 
2M (E | 
I= i Nar=— MR: | (8.13) 
R? 2 
Deoarece un cilindru plin de densitate uniformă poate fi privit ca o supra- 
punere de discuri, este evident că momentul de inerție al unui cilindru cir- 


. 1 
cular plin în raport cu axa sa este Il = — MR?. 


Revenind la discul subțire, obținem prin teorema axelor perpendiculare 
că momentul de inerție in raport cu o axă diametrală din planul său este: 


Bei - MR:. (8.14) 


Placă dreptunghiulară. Reprezentăm în figura 8.6 o placă de lungime 
d și lățime b și vrem să calculăm momentul de inerție în raport cu axa * nor- 
mală la placă în centrul său de masă. Ne putem imagina că placa este com- 
pusă din fîșii înguste, dintre care una este ilustrată, avînd lățimea Ax și dis- 
tanța x față de centru; pentru a obține momentul de inerție total în raport 
cu O, sumăm contribuţiile acestor fișii, tratînd-o pe fiecare ca pe o bară sub- 
țire. 

Fișia ilustrată va avea o masă (Ax/a)A/ și un moment de inerție egal cu 


+ (Ax/a) Mb? în raport cu o axă normală prin centrul său propriu P, 


după cum am arătat mai sus în cazul 2, relaţia (8.12). Contribuţia acestei 
fișii la momentul de inerție în raport cu axa normală prin O este obținută 
apoi din teorema axelor paralele, ecuaţia (8.8), sub forma: 


2 
ar = Eu( ai 1) 
a 12 


FIG. 8.6. Placă dreptunghiulară cu axa nor. 
mală prin centru. 
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Sumam acum toate aceste contribuţii prin integrare și obținem: 


M(e [i M E 
ml (— + lg = —(a2+ 5). 8.! 
ză IN ata La ali ui 


Deoarece acest calcul se referă la rotația în jurul axei z, putem numi 
acest rezultat /,. Se vede uşor folosind din nou ecuaţia (8.12) că valorile 
ua În SI Last 

M M 


Le şi Lb: 


Teorema axelor perpendiculare 7, = 7, + , este evident satisfăcută. 

Aceste cazuri ilustrează modul de a calcula momente de inerție. Alte 
cazuri apar în probleme ; printre acestea se află cazul unei sfere pline omogene, 
cu axa trecînd prin centru. Rezultatul este: 


"a = MR. (8.16) 


Multe obiecte pot fi tratate prin superpoziție, adică prin adunarea sau scă- 
derea momentelor de inerție ale unor forme simple. 1)e exemplu, valoarea 
pentru un cilindru cu pereţi groși, gol în interior se obține luînd diferența între 
momentele de inerție a doi cilindri plini de raze corespunzătoare. 


ROTAȚII ÎN JURUL UNEI AXE FIXE: 
DEPENDENȚA DE TIMP A MIȘCĂRII 


Putem aplica acum ecuaţia de mişcare (8.1) d]/d/ = M la probleme tra- 
tînd rotația corpurilor rigide în jurul unor axe fixe, cu scopul de a afla depen- 
denţa de timp a rotației care are loc ca răspuns la acțiunea unui moment 
aplicat. Ă 
Întrucît direcţia axei de rotaţie este constrînsă să rămînă fixă în spațiu, 
și de asemenea fixă în raport cu corpul, proprietăţile inerțiale ale corpului 
vor fi constante în raport cu axa. In deducerea mișcării vom avea nevoie să 
ne ocupăm de componenta momentului cinetic de-a lungul acestei axe. De 
asemenea, va trebui considerată numa: componenta corespunzătoare a mo- 
mentului aplicat M. În consecință, ecuația de mișcare poate fi tratată simplu 
ca o ecuație scalară d/,/d/ = 94, unde 7, și PR, sînt componentele vectorilor 
] și M paralele cu axa. În multe probleme importante există oricum numai 
această componentă, vectorii fiind ei înșiși paraleli cu axa, dar, după cum vom 
vedea mai tîrziu aceasta nu se întîmplă totdeauna. 

Formularea generală a ecuaţiei scalare de mișcare în componente axiale 
se obține ușor proiectînd pur și simplu ecuația vectorială generală de-a lun- 


* Am notat componentele lui M cu N pentru a le distinge de M cu care am 
notat masa. (N.T.) 
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sul direcţiei axei. Această direcție este desemnată prin vectorul unitate o/w. 
Așadar, componenta paralelă cu axa a momentului cinetic este dată de: 


Ja pe x mo X1)] "o 


unde am folosit relaţia (8.3). 
Ultima expresie poate fi simplificată după cum urmează: 


l : i 1 l 
-- 59 ma, «(o «ro = -SSmoxr,? = SO milor, sin 02 
P W ji wW 


unde la primul pas am folosit ecuația (2.56) şi faptul că: 


ru? — (1, * 0)? = rîu? — rîu? cos? 0, 
Astfel: 
„ÎN dle D m, Row 


unde, ca în figura 8.1, k, =, sin 0; este distanța particulei : față de axa 
de rotaţie. 


Ca și în cazul ecuaţiei (8.5) introducem momentul de inerție al corpului 
in raport cu axa de rotaţie: 


1, = e m,R?. 


Expresia pentru /, s-a redus astfel la: 


Ja = le. (8.17) 
Asemănător, componenta paralelă cu axa a momentului forței se obține din: 
(0) 


Mi = M:—: 
w 


Astfel, ecuația de mișcare în componente axiale devine: 


n Mm (8.18) 
dr 


In situaţiile în care nu există ambiguităţi indicii sînt omişi. 
Pc baza unor astfel de consideraţii, esti evident că energia cinetică le 
rotaţie în jurul unei axe fixe este: 


| i AR - lot. | (8.19) 


Relaţiile (8.17) şi (8.19) corespuni. respectiv «cuaţiilor (8.10) şi (8.5) pentru 
o placă rotindu-se în jurul axei fixe : «tar ele se aplică unui corp de orice 
formă care se roteşte în jurul unei axe fixe arbitrare. 


272 


EXEMPLU 


Accelerația unghiulară a unui cilindru plin supus acțiunii momentului unei forțe. ln 
exemplu simplu, tipic, este oferit de un cilindru pin, care se poate roti în jurul unti axe fixe 
care comcide cu axa sa geometrică sub acţiunea momentului unei forțe Reprezentăm uni 
astfei de caz în figura 8.”, unde axa de rotație este orizontală şi momentul este produs «le 


un corp atîrnat de un fir înfăşurat in jurul cilindrului. 


i 4 ” ş | ! 
Momentul de inerție al cilindrului este, din relația (3.13). 4 = — MR2. Momentul cinetic, 
> 


E ş A l 
la un moment în care viteza unghiulară este co. va fi / = lw = — MR?w. Momentul este 
+, 


batorat tensiunii din fir T şi este deci di = 7R= me — mu'R, unde a este acceleraţia în 
miscarea de coborire a masei m. Atunci, din ecuația (5.18), ecuația de mişcare se scrie sub 


forma: 
MR 
a CO. pp) (8.20) 
2 di 
Geometria sistemului impune ca: 
d 
Ro = R e d = 0» 
d 


şi aceste relații, impreună cu (8.20). dau pentru accelerația unghiulară a cilindrul 


do m g 


QR —.— 


d OMRom R 


Rostogolire fără alunecare. Considerăm acum, ca în figura 8.8. rostogo- 
lirea în jos de-a lungul unui plan înclinat a unui obiect cu suprafața exterioară 
circulară şi o distribuție de masă simetrică în jurul centrului său. (Obiectul 
ar putea fi un cilindru plin, un cilindru gol, o sferă etc.). Vom găsi accelerația 
de translație a mișcării pe planul înclinat în trei moduri diferite, ilustrînd 
in acest fel compatibilitatea diferitelor puncte de vedere în tratarea problemei. 


FIG, 8, Cilindrul se rotește liber um jurul unei axe orizontale trecînd prin O. El este supus 
munventului 77 produs de tensiunea lin firul de care este legat corpul de masă m. 


FIG. 8.8. Caracterul mişcării unui corp care se 
rostogolește este o rotație în jurul punctului 
astantaneu de contact P 
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hRotație în jurul unui puncl de contact instantaneu. În orice moment, Miş- 
carea constă din rotația în jurul lui P, punctul de contact cu planul înclinat. 
I)recția axei de rotaţie este constantă, deși poziția sa coboară pe plan. Acce- 
leraţia mişcării obiectului care se rostogolește se calculează observînd că, 
instantaneu, mişcarea este pur și simplu o rotație în jurul unui punct de pe 
suprafața obiectului. Vom cere așadar ca momentul forţei în raport cu P 
să fie egal cu viteza de variaţie a momentului cinetic în raport cu P (vezi 
fig. 8.8). 

Dacă / reprezintă momentul de inerție al obiectului în raport cu o axă 
trecînd prin centru, paralelă cu axa de rotaţie prin P, atunci putem evalua 
momentul de inerție necesar, în raport cu P, folosind teorema axelor paralele 
ecuația (8.7) : 

dp ÎI + ARS, 
Viteza unghiulară a rotației instantanee în jurul lui P este w == jr, unde 


este viteza instantanee de translație a centrului. Astfel momentul cinetic în 
raport cu P la orice moment este: 


J, = U+ MR) E Să (8.21) 


Momentul în raport cu / este produs de forţa gravitațională efectivă în cen- 
tirul de masă. Astfel: 


A, = MegR sin 8. (8.22) 


Cu relaţiile (8.21) şi (8.22) ecuaţia de mișcare ÎN = d//dz se scrie sub forma: 
MgR sin 0 = (1 + MR?) E 


unde am înlocuit du/dt prin accelerația a. 
Accelerația de translație pentru rostogolirea în jos pe planul înclinat 
este atunci: 
l 


A e ————— 2 sin 6. : 8.23) 
| + IMR:€ ( ) 


. l ——.. Di Ş 
Pentru un cilindru plin / = = MR?, astfel încît a = Zr 6. Pentru o sferă 


2 De : 
plină / = — MR?: astfel a= Li sin 0 ș.a.m.d., pentru alte obiecte simetrice. 


Alte cazuri sînt date în problema 6. 


Conservarea energiei. Ca o a doua metodă de determinare a accelerației 
de translație, folosim conservarea energiei. Energia totală la orice moment 
va consta din trei contribuţii: 


—7Ă o. ş i ă l 
1. energia cinetică de translație a centrului de masă = ri Mo: 


2. energia cinetică de rotație în jurul centrului de masă = je e 


! 
Z 
lo2|R2: 


| 
B 
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3. energia potențială datorită poziției centrului de masă == Mei, 
unde / este înălțimea în raport cu un nivel ales în care energiei potențiale 
i s-a atribuit valoarea zero. 

Cu o foarte bună aproximație, energia totală se conservă. Frecarea în 
punctul de contact produce rostogolirea în loc de alunecare, dar această forță 
de frecare nu consumă lucru mecanic și nu interzice conservarea energiei 
totale 


1 I 
E = 2(u A Mgh: 


2 
[Deoarece E este constantă, derivata sa temporală este egală cu zero: 
dE IV. dv dh 
dr zi) d € a 
Dar dh/di = — v sin 0 și du/dt/ = a, astfel încit această relaţie devine: 


(a + za) — e v sin 6=0: 


Împărțim prin factorul comun v şi rezolvăm ecuația în funcție de a pentru 
a obține: 


| 
IF I[MRE € 


în concordanță cu rezultatul (8.23). 


Acceleratia centrului de masă şi accelerația unghiulară în raport cu centrul 
de masă. În cea de a treia metodă considerăm accelerația centrului de masă 
şi accelerația unghiulară în raport cu centrul de masă: 


Ma, — PF 


du 
1 = $ă, 
di ba 


unde a, este accelerația centrului de masă iar ZF include toate forțele externe. 
A doua ecuație presupune că direcția axei de rotaţie este fixă astfel incit 
d//dt = I do/dt, unde w este viteza unghiulară în raport cu centrul de masă. 
Din figura 8.8 vedem că există două forțe paralele cu planul: Mg sin 6 
îndreptată în jos şi F,, forța de frecare, îndreptată în sus. Astiel: 


Ma, = Mu = Mg sin 0—F,: 


Considerind acum momentele în raport cu centrul de masă. vedem că numai 
F, contribuie cu un moment, astfel încît: 


e a E . 
| dt 


Deoarece considerăm rostogolirea fără alunecare: 
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și astfel, din combinarea ultimelor trei relaţii rezultă că 


N Mitea LE 
dr R: dr 
ŞI 
du Me sin 9 _. ! 


2 i 7 SI 


= A = = 
M-+IR 1+I/MR 


di 
care coincide din nou cu ecuaţia (8.23) deoarece acceleraţia u, este egală cu 
accelerația a găsită în acea relație. 

Această analiză arată clar care este forța care micșorează acceleraţia. 
Ea poate fi utilizată, de asemenea, împreună cu definiţia coeficientului de 
frecare pentru a determina care este, pentru un coeficient de frecare și un 
] dat, unghiul necesar pentru a face corpul să alunece și să se rostogolească 
în loc de a se rostogoli fără alunecare (vezi probl. 19 de la sfîrşitul capito- 
lului). 


Momentele forțelor în raport cu centrul de masă. În analiza generală de 
pînă acum nu am precizat în raport cu ce punct trebuie să calculăm momentul 
cinetic și momentele forțelor. În exemplul anterior, referitor la obiectul care 
se rostogolește, am tratat într-adevăr problema din cîteva puncte de vedere 
alternative, folosind două centre de rotație diferite. Dar este necesară o anu- 
mită prudenţă în alegerea centrului de rotaţie în raport cu care se evaluează 
momentele forțelor și se calculează mișcarea. Bineînţeles că trebuie să folo- 
sim un punct fix într-un sistem inerţial. În capitolul 6 am dedus, de 
asemenea, relațiile: 


pă E = Mia. 


Zr, x Fu = dle. = >M 
dt 


unde momentele sînt luate în raport cu centrul de masă. Aceste două puncte, 
punctul fix şi centrul de masă, pot fi folosite întotdeauna. Altele, în special 
punctele accelerate, se pot folosi numai cu o deosebită grijă și uneori trebuie 
introdusă o „forță fictivă“. Exemplul următor ca și problema 18. ilustrează 
acest fapt. 


EXEMPLU 


Cilindru pe un plan accelerat, cu asperități. Finura 5.9 repreziută un cilindru aflat tn 
repaus pe un plan czszontal cu asperităţi care este tras de sub el cu accelerația a perpendiculară 
pe axa cilindrului. Care este mișcarea cilindrului, presupuniînd că el nu alunecă? 

Singura forță ornzontală aplicată asupra cilindrului este frecarea in punctul P. Să luâm 
asadar momentele în raport cu P, Forța gravitațională și reacţiunea suprafeței trec prin punctul 
p. ca si forța de frecare, astfel incit momentul în raport cu P este egal cu zero. Avem asadar. 


a =9, lpa =e const se (MR + cu. 
; 
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Recunoaștem acest rezultat că înnd în mod evident fals. cu sipuranţă miscarea nu șe tacevu a 
constant. Să Juăm atunci punctul O, centrul de masă, pentru a evalua momentele forţelor și 
momentul cinetic: 


di, 


M— =1j 
dz 
il 2. Me. 
d! 2 d! 


Deoarece arv loc o rostogohre fără alunecare, accelerația punctului de contact este: 


di d? 
astfei încît, folosind 
a E ae n ue 
Ci [A A d 
obține . 
. i Re d 
2 d 


si în definitiv 


Pendulul compus. Pendulul simplu, pe care l-am tratat în capitolul 7, 
constă dintr-un punct material suspendat de un fir fără masă, oscilînd într-un 
plan. Pendulul compus este un corp rigid, avînd o distribuție de masă, liber 
să se rotească şi să oscileze în jurul unei axe orizontale fixe, plasată rigid în 
raport cu corpul şi care nu trece prin centrul său de masă. Un astfel de obiect 
este arătat în figura 8.10, la un moment al mișcării în care un plan de refe- 
rință, definit de axa care trece prin P și centrul de masă (, face un unghi 6 
cu verticala și oscilează cu d8/d/ pozitiv. 


FIG. 8.10. Pendulul compus: C este centrul 
«de masă; axa de rotaţie este orizontală și 
truce prin P. 


F1G. 8.9. Cilindru care este accelerat cind «n 
prafeței cu aspertăți pe carcel se află e 
imprimă o accelerație. 


Deoarece mișcarea este constrinsă a fi o rotație oscilatorie în jurul axei 
fixe, putem studia dependența de timp a lui 0 considerînd componenta mo- 
mentului cinetic paralelă cu axa și componentele corespunzătoare ale tuturor 
momentelor aplicate corpului. 

Din teorema axelor paralele 'relația (8.8)| este evident că momentul de 
inerție raportat la axă de rotaţie este: 


I = 1, + ME, 


unde / este distanța P(. Momentul cinetic în raport cu axa la momentul ales 
este atunci: 


PRI (1, AL) = (8.24) 


Momentul în raport cu P este produs de către forța de gravitație Me, apli- 
cată în centrul de masă (după cum s-a arătat în cap. 6, pagina 211). Acest 
moment în raport cu axa este: 


PR = — Mgl sin 6, (8.25) 


unde a fost pus semnul minus deoarece momentul acționează în sensul nega- 
tiv al unghiului 0. Ținînd seama de relațiile (8.24) și (8.25) ecuaţia de miș- 
care d//dt = SM este atunci: 


(1, + M26 + Mgl sin 0=0. 


Limităm acum analiza noastră la micile oscilații şi luăm aproximaţia obiş- 
nuită pentru unghiuri mici, sin 6 = 0; rearanjăm de asemenea termenii și 
factorii pentru a obține: 


1-7 (II II Pt 
Acea) 


Această ecuație este desigur ecuaţia diferențială pentru mișcarea armonică 
simplă ; și, dacă factorul din paranteză ar fi egal cu unitatea am avea ecuația 
pentru pendulul simplu de lungime 7. Acest factor cuprinde efectul distri- 
buţiei de masă a corpului rigid, dînd o frecvenţă: 


apă [Ela] pag 


Pot fi discutate multe aplicaţii interesante și practice ale acestor rezultate; 
cîteva sînt prezentate în problemele de la sfîrşitul capitolului. Vom ilustra 
aici numai un exemplu, un caz foarte simplu. Considerăm un cerc sau o jantă 
circulară subțire de masă M și rază 7, suspendată de un punct fix ca de pildă 
un mic cui în perete. Care va fi frecvența micilor sale oscilații și care este lun- 
gimea unui pendul simplu care are aceeași frecvență? 

Parametrul / este aici egal cu 7, iar valoarea lui /, este M?. În conse- 


cinţă, relaţia (8.26) dă: 
EA L] 
Ai | 27 


Un pendul simplu de lungime 2r are această frecvență. Astfel cercul și pen: 
dulul simplu de lungime egală cu diametrul cercului se vor mişca în fază dacă 
micile oscilaţii au același defazaj inițial. 
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ROTAŢIA ÎN JURUL UNEI AXE FIXE: 
COMPORTAREA VECTORULUI MOMENT CINETIC 


În paragraful precedent ne-am concentrat atenția asupra dependențes 
de timp a rotației în jurul unei axe a cărei direcţie a fost fixă în spațiu și fixă 
în raport cu corpul rigid. În acest scop a fost nevoie să tratăm doar compo- 
nenta lui ] de-a lungul axei, ca și componenta corespunzătoare a momentului 
aplicat, M. Ecuația de mișcare a fost pur și simplu relația scalară d/,/d/ = ŞI, 
între aceste componente. Trebuie acum să admitem că vectorul moment cine- 
tic ] nu este în general paralel cu axa de rotație, în afară de cazul în care 
aceasta este legată într-un mod particular de proprietăţile de simetrie ale 
corpului rigid. Cînd ] nu coincide cu axa, derivata sa temporală d]/d/ poate 
să implice modificarea direcției lui ], ca și variația mărimii sale. leoarece 
rotația în jurul unei axe fixe implică o mișcare circulară a tuturor caracteris- 
ticilor corpului, anticipăm faptul că direcția variabilă a lui ] va fi de natura 
unei rotații a vectorului ] în jurul axei fixe. 


Cea mai simplă ilustrare a acestei probleme generale este oferită de un 
corp rigid constînd din două corpuri cu mase punctiforme egale unite printr-o 
tijă fără masă, în rotație în jurul unei axe fixe care trece prin centrul de masă 
și face un unghi 6 cu tija. Descriem acest sistem în figura 3.1! la un moment 
de timp cînd tija coincide cu planul xy. Tija are lungime 24, iar viteza sa 
unghiulară, reprezentată prin e este fixă de-a lungul axei x!. Din definiția 
generală [relaţia (8.3)) momentul cinetic este: 


]=rxm(oxn)+raxm(oxr). 
Notăm particula din primul cadran prin |, astfel încît: 
n = a cos 6 x+a sin 0 y 
ram —a cos 6 A —asin 0) (8.27) 


A 
V=wă. 


FIG. 8.11. Vectorii viteză unghiulară şi moment 
cinetic, pentru o bară uşoară cu corpuri la 
capete. 


1 Observaţi că in acest caz vectorul o este de-a lungul axei x, pe cind la pagina 266 
el a fost de-a lungul axei z, 
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Expresia pentru ] devine atunci: 


] = 2 moasin 6(â sin 6 — 9 cos 6). (8.28) 


Acest vector este perpendicular pe tijă, cu sensul arătat în figură. EI se rotește 
în jurul axei x, păstrind în permanenţă aceeași relaţie cu tija și cu axa de 
rotaţie. 

Întrucît ] se roteşte în acest fel, derivata temporală d],dr nu este 
zero. De fapt. în acest caz putem scrie: 


(8.29 


în legătură cu figura 8.1. Din relaţiile (8.27) şi (8.28) produsul vectorial din 
ecuația (8.29) dă: 


2 = — 2 moa? sin 6 cos 02 


unde sensul lui 2 este astfel încît iese din planul figurii. 

Dar, dacă d],dt este diferit de zero, ecuația generală de mişcare (8.1; 
implică faptul că trebuie să existe un moment al forței, care să dea naștere 
variației vectorului moment cinetic. 

Deci: 


dJ 


M=——=—2 mo 
di 


2 


a: sin 6 cos 0 2. (8.30) 


Acest vector moment (care nu este arătat în fig. 8.11) se rotește de asemenea, 
odată cu tija, aşa cum face și ]. Momentul de rotaţie trebuie să fie 
produs de suporţii (ne indicaţi în figură) care susțin tija și o constrîne să 
se rotească cu un unghi 0 în jurul axei x. 

De fapt, este ușor de văzut Pijianea existenţei acestui moment, dacă 
recunoaștem forţele centripete mu? a sin 6 necesare pentru a menţine cele 
două particule în mișcarea lor circulară în jurul axei x. Aceste două forțe 
centripete egale și de semn contrar, înmulțite cu distanța 2 a cos 0 dintre 
ele, constituie cuplul M. Forţele sînt transmise particulelor din partea supor- 
ților prin intermediul tijei rigide. 

Observăm că dacă unghiul 0 este 90“, atunci w este de-a lungul axei de 
simetrie pentru această distribuţie simplă de masă, și direcţia lui ] coincide 
cu direcția lui o. În acest caz, dacă e va fi constant, ] va fi de asemenea 
constant ; în consecință nu va fi necesar nici un moment de rotație pentru 
a produce mișcarea. 

U înţelegere calitativă clară a acestor noţiuni este adesea însuşită con- 
struind un model real al unui sistem ca cel de mai sus și efectuînd rotații cul. 


MOMENTE DE INERȚIE: 
AXE PRINCIPALE și ECUAȚIILE LUI EULER! 


[De la această ilustrare simplă a unei situații în care diretţia lui ] variază, 
ne întoarcem la definiţia generală (3.3) a momentului cinetic al unui corp 
rigid: 

] = Sr xmi(oxr,) 
i 


şi dezvoltăm expresia lui J] folosind expresiile generale ale lui r, şi o 
A A 
= 38499 + za 
o=ohtru roză, 


unde axele x, v, 3 Sîni considerate fixe în raport cu corpul rigid. 
Această operaţie dă pentru componentele x, y și £ ale lui ] rezultatele: 


La == a, m(oi + 77), Pi 2 MĂ: Oy == pe m XI, 
l,= — X5 m N: X03, + m + ada, — > mezi, (8.31) 
I.=— a MIX — D= m Y0y + Da max? + Po. 


Pentru vleganță şi simplitate rescriem (8.31) sub forma: 
Je = Laos + Layoy + za, 
Js E Loos t Înot În, (8.32) 
Î; = Luaz + lay + Lao, 


unde mărimile [,, etc., sînt definite comparînd termenii corespunzători din 
(8.31) şi (8.32). 

Examinarea coeficienţilor / arată că termenii diagonali sînt pur și simplu 
momentele de inerție în raport cu axele respective: astfel, de exemplu, I,, 
este momentul de inerție în raport cu axa 2, deoarece x! + v? este pătratul 
distanței de la particula i pînă la axa 3. Termenii nediagonali apar in perechi 
simetrice, de exemplu 1, = Is. 

Subliniem/ faptul remarcabil care nu este imediat evident, că este tot- 
deauna posibil să stabilim un sistem de coordonate fix în raport cu un corp 
rigid, astfel încît termenii nediagonali să se anuleze. Pentru corpuri cu forme 
de simetrie evidente (cilindri și prisme dreptunghiulare) acest lucru este ușor 
de văzut, dar el este adevărat pentru orce corp rigid şi pentru orice punct 
al corpului ales ca origine. Axele de coordonate față de care termenii nedia- 
gonali se: anulează se numesc axele principale ale corpului rigid. 


1 Într-un curs introductiv, materialul expus incepind de aici şi pină la relația (8.42) 
poate fi omis. 
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AM putea să exprimăm componentele momentului cinetic și energia 
cinetică în raport cu axele principale, pentru a realiza astfel această simpli- 
tate dorită ; dar trebuie să recunoaștem că axele principale sint fixe în raport 
eu corpul și din acest motiv ele nu constituie în general un sistem de referință 
inerţial. De fapt, ele se rotesc împreună cu corpul sau cel puţinele mențin 
în raport cu acesta o asemenea relaţie încît proprietăţile inerțiale ale corpului 
sînt constante cînd se referă la aceste axe. 


Să presupunem că determinăm un sistem de axe principale care se rotește 
impreună cu corpul și că exprimăm vectorul viteză unghiulară sub forma! 


A A A 
O=0ă + aoy+ oz, 


unde vectorii de coordonate de mărime egală cu unitatea sint de-a lungul! 
axelor principale, iar valorile componentelor lui o sint raportate la aceste 
axe. În funcţie de componentele pe aceste axe, vectorul moment cinetic va 
fi scris, simplu ca: e 


] e Leo,ă A Lupo -- Lupo. 


deoarece toți termenii nediagonali referitori la aceste axe sint nuli. Nu ma! 
este necesar de acum înainte să purtăm indicii dubli asupra coeficienţilor de 
inerție, întrucît rămîn numai momentele de inerție în raport cu cele trei axe 
principale. Scriem așadar 7, = Î, ş.a.m.d.: expresia lui ] devine atunci: 


A A L) 
]= Loză + Lo + Loz. (8.33) 
Trebuie acum să exprimăm derivata temporală a lui ] pentru a folosi ecuația 
de mișcare d]/dt -- M. Momentele de inerție sînt constante, dar componentele 


vitezei unghiulare o, &, şi w, pot să varieze, iar vectorii unitate î, $ şi ? 
se modifică în timp deoarece ei se rotesc impreună cu corpul. În consecință. 
luînd derivata temporală a relaţiei (8.33), obținem: 


A A A 
d] die 4, pda, e dau A d* dy dz 
0) scop LS te pe Sit ae 1 Sl e Loae SE tea Se 3- dp, 
de pai Em n Ti 


Dar vectorii unitate variază numai din cauză că se rotesc cu viteza unghiu- 
ară w, astfel încît vitezele lor de variație sînt [conform cu relațiile (8.29) 
sau (8.2)]: 


E xi di E xi 
dr d * $, 


Aceste relații ne permit să scriem ecuația anterioară lor sub forma: 


o af 
dn +oxX] (8.34) 


unde d']/d/ înseamnă contribuția la variația lui ] provenind din variația 
valorilor componentelor vitezei unghiulare, iar e X ] este contribuţia dato- 
rată rotației axelor principale la care este raportat ]. În cazul particular în 
care ] este constant în raport cu axele principale, derivata sa temporală în 
raport cu un sistem inerția] conține numai ultimul termen, o X ] (ca în 
problema de la pag. 279, care este tratată din nou mai jos). 


Dacă rapurtăm și vectorul moment M la axele principale, astfel încit 
componentele sale sînt momentele forțelor în raport cu aceste axe. putem 
scrie ecuaţia de mișcare sub forma: 


d' | 
d co velit, (8.35) 
di 
stu, pe componentele de-a lungul axelor principale: 
JĂ dia i (e Pa 1.)ayo, = A, 
dr 
Cosi 0: — dati (8.36) 
d/ 
J, dci > (, citi I,)orey == A, 
dt 


unde am omis indicele prim. Acest set de trei ecuaţii reprezintă ecuazaale 
lui Euler pentru mișcarea unut corp rigid. 

Energia cinetică, exprimată în general prin expresia (5.4) ia forma parti- 
culară: 


E - PRE REDA. P 


atunci cînd este formulată cu momentele de inerție şi componentele vitezei 
unghiulare referitoare la axele principale. 


Cîteva aplicaţii simple ale ecuaţiilor lui Euler 


Rotator rigid cu două particule, axă fixă. Ne întoarcem la sistemul celor 
două mase punctiforme unite printr-o tijă fără masă, rotindu-se în jurul unei 
axe fixe, care trece prin centrul de masă, dar la un unghi arbitrar, după cum 
este ilustrat în figura 8.11. Problema a fost tratată la paginile 279, 280, dar o vom 
considera acum folosind axele principale indicate în figura 8.12. Alegem 
axa v astfel încît să coincidă cu tija și avînd originea în centrul de masă. 
Axa x este perpendiculară pe tijă în planul determinat de tijă și w. Axa 2 
(nu este figurată) este perpendiculară și iese din planul figurii la momentul 
de timp considerat. Cu această alegere a axelor (observați diferența dintre 
fig. 8.11 și 8.12) avem: 


I, = 2ma2, 1, =0, I, = 2ma? 


w, = e sin 6, 4, = cos 6, w=0. 
: : . i , a A —— 
lin ecuaţia (8.33) rezultă atunci ] = 2ma? e sin 6x. Momentul cinetic este 
așadar perpendicular pe tijă, așa cum am găsit în relaţia (8.28) și se rotește 
împreună cu tija de-a lungul axei x. Momentul forței necesar pentru a constrînge 


siştemul să se rotească în jurul acestei axe se determină din ecuațiile lui 
Euler (8.36). şi, întrucît « este considerat constant, rezultatul este 


ÎN, = — 2ma2 w* sin 6 cos 6 


în concordanță cu relația (8.30). Momentul are doar o componentă, de-a lun- 
sul axei z şi se rotește împreună cu tija. 
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WIG 8 12. Kotatorul rigid cu duuă particule FIG. 8.1ă. Disc aoreulaa care se roteșre În 
axele prinampale  Comparaţi cu figura 5 li . .»:uru) unei axe trecind prin centru încli- 
nată față de normală. 


I)isc carcular. axă fixă înclinată fără de normală. Considerăm un disc, 
arătat în figura 8.13, de masă m şi rază a, constrins să se rotească în jurul 
unei axe fixe care face un unghi 0 cu axa normală. Alegem axele principale 
după cum este indicat, cu axa z normală și axa * în planul determinat dt w 
şi 2. Aplicînd relaţiile (8.13) şi (8.14) avem: 


w, = —u sin 0: w, =0:uwu, =co cos. 
2 p 2 


Momentul cinetic este deci: 
1 f a 
Dana 20 “ana i + — ma? w cost2. 


Unghiul a dintre o şi ] poate fi găsit din produsul scalar al acestor vectori: 
4 5 

w-J] aL“ Cos Îi 

o]  1+3 cos?0 

Pe măsură ce mișcarea progresează. ] se roteşte în jurul lui w penerind un 

con, așa cum este figurat. 


Momentul forței necesar pentru a menţine discul în rotație in jurul acestei 
direcţii înclinate a lui w se scrie, din relaţia (8.35), sub forma: 


COS 4 = 


M=0X Jai oi sin 6 cos 6 $. 


Exemplele din problemele 13 şi 14 aparțin clasei de sisteme în rotaţie care nu 
sînt „echilibrate dinamic”. Faptul că ] nu coincide cu direcţia lui o înseamnă 
că este necesar un moment pentru a menţine corpul în rotație. Echilibrarea 
dinamică a osiilor, roților etc. este operaţia de ajustare a distribuţiei de masă 
astfel incît axa de rotaţie dorită să fie o axă principală, făcînd astfel ca ] 
să fie de-a lungul lui o și eliminînd momente de rotaţie nedorite. 


lhrezul sau giroscopul -— tratare aproximulivă. Prezentăm în figura 8.14 
u formă simplă de titirez constînd dintr-un disc circular de masă 1/ și rază u. 


FIG. 8.14. Titirezul. Axele şi unghiurile lol 
site in descrierea mișcării. Este arătată de ase- 
menea viteza unghiulară de rotaţie S$. 


cu un ax fără masă. Vîrful axului se află în O şi centrul de masă al discului C 
se află la distanţa / de virf. Figurâm un sistem inerţial XNYZ şi un sistem în 
rotație de axe principale xyz. Axele principale se mișcă împreună cu axul 
titirezului, dar nu se rotesc odată cu discul în jurul axului său în mişcare. 
Axa OZ este luată de-a lungul axului titirezului, Oa este totdeauna în planul 
orizontal .X Y iar axa Ov este înclinată cu un unghi 0 dedesubtul acestui plan, € 
fiind acelaşi cu unghiul dintre axele 0: şi 0Z. Proiecţia centrului de masă 
pe planul AY este C”, iar OC” este figurat la un unghi ș faţă de axa A în 
plan orizontal. Acest unghi coincide cu cel dintre Ox și sensul negativ alaxei 
OY. Astfel orientarea axului este specificată prin unghiul polar 6 şi unghiul 
azimutal pp, iar mișcarea axului este descrisă de variația acestor unghiuri. 
Axele principale urmează o astfel de mișcare. 

Discul se rotește în jurul axului său cu viteza S$ rad/s în sistemul xyz, 
dar viteza unghiulară totală a titirezului implică în general și variații ale lui ș 
și 0, astfel încît vectorul viteză unghiulară totală va fi suma: 


o=—6 8+72+sî (8.37) 


Pentru a exprima o în întregime în tuncţie de componentele e axele princi 
“- - i ț ! 
pale observăm că: 


2 mi zilaua Ș + cos 2 
astfel încît (8.37) devine: | 
= —63—ş sie $ + (g cos0 + S$)2. 
Momentele de inerție în raport cu axele principale sînt [folosind «lin nou rela 


țiile (8.13) și (8.14)! 


1 At = Mai >Ma=I, 


| 
2 
unde pentru exprimarea componentelor /, și /, am apelat la teorema axelor 


paralele. Folosind relația (8.33) scriem acum vectorul moment cinetic în 
raport cu O: 


| F A A . AR a 3 . 
] - (2 Ma? —+— ME) (— 8% — psin 0y)+ - Mu? (p cos B+ 52. (8.38) 
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În acest punct, încetăm analiza cazului general al mișcării complexe și 
fascinante a titirezului și ne limităm atenția la cazul particular al unei pre- 
cesii constante de unghi 6. Atunci 0 = 0 iar ș și S$ vor fi constante deoarece 
nu există nici un moment care să acționeze în raport cu OZ sau cu (05. Mai 
mult, în acord cu situaţiile reale care ne sînt familiare facem aproximația 
S > 3 şi în consecință neglijăm în expresia lui ] termenii în 7. În aceste 
cosudiii relația (8.38) se reduce la: 


J= Ma să. 


” —p* A 
Viteza unghiulară a axelor de coordonate care nu se rotesc cu viteza 5z 
are forma simplă (cu 0=0): 


Li A L.] 
= 92. 
Derivata temporală a lui J, obținută din ecuația (8.34) este pur şi simplu 


o' X ] din cauza faptului că ș şi S sînt constante. Așadar, din ultimele două 
relații avem: 


dJ d A 
(8 39) 
=: Ma? - S q sin 6 x. 


Momentul forței care acționează asupra titirezului, în raport cu 0, este 
datorat forței gravitaționale, aplicată în C îndreptată în jos, singura forță 
care mai rămîne fiind forța de reacțiune în O. Rezultatul este: 


M = — Mg! sin 6%. (3.40) 


Egalind relaţiile (8.39) şi (8.40) în conformitate cu ecuația fundamentală 
de mișcare (8.1) obținem, pentru viteza de precesie expresia: 
. Mel 
N E. (8.41) 
— Ma:$ 
2 


Remarcăm că viteza de precesie este independentă de înclinarea 6. 


Factorul - Ma?, valoarea lui [, pentru disc, apare la numitorul expresiei 


(8.41). În cazul particular al precesiei staționare și în aproximația S > >. 
putem să generalizăm corect relația (8.41) la forma: 


„ _ Mal 
8.42 
p = LS (8.42) 


pentru a include forme mai generale de titirez sau giroscop. 
Acest 1 rezultat aproximativ, care exprimă viteza precesiei constante, 
cînd viteza unghiulară de rotație $ este mai mare în comparație cu viteza 
1 Acei cititori care au omis discuția ecuațiilor lui Euler. la pagina 2ă1 pot folosi tra- 
tarea. simplă a giroscopului care începe aici. 


unghiulară de precesie $, poate fi obținut direct din aplicarea ecuaţiei funda- 
mentale de mișcare (5.1). Procedăm după cum urmează. 

Cînd S$ este mare, momentul cinetic al titirezului este aproape în între- 
gime dat de expresia: 


A 
J= 1,52. 
Viteza de variație a lui ] este datorată rotației constante în jurul direcţiei 


verticale Z cu viteza unghiulară de precesie g. Astfel (referiți-vă la fig. 8.14) 
avem: 


A 
= șî, sâ=- ISisind 


Momentul este dat de relația (8.40), iar egalarea acesteia cu expresia obținută 
acum pentru d]/dt dă iarăși rezultatul (8:42): 


„_ Mg 
aa 


Trebuie să subliniem că această tratare a problemei giroscopului implică 
numai un caz simplu dar important. Aspecte mai generale ale mișcării pot fi 
demonstrate în experienţe cu giroscopul și ele sînt toate tratabile prin ecuaţiile 
lui Euler (8.36). Acest domeniu de studiu este esenţial în tehnologia navi- 
pației inerțiale și a stabilizării giroscopice. Cu modificări, el are de asemenea 
uphcații la molecule, nuclee atomice și particule elementare care sint supuse 
la acţiunea unor momente în cimpuri magnetice, datorită momentelor lor 
magnetice intrinseci. 


PROBLEME 


lui cilindric din figura 8.15, dacă masa 
sa este M, raza a, raza fiecăruia din cele 4 
goluri cilindrice a/3, iar axa fiecărui gol 
este la distanța a/2 de axa centrală. 


R: cd Mat. 
90 - 


1. Teorema axelor paralele. Plecind 
de la faptul că momentul de inerție al unui 
disc subțire în raport cu o axă diametrală 


3 . 
este — ma?, utilizați teorema axelor para: 
4 


lele pentru a demonstra că pentru un 
cilindru circular plin de masă M, rază a 
și lungime L, momentul de inerție în raport 
cu o axă transversală care trece prin cen- 
irul de masă este Ma?/4 + MI2|12. 


3. Momentul de inerție al sferei pline... 
Arătați că momentul de inerție al unei 
sfere pline în raport cu un diametru este 


„dă Mr. Rezultatul se poate obţine simplu 
5 


2. Aditivitalea momentelcr de 1nevpe. 


Folosind principiul că momentele de inerție 
sint simplu aditive, calculați momentul de 
inerție în raport cu axa centrală, a obiectu- 


considerind că sfera este o suprapunere de 
discuri circulare de grosime infinitezimală 
aşezate într-o suprafață infășurătoare sferică. 
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FIG. 8.1ă, 


4. Momente de unevţie ale trrunghiulit 
Vrei corpuri de mase punctiforme egale 
care se află în vîrfurile unui triunghi ecm- 
lateral (vezi fig. 8.16) sint unite printr-e 
foaie triunghiulară rigidă de masă neglijabilă 
(a) Găsiţi momentul de inerție Jz, în 
raport cu axa normală care trece pri 
centrul C. 
(5) Evaluaţi 74 pentru axa vw indicată 
(0) Evaluaţi a, făcind apel la teorema 
axelor perpendiculare. 


5. Plucă pătrată, egalitatea mumen- 
telor. Demoustraţi că momentul de inerție 
al unei plăci pătrate rigide în raport cu o 
axă diagonală din planul său, este egal cu 
momentul de inerție in raport cu o axă 
care este situată în plan, trece prin centru 
şi este paralelă cu laturile pătratulu 
(Teorema axelor perpendiculare, impreună 
cu simetria, vă permit să faceți demaons- 
irația fără nici un calcul.) 


6. Corpur: rigide care se rostugoles 
Un cilindru plin, o pătură cilindrică cu 
pereții groși, o sferă plină şi o pătură 
sferică cu pereți groși se rostogolesc in jo* 
pe un plan înclinat care face unghul & 
cu orizontala. Toate obiectele au aceeasi 
rază R. Găsiţi accelerația fiecăru' corp. 


7. Rostogolirea unei sfere poale. VU 
sferă goală cu raza interioară RR, Și raza 
exterioară R,, se rostogolește în jos fără să 
alunece pe un plan închinat la un ungm 
cu orizontala. 

(a) Găsiți accelerațhite unghiulară ș limară. 


[Li 


R, 


k a 


FIG 8.16. 


p sin 0 
> 
lau — RŞIROIU — RI RA 


(în Sa capătul inferior, planul se continuă 
cu e zonă de tranziție curbă care devine 
n final un plan orizontal. Cu ce “teză 
se va mişca obiectul pe planul orizontat 
bna!, dacă a plecat din repaus pe planul 
imehnat avind centrul la înălțimea d 
deasupra planului orizontal! final? (Folo- 
iți cunservarea energiei.) 


2 gh — Rai 


2 
1 (1 RIRDIU = RER) 


8. Momentul forței de frecare. Lu 
volant greu de forma unui cihndru plin de 
rază 0,5 m, grosime 0,20 m şi masă | 200 kg 
se roteşte liber pe suporţi cu o viteză 
mitială de 150 rot/s. El trebuie adus in 
repaus printr-o frină de fricțiune în Care 
un sabot de frină este apâsat pe periferia 
volantului cu o forță echivalentă cu greutatea 
a 4 kg. Coeficientul de frecare intre supra- 
jeţele sn contact este 0,4 şi este presupu: 
a î independent de viteza relauvă a supra- 
fețelor. 

(a Cu ce unghi se va roti volantul pinâ 
cind ajunge în repaus, dacă frina este 
aphcată în mod constant? 

R: 8,5: 10% rad sau aproximati:z 

135 000 revoluții. 

(b) Cît timp durează mişcarea pină la 

uprire 7 
R: 1800 


9. Pendulul compus: lungimea echiwvu- 
lentă. Demonstraţi că o bară uniformă de 


lungime L, articulată la un capăt ca un 
pendul compus, are aceeași frecvență a 
micilor oscilații ca și un pendul simplu a 
cărui lungime este 21/3. 


10. Centru de percuție. Considerăm 
o bară rigidă de lungime L, suspendată la 
un capăt printr-un pivot aflat în punctul 'P. 
O forță F care acționează pentru o perioadă 
scurtă (adică o forță impulsivă) trebuie 
aplicată pentru a pune bara în mișcare de 
pendulare, după cum este arătat în figura 


8.17. Articulația din P este foarte fragilă 
și este necesar să aplicăm forța F la o 


asemenea distanță « încît în P să nu apară 
nici o forță de reacțiune. Găsiți valoarea 
lui care satisface această cerință. Această 
poziție se numește centru de percuție pentru 
„punctul de suspensie P. (Indicaţie: efectul 
lui F va consta în accelerarea centrului 
de masă şi producerea unei accelerații 
unghiulare în jurul lui P prin momentul 
său în raport cu P. Compatibilitatea acestor 
accelerații, în presupunerea că nu există 
forță de reacțiune în P, va specifica valoarea 
lui x în funcţie de £.) | 

R: = 2L/3. 


11. Corp rigid mneechilibrat. O jantă 
subțire sau un cerc de masă M și rază R 
este prevăzută cu un număr de spiţe fără 
masă, astfel încît se roteşte liber in plan 
vertical în jurul unui ax orizontal care 
trece prin centrul său. O particulă de masă m 
este legată de jantă, făcînd ca sistemul 
să stea în repaus cu masa, m la extremitatea 
sa inferioară. Găsiți frecvența micilor osci- 
lații. Găsiţi de asemenea viteza unghiulară 
maximă atinsă, dacă sistemul este lăsat 
liber din repaus cu masa m aflată în punctul 
cel mai de sus. 


12. Pendulul veversibil. Demonstraţi 
că pentru un pendul compus există două 
distanţe , și îş ale articulației față de centrul 
de masă, care vor produce aceeași frecvență 
a micilor oscilaţii și că aceste distanțe sînt 
corelate prin relatia: 


În plus, arătați că dacă am localizat o 
astfel de pereche de puncte conjugate şi 


Bu Gembea:, 


le-am măsurat frecvența comună o, putem 
obține valoarea lui g din 


g = ol, + ln). 


(Aceasta este o tehnică numită metoda 
pendululu: reversibil pentru măsurarea lui g. 


Punctele de articulaţie se află pe o dreaptă 


care trece prin centrul de masă de o parte 
şi de alta a acestuia; astfel Î, +1, este 
pur şi simplu distanța dintre punctele de 
articulaţie. În acest fel poziția centrului de 
masă nu este necesară.) 


13. Moment de rotație. O placă drept- 
unghiulară de masă M, cu laturile a și b 
se roteşte cu viteza unghiulară &w în jurul 
unei axe fixe de-a lungul unei diagonale. 
Evaluaţi vectorul moment de rotaţie pe 
care suporţii trebuie să îl aplice plăcii, 
pentru a o menţine în această rotație parti- 
culară. Trasaţi o diagonală corectă arătind 
“rectorul moment cinetic.” Exprimaţi-l ca. 
vector. 


Răspuns parțial: mărimea momentului 


forței = — Mab wa: — bî)/(a: + b3). 


14. Lipsa  echilibrării dinamice. O 
bară subțite, uniformă, de masă M şi 
lungime L, se roteşte în jurul unei axe 
transversale care trece prin centrul său. 
Se presupune că axa este perpendic: iară 
pe bară, dar din cauza unei imperfecțiuni 
ea deviază de la această direcție printr-un 
mic unghi 8. Găsiţi vectorul moment aplicat, 
dacă rotația are loc cu viteza unghiulară w. 
Exprimaţi vectorul moment cinetic şi 
reprezentați-l intr-o diagramă. 


FIG. 8.19. 


15. Giroscopul. Un giroscop particu- 
lar constă dintr-un cilindru plin de rază 
= 0,04 m. EL s> sprijină pe un ax fără 
masă a cărui extremitate pivotează liber 
într-un punct situat la 0,05 m față de centrul 
de masă al cilindrului. Giroscopul se află, 
în mișcare de precesie staționară la un 
anumit unghi de înclinare față de verticală. 
iar precesia face să se execute o mișcare 
circulară completă la fiecare 3 secunde. 
E“raluați viteza unghiulară a rotației giro- 
scoptilui în jurul axei sale proprii. 
R: 293 rad/s. 


16. ccelerația unghiulară. Un cilindru 
plin cu masa de 2 kg și raza de 0,04 m 
este constrins să se rotească în jurul axei 
sale, care este orizontală. În jurul cilindrului 
este înfășurat un fir de al cărui capăt liber 
este atașat un corp cu masa de 0,15 kg 
('rezi fig. 8.7). Găsiţi acceleraţia liniară a 
corpului, accelerația unghiulară a cilindrului, 
tensiunea in fir şi forța verticală care men- 
ține cilindrul. 


17. Rotația giroscopului. Figura 8.18 
reprezintă o roată de giroscop văzută 


dintr-o parte, cu osia montată în articula- 
țiile A şi B. Ea se roteşte cu viteza unghiu- 


iară indicată. partea dinspre cititor a roții 
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mișcîndu-se în jos. În punctele A și B se 

dezvoltă forțe ae reacțiune indreptate în sus. 

(a) Vrem să reorientăm roata pentru a-l 
plasa pe A direct peste B, fără a deplasa, 
centrul de masă al sistemului. Descrieţi 
forțele suplimentare, în afara reacțiunilor 
suportului, care trebuie . aplicate în 
A şi B. Să p 

tb) Dacă, în loc de a-l plasa pe A peste B, 
vrem să-l aducem pe A către noi, şi 
pe B în spatele lui 4, descrieți forțele 
pe care trebuie să le aplicăm în A şi B. 


18. Momente în vapori cu centrul de 
masă. Un cilindru de masă M,, rază R,, cu 
axă orizontală, este constrîns să se rotească 
in jurul axei sale. Un fir înfășurat in jurul 
acestui cilindru este infășurat de asemenea 
și în jurul unui cilindru de masă M, şi 
rază R,, care este liber să se desfăşoare 
şi să cadă, axa sa răminind orizontală ca 
in figura. 8.19. În aproximaţia firului 
“vertical, găsiți: 


(a) :Accelerația, centrului de masă al lui M,. 
3 
R: a = (M,+ Mos) (3 M, + Ma] i 


(b) Acceleraţia unghiulară a lui M,. 
(c) Acceleraţia unghiulară a lui M,. 
(d) Tensiunea în fir. 


Dacă se iau momentele forțelor în raport 
cu punctul P din figură, care este „forţa 
fictivă“ în centrul de masă al celui de-al 
doilea cilindru? 


19. Coeficientul de frecare minim. Ară- 
taţi că pentru ca un corp simetric să se 
rostogolească in jos fără să alunece pe un 
plan înclinat, este necesar ca: 


tg 8 
MRI + | 
unde simbolurile au semnificația obișnuită. 


u> 


LECTURI SUPLIMENTARE 


Expuneri interesante, clare și cuprin- 
zătoare ale mișcării corpurilor rigide, şi în 
particular a  giroscopului, se găsesc în 
unele dintre tratatele mai vechi, ca de 
exemplu: Arthur Gordon Webster, Dina- 
mica particulelor și a corpurilor rigide, 
elastice și fluide („The Dinamics of Parti- 
cles and of Rigid, Elastic and Fluid Bodies"), 
B. G. Teubner, Leipzig, 1904 (Strechert— 
Hafner, Inc., New York, 1920). 


O expunere mai nouă de nivel mediu 
se află în cartea lui John L. Synge și 


Byron A. Griffith, Principiile mecanicii 
(„Principles of Mechanics“), capitolul 14, 
Mc Graw —Hill Book Company, New York, 
1959. 
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Forțe invers proporționale 
cu pătratul distanţei 


Cuprins 


Energia potențială și forța dintre o masă punctiformă și o pătură sferică 
Energia potențială și forța dintre o masă punctiformă și o sferă plină 
Energia proprie gravitațională și electrostatică 
Exemplu. Energia gravitațională a unei galaxii 
Exemplu. Energia gravitațională a unei sfere uniforme 
Exemplu. Raza electronului - 
Forțe îmvers proporționale cu pătratul distanței și echilibrul static 
Orbite: ecuaţia și excentricitatea 
Orbita circulară 
Legile lui Kepler 
Problema celor două corpuri: masa redusă 
Exemplu. Vibrația unei molecule biatomice 
Probleme 
Teme avansate. Artificiu pentru integrarea ecuatiei în 1]v 
Lecturi suplimentare 


Mărimea forței gravitaționale şi a forței electrostatice dintre două par- 
ticule punctiforme aflate în repaus este dată de: 


i. 


2 


unde (este o constantă. Asttel de forţe se numesc forte centrale invers propor- 
Honale cu pătratul distanței. Noţiunea de fortă centrală exprimă faptul că 
forţa este dirijată de-a lungul dreptei care uneşte cele două particule. Dacă 
una dintre particule se găseşte în origine și cea de a doua în poziţia dată de 
vectorul de poziţie r, forța asupra celei de a doua particule este dată de: 


p= (.$ (9.1) 


unde pentru forța gravitațională dintre masele punctiforme i, A5 avem: 
C = —GM,M, 
G = 6,67 10-11 mî/kg - s? (9.2) 
iar pentru forța electrostatică dintre sarcinile punctiforme gi, ga, 
C = 9 : 109992 (9.3) 


sarcina, lungimile şi forțele exprimate în unităţi ȘI (vezi cap. 3, paginile 86 — 92), 
sau: 


C = qqa (9.3, a) 


cu condiția ca sarcina să fie exprimată în unități gaussiene CGS. Forţa gra- 
vitațională este întotdeauna atractivă. Forţa electrostatică (coulombiană) 
este atractivă dacă sarcimle g,, g> au semne opuse și repulsivă dacă gi, q2 
au același semn. 

Se știe din experiență, cu foarte mare precizie, că exponentul lui r în 
relația (9.1) este egal cu 2,000 ...; pentru forțe electrostatice acest fapt este 
stabilit mergînd pînă la distanţe mici de ordinul 10-15 m. O mare diversitate 
de rezultate experimentale ar fi sensibile într-un grad înalt faţă de mici abateri 
de la legea exactă de proporţionalitate inversă cu pătratul distanței. Expe- 
rienţele fundamentale sînt discutate în volumul 2, capitolul !, cu accent special 
asupra forțelor electrostatice. Pentru forțele gravitaționale apelăm, pentru 
suportul experimental, în special la acordul excelent dintre predicție și obser- 
vație în cazul mișcării planetelor din sistemul solar. 

Legea forţei invers proporţionale cu pătratul distanţei se exprimă, de 
asemenea, prin faptul că energia potențială este invers proporțională cu puterea 
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întîi a distanței. D)upă cum am văzut în capitolul 5, forța F este egală cu 
— 0UJor. Din relația (9.1) avem atunci: 


E»(7) = U(r) = Ş + const. 
7 


Dacă alegem l/(7) astfel încît să fie egal cu zero cînd particulele sînt la dis- 
tanță infinită una față de alta, constanta de integrare este zero şi avem: 


unde C este dat de relaţiile (9.2), (9.3) sau (9.3,a) pentru forţele gravitaționale 
și electrostatice în sistemele SI sau CGS. Astfel avem: 


__ GMMa 
LA 


U(r) = U(r) = tata ă (9.4) 


sau alternativ 


U= SE. (9.4, a) 


y 


Legea forței dintre doi protoni sau doi neutroni sau dintre un proton şi 
un neutron diferă foarte mult atît de legea gravitațională cît și de cea cou- 
lombiană. Această forță se manifestă ca o atracţie foarte puternică atunci 
cînd particulele sînt foarte aproape una de alta, la mai puțin de 2 : 10-1% cm 
și devine neglijabilă cînd ele se află la distanță mare. Asemenea forțe sînt 
tratate în cărți de fizică nucleară. Forţa electrică între doi electroni este cu 
mare precizie coulombiană pînă la cele mai mici distanțe cunoscute. În plus 
față de sarcina lor electrică, electronii au momente magnetice dipolare care 
dau naștere unei forțe necentrale invers proporționale cu cubul distanţei 
(vezi vol. 2, cap. 10). 

Care sînt caracteristicile particulare ale unei forțe invers proporționale 
cu pătratul distanței? Ce aspecte cruciale ale universului se reflectă într-o 
asemenea forță? Vom trata acum aceste probleme importante. Vom considera 
adesea energia potenţială în loc de forță. În rezolvarea problemelor, studentul 
va constata aproape întotdeauna că este mai ușor să se folosească energia 
potențială și nu forța. El poate obține componentele forței derivînd poten- 
țialul și poate folosi adesea energia potenţială într-o ecuaţie energetică. Energia 
potenţială este un scalar; forța este un vector. E 


ENERGIA POTENŢIALĂ ȘI FORȚA DINTRE O MASĂ 
PUNCTIFORMĂ ȘI O PĂTURĂ SFERICĂ 


O consecință importantă a legii forței invers proporționale cu pătratul 
distanţei este că forța exercitată asupra unei mase punctiforme de probă, M,, 
la distanța r față de centrul unei pături sferice uniforme, subțiri, de rază R, 
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FIG. 3.2. Imagine În sefhune « acelorasi sfere 


FIG. 9.1. bmagane in perspectiză a une 
pături sferice şi a unei mase punctiforme arătind inelul de arie totală 2rR? sin GA . 
M,, arătind cum se imparte pătura sferică 

in inele. Pătura are densitatea de masă g 

pe unitatea de arie. 


€ 
este exact aceeași în toate punctele r> R din afara păturn, ca și cum întreaga 
sa masă ar fi concentrată în centru. A doua consecinţă este că pentru puncte 
r < R din interiorul păturii, forța asupra masei punctiforme este zero. Aceste 
consecinţe sînt atît de importante încît le vom da deducerea completă. Aplicăm 
o metodă particulară de rezolvare care ține seama de simetria geometrică 
a problemei. 

Vom considera întîi din pătura sferică un inel de lărgime unghiulară A0 
sau grosime R A9, ca în figura 9.1. Fie o masa unității de arie a păturii. Facem 
această alegere întrucît tot inelul este echidistant.față de masa de probă M,, 
distanța fiind 7. Raza inelului este AR sin 0, iar circumferința sa este 


27R n. Aria 'melului este așadar dată de (vezi tig. 9.2): 
(27R sin 6) (RA6) = 22R? sin 0 A. 


Masa inelului se obţine făcînd produsul dintre arie și masa o pe unitatea de 
arie: 
Mine = (2rR? sin 0 - A6) o. (9.5) 


Combinînd relaţiile (9.5) și (9.4), energia potenţială U,„„ a masei de probă 
în cîmpul gravitațional al inelului se obține sub forma: 


_GM, (2nR? sin 0 A0) a. 


A 


(9.6) 


7 
(8 inel —— 


Aici n, este distanța de la masa de probă pînă la inel. Din teorema cosinusului 
[relaţia (2.8)] aplicată triunghiului format de R, r și 7 avem: 
p= + R2— 2rRcos 6, (9.7) 


unde R şi r sînt constante. În aceste condiţii, cînd evaluăm variația Ar, 
a lui 7, în funcţie de variaţia lui 0, A0, obținem: 


27 An = — 27R A (cos 0) = 2rR sin 0 A0. 
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Această relaţie utilă ne permite să rescriem expresia (9.6) sub forma: 
Pi GM.(2rR Ar.) o , 


p 


(8.8) 


Uma = 
Observaţi că numitorul este acum 7, distanța dintre masa de probă și centrul 
sferei. 

Energia potenţială totală | patura a masei de probă în cîmpul gravitațional 
al păturii sferice este dată de suma contribuţiilor [une ale tuturor inelelor 
care alcătuiesc pătura. Cînd facem această operaţie trebuie să sumăm numai 
peste Ar.. În cazul în care masa se află în afara păturii se vede că domeniul 
valorilor lui 7, se întinde de la r - Rlar — PH, asttel încît avem (vezi fig. 9.3): 


ZAsgi (r 4 R) — (Pia (9.9) 


Din fericire problema s-a redus la o astfel de sumă simplă. Folosind ecuația 
(9.9) în efectuarea sumei peste expresiile (9.8) avem: 


GM.2rRo p GM.4rR?o x 
Ja 


7 


U patura = Uma => 2) An EM (9. 10) 


Dar 4xR? este aria păturii sferice, iar 47 A*5 este masa păturii patura. Putem. 
prin urmare, să rescriem expresia (9.10) sub forma: 


GM 1M patură 
La 


E iu (r> R) (9.11) 


nde r este distanţa dintre masa de probă şi centrul păturii sterice. Am arătat 
-ă pătura sferică acționează în punctele din ațară ca şi cum toată musa sa A patura 
ar fi concentrată în centrul păturii. 

Dacă masa de probă se află în orice punct din interiorul păturii, demons- 
'rația este identică cu excepția faptului că domeniul de sumare pentru Ar 
m 5 Um este dela R—rla R + r (vezi tig. 9.4), astfel încît de astă dată 
avem. 3 
ZA =(R+r1)—(R—r)= 2. (9.12) 


FIG, 9.5. Limitele de sumare pentru r > R, Fi. 9.4, Limitele de sumare pentru r- BR, 
masa de probă M, în afara păturu sferice. masa de probă M, în interiorul pături sferice. 


FIG. 9.5. (a). Energia potențială a masei puncti- 
forme M, la distanța r de centrul păturii de 
rază R și masă M. (b) Forța exercitată asupra 
masei punctiforme M, (semnul minus indicind 
atracția). Forța este zero pentru r< R. 


Folosind egalitatea (9.12) în efectuarea 
sumei peste contribuțiile (9.8) obținem 


U patura = > Use == 


= 
Ei mi SM, 2r.Ro 5) Ar, FE 
(A 
2 
E ditai CEE e 
R 
GM 1 M pătură 


mi d a 


Potențialul din ecuaţia (9.13) este 
constant în toate punctele interioare 
păturii și este egal cu expresia (9.11) 
evaluată pentru 7 = R. Figura 9.54 
îl reprezintă pe U, atît în interiorul 
cît și în exteriorul păturii. 

Am văzut mai înainte ecuațiile (5.28) şi (5.29) că mărimea forței F 
care acționează asupra masti «te probă M, este egală cu 0('/or, deoarece 
forța este pe direcția radială. Din ecuaţiile (9.11) şi (9.13) avem, pentru forța 
produsă de pătură, expresia: 


GM,M patura 
Pr mii (9.14) 


0 E ua 


dU 
Or 


Aşadar nu se exercită nici o forţă asupra unei mase de probă din interiorul 
păturii. Aceasta este o proprietate caracteristică unei forțe invers proporţionale 
cu pătratul distanței. În afara păturii, forţa variază ca 1/r?, unde r este măsurat 
de la centrul păturii. Figura 9.5, b reprezintă forța ca funcție de 7. 


ENERGIA POTENȚIALĂ ȘI FORȚA 
DINTRE O MASĂ PUNCTIFORMĂ ȘI O SFERĂ PLINĂ 


Putem construi o sferă plină de masă J/ și rază h suprapunînd o serie de 
pături concentrice. Pentru pu:.cte 7 în afara sferei avem, folosind relaţia 
(9.1.), următorul rezuutet privind energia potențială a masei de probă M, 
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în cîmpul gravitațional al sferei pline: 
GM GM.M 
1 5 M patura — ii lat . 


7 (4 


Useri = E Upatura = — 


Amintim că r este distanţa de la masa de probă pină la centrul sferei. 
Mărimea forței asupra lui A, este, pentru r > Ro: 


(9.15) 


Acesta este un rezultat fundamental al analizei noastre. EI s-ar fi putut obţine 
de asemenea printr-o integrare directă a componentelor forței produse de toate 
păturile ca în problema 13, dar în modul în care am rezolvat problema, matema- 
tica este mai concisă. Printr-o generalizare imediată a relaţiei (9.15), vedem că 
forţa dintre două sfere uniforme de mase 1/,, Me este egală cu forța dintre 
două mase punctiforme 1/,, Moare ar fi situate în centrele lor respective. 
I)eoarece am putut înlocui o sferă printr-o masă punctiformă, putem să 
înlocuim apoi cea de a doua sferă tot printr-o masă punctiformă. Acest rezultat 
fericit simplifică multe calcule. 

Dacă o masă punctiformă se află în interiorul unei sfere pline, forţa va 
fi dirijată către centrul sferei și va avea mărimea: 


Se GMM me L 


72 


Dacă masa are densitatea uniformă £ 
atunci avem: 


Min = E pp: unde M = Re 


astfel încît: 


GM: 2 mp 4 
sau 
pa GMAMr (9.16, 
Ri 


FIG. 9.6. Energia potenţială a unei mase punc- 
tiforme M, la distanța v față de centrul unei 
sfere pline de rază Ro și masă M. Forta 
asupra masei punctiforme M,. Forța este lin! 
ară în 7 pentru ? < Ro. 


Energia potenţială pentru + < R, se ohține adăugind la (—G1/,4/), Ro energia 
necesară pentru a deplasa masa 1/, din ho în r. Folosind pentru expresia 
forței relația (9.16), obținem pentru această energie: 


| GMMrdr _ _ GM:M 
RR 2R9 


Aduniînd la această energie termenul | —GA/,AM) Ro, obținem energia potențială 
pentru r< R, sub forma: 


(R —r). 


(ăi za za A b. = si - 
Ur) n M, AV a GMA (R LIN 2) = __ Gl M Dn | e) 
Ro 208 Ro 2 2 R3 
Pentru 7 = 0 avem: 
co) = — 3 GMM. 
2 Ro 


Atât ('(r) cît și F(r) sînt reprezentaţi în figura 9.6 pentru Osr< Ah, şi pentru 
Ro Sr. E 


ENERGIA PROPRIE GRAVITAȚIONALĂ ȘI ELECTROSTATICĂ 


Energia proprie a unui corp este definită ca fiind lucrul mecanic consumat 
pentru formarea corpului din elemente infinitezimale care se află inițial la 
distanță infinită unul față de altul. Să considerăm energia proprie gravita- 
țională ; ea va avea semnul negativ, întrucît forța gruvitațională este atractivă. 
(Trebuie să consumăm un lucru mecanic pozitiv impotriva forţei gravitaționale 
pentru a separa atomii unei stele, ducind fiecare atom la infinit.) Avem nevoie 
de obicei de energia proprie gravitaţională pentru probleme referitoare la 
stele şi galaxii. Energia proprie electrostatică este adesea calculată pentru 
cristale, atît în izolatori cît şi în conductori, ca și pentru nuclee. 

Energia potenţială a A mase discrete, datorată atracției lor grav itațio- 
naie reciproce, este egală cu suma energiilor potenţiale ale tuturor perechilor 
de mase: 


MM, 


Toate perechile Fi 
43 


(9.17) 


unde M, şi M,; sînt masele individuale, iar 7, este distanța dintre masele 
respective. Cazul i = 7 este omis deoarece acesta nu constituie nici o pereche. 
Energia proprie a masei individuale 7, este de asemenea omisă deoarece 
considerăm aici numai interacțiile reciproce ale maselor. () metodă de evaluare 
a energiei proprii a unei mase individuale este descrisă în cele ce urmează. 


EXEMPLU 
Energia gravitațională a unei galaxii. Să estimăm energia gravitațională a galaxiei. 


Dacă vmitem din calcul energia proprie gravitaţională a stelelor individuale, trebuie să estimări 
doar valoarea expresiei (9.17). 


Aproximăm grosier compoziția galaxiei prin N stele, fiecare de masă M, fiecare pereche 
de stele fiind caracterizată de o distanţă reciprocă de ordinul R. Atunci dit (9.17) se 
reduce la 


2 
Gu — ua A 


89 | = 


În suma peste toate perechile luăm fiecare dintre cele N stele la rind şi sumăm peste cele 
N — 1 stele care pot constitui o pereche cu ea. Procedind astfel, socotim fiecare pereche de 
două ori (vezi fig. 9.7 pentru N = 3).] Dacă N = 1,6- 101, Ra 102! m și M = 2 10% kg 
fca în cazul Soarelui) atunci: 

1 (7 10725) (1,6 - 10152 (2 . 102%0)2 
2 1021 


Uz — 2 — 4-10 Ţ. 


EXEMPLU 


Energia gravitațională a unei sfere uniforme. Nu este cdificil să evaluăm energia pro- 
prie Upa unei sfere uniforme de masă M și rază R. Transformăm sumele multiple implicit 
din relația (9.17) în integrale și efectuăm integrările. Să încercăm însă mai inainte de aceasta 
să ghicim răspunsul. Care ne așteptăm să fie acesta? Răspunsul trebuie să conțină G, M şi RA 
in combinația de dimensiune corectă. De ce nu ar fi 

UpR — ia) ? 
R 
Această estimare este într-adevăr corectă, cu excepţia unui factor numeric de ordinul unității. 

Pentru a calcula exact acest factor, construim sfera plină într-un mod particular. Cou- 
siderăm întii (vezi fig. 9.8) energia interacțiilor dintre un miez sferic plin de rază 7 şi o pătură 
sferică înconjurătoare de grosime dr. Dacă p reprezintă densitatea, masa miezului este (477 /3) r*p 
și masa păturii este (4mr2). (dr) p. Atunci energia potențială! gravitațională a păturii datorită 
prezenţei miezului se scrie, pe baza relației (9.11), sub forma: 


c[2 710) (avar 6) 


5 -- G(4np) rar. (9.18) 
Lă = : 


rIG. 9.7. Energia potențială gravitațională a FIG. 9.8. Pătură sferică de grosime dr, care 


trei atomi de mase M,, M,, M este: înconjoară un miez sferic plin, de rază v, 
MM, MM Ms MM, Adina pături SS mve, CR o 

U= — si + —— sferă plină de rază R. Aria unei suprafeţe 
aa T13 Tas 


a inelului este 4x72, grosimea este dr, astfel 
incit volumul păturii este 4rer2dr. 


Energia proprie a sferei pline este dată de integrala expresiei (9.18) de la r=0lar- RR, 
Integrarea corespunde la adăugarea «te pături succesive miezului, pină cind miezul are raza R. 
Inițial miezul are raza egală cu zero. Simetria sferei ne-a permis să reducem sumările mul- 
tiple la o singură integrală. Integrind expresia (9.18) obţinem rezultatul: 


1 1 3 47 2 1 3 GM? 
Up = ——G(4np)t— R= ——G|— pR| —= —— —— 9.19) 
d E e 5 [ A În 5 
deoarece masa este dată de: 
M = E pă. 


Energia proprie gravitațională a Soarelui este, din ecuația (9.19) cu M, x 2: 10% kg 
şi Rp  7-+ 10%m: 
301120 2 
a 
(5) (7 » 109) 


Aceasta este o cantitate enormă de energie, dacă ne amintim că viteza de eliberare a energiei 


mm Aa Su, ze 
de către Soare este de 4. 10% ]/s, astfel incit Soarelui ii trebuie — : 10!5s sau 2. 10” ani 
188 z 


pentru a radia această energie imensă !. Soarele iși poate continua evoluția ca o stea pitică 
albă, densă, cu o rază de aproximativ 0,l din raza sa actuală. Este clar că într-o asemenea 
contracție va fi eliberată o mare cantitate de energie gravitațională. Aceste considerații sint 
foarte importante în studii de astrofizică şi pot interveni şi în teoria stelelor nove. Energia 
proprie electrostatică a unei distribuții sferice uniforme de sarcină totală g şi rază R se obține 
înlocuind în ecuația (9.19) pe — GM? prin kg2. 


EXEMPLU 


Raza electronului. Pentru a estima energia proprie electrostatică a unui electron trebuie 
să cunoaştem raza R. Întrucît nu avem o teorie fundamentală a electronului, tot ce putem 
face este să procedăm în sens invers şi să estimăm raza cunoscînd energia. 

Există o relație celebră descoperită de Einstein care spune că o masă AM este intotdeauna 
asociată cu o energie E în conformitate cu egalitatea: 


E = Mă (9.20) 
unde c este viteza luminii. (Deducem.această relaţie in capitolul 12.) Dacă energia electronuui 
ar fi în intregime energia electrostatică a unei distrivuții uniforme de sarcină, atunci am avea: 


2 
Da E ei 
5R 


ceea ce ar determina raza electronului. Dar noi nu cunoaştem structura electronului în detaliu. 
Modelul pe care l-am schițat nu poate fi în întregime satisfăcător, deoarece nu explică cum 
se menține stabilă sarcina în interiorul electronului. De ce nu se imprăștie în spațiu această 
sarcină din cauza respingerii coulombiene a elementelor de sarcină? În prezent nu avem o teo- 


1 Energia radiată de Soare provine de fapt .din procese nucleare, nu gravitaționale. La 
începutul secolului nostru fizicienii nu cunoşteau aceste procese nucleare și estimau vîrsta, 
sistemului solar ca fiind de aproximativ 106 ani. 


ie care să explice de ce există electronul. Să omitem atunci factorul Ar fi pretențios 


să păstrăm acest factor deoarece el sugerează o subtilitate a cunoștințelor despre electron pe 
care nu o posedăm. Definim (prin convenție universală) o lungime rp prin relația: 


2 
să; = ma, "= —— = 2,82 10-15 m, 
LaTi mc? 


Această lungime se numește vaza clasică a electronului. Ea are o legătură cu electronul, 
dar nu știm exact care este aceasta ! Cu toate acestea, ea este numită o lungime fundamentală 
și apare în expresii ca secțiunea «le imprăștere pentru raze X sau raze y. De fapt. ştim că 
forţa electrică intre doi electroni este cu precizie egală cu e2/72 pină la distanțe mici, cel puțin 
pină la * = 101? m. 


Forțe invers proporționale cu pătratul distanţei și echilibrul static. 
În volumul 2, capitolul 2, arătăm că nu poate să existe echilibru static 
stabil între un grup de mase (sau sarcini) care interacționează numai 
prin forţe invers proporționale cu pătratul distanței. Prin echilibru static 
înțelegem că toate particulele se află în repaus. Acest rezultat este făcut plau- 
zibil de figurile 9.9 şi 9.10. Ele indică liniile de valoare egală a potențialului, 
liniile echipotenţiale, în cazul a două sau patru mase egale (marcate prin 
litera M), aflate în poziţii fixe. Locul în care două echipotenţiale se intersec- 
tează este o poziție de echilibru. Cînd ne deplasăm din poziţia de echilibru, 
forţa este în direcția potențialului mai scăzut, adică a potenţialului mai ne- 
gativ. Observaţi că în cazul a două corpuri un corp de probă, deplasat în sus, 
va simţi o forţă îndreptată înapoi către punctul de echilibru, dar atunci cînd 
il deplasăm lateral forţa va fi îndreptată în sens opus revenirii la echilibru. 
Pentru ca echilibrul să fie stabil, forţa trebuie să fie îndreptată către punctul 
de echilibru, indiferent de direcția deplasării. (Vezi cap. 5 din acest volum, 
pagina 179). Forţa este invers proporţională cu distânţa între echipotenţiale 
si astfel ne-am putea aștepta ca pe măsură ce trecem de la două la patru, 


FIG. 9.9. Conturul suprafețelor echipotenţiale între două corpuri de mase egale. 


FIG. 9.10. Conturul suprafețelor echipotenţiale pentru o distribuție plană de patru corpuri 
de mase egale. Numerele sint complet arbitrare. 


la opt, la un număr foarte mare de particule pe o sferă, forța să tindă către 
zero şi chiar să fie îndreptată înapoi către centru. Dar după cum știm, sau 
cel puțin putem deduce din ecuația (9.14), forța tinde către zero și avem în 
acest caz o stare de echilibru indiferent. 


ORBITE: ECUAȚIA ȘI EXCENTRICITATEA 


Am rezolvat deja problema unui corp care descrie o orbită circulară 
într-un cîmp atractiv invers proporțional cu pătratul distanţei. Pentru o astfel 
de orbită există o anumită relație între viteză și distanță. Am dedus această 
relație în capitolul 3 (paginile 84—88). Din punct de vedere formal, expresia 


— (fo2/r)r este forța centripetă, iar semnul minus arată că ca este îndreptată 


către centrul cercului. Forţa centripetă trebuie să fie egală cu forța (C/r2)r 
[ecuaţia (9.11)' și vedem deci că nu există orbită circulară decît dacă constanta C 
este negativă, adică dacă forța este atractivă. Dacă C = — GMM3, atunci 
v = (GMJr)!?. 

Care este însă forma orbitei, în cazul general? Această problemă se nu- 
mește deseori problema lui Kepler, deoarece Kepler a descoperit că orbitele 
planetelor sînt elipse în cîmpul de forțe al Soarelui, care după cum a arătat 
ulterior Newton, este un cîmp invers proporţional cu pătratul distanţei. 
Vom trata mai întîi cazul în care originea forței este fixată la 7 = 0. Acest 
caz pare simplv din punct de vedere conceptual, dar vom arăta la pagina 31! 


că problema reală a două corpuri poate fi redusă la această situaţie. Ecuația 
de mișcare va fi așadar: 


Aa = î. 
P: 


Nu presupunem aici o mișcare circulară și lăsăm nespecificată natura forțelor 
invers proporționale cu pătratul distanței. Faptul important este însă acela 
că, dacă C este negativ, atunci forța este atractivă, iar dacă C este pozitiv, 
forță este repulsivă. L 

Ce coordonate sînt mai avantajoase? În primul rind, de cite coordonate 
avem nevoie: De trei? Nu, ci numai de două, întrucît mișcarea are loc într-un plan, 
planul este cel determinat de vectorul viteză și de vectorul de poziţie r ale 
mobilului deoarece componentele vitezei și ale forței, perpendiculare pe acest 
plan. sînt nule. Așadar această componentă a vitezei va rămîne totdeauna 
egală cu zero. Este ușor de apreciat că coordonatele polare r și 6 din figura 9.1! 
sint mai convenabile decît coordonatele carteziene x și v. Cum se va scrie 


acceleraţia în funcţie de aceste coordonate şi de versorii £ și 6! Din formula 
(2.30), rezultă: 


a = PE (+26) 6. 
7 d 


Așadar, ecuaţiile de mișcare sînt: 


M( — 782) = S: - (Mr26) = 0. 


A doua lege se integrează imediat și dă 


Mn6 = ], (9.21) 


unde / este momentul cinetic definit în capitolul 6. Înlocuind 6 din prima 
relație prin //M”? obținem: 


7 — v]2] Mi = 7 — FIIM?p = CIMA. (9.22) 


Din păcate, această ecuaţie diferenţială nu poate fi rezolvată direct, dar să 
ne reamintim că ne interesează orbite de forma r = r(0). Eliminîind atunci 
pe între ecuațiile (9.21) și (9.22), obținem: 


do dr 00 dr aa 


SR. 1 ——_—_" 


a (da) (5) bati 2(2)] oa 
d2  d02 (MR)  Meldo) Mr  Mrilade: vlad 
Nici această ecuație nu ne este: familiară, astfel încît vom încerca să o rezolvăm 
folosind schimbarea de funcție: 


9) — 
im 
e EL a 
d n d 


d? nd? 7 


d27 | dz ( dr ) | 
de 
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FIG. 91. Cowdlonatele polare, avamaţoase  F:G.9.32. Descompunerea rwezei va parti- 
pentru «lescmerea mișcării unul corp de masă “ulei în componentele rachără 5) urit hula» 
M, aflat în punctul P sub acțiunea unei forțe 
centrale exercitate de către centrul de forță 
fix O: £ şi 0 sint versorii corespunzători. 


1 
ră. Energia cinetică este E. 3 Mu? = 
ap M(2 + 2202), Energia totală este Ex 
2 
=TYI = iza ee . 
. 
Înlocuind acest rezultat în ecuaţia (9.23), sîntem conduși la: 


ia E a i 
dE2 Mîr? d62 


: a l . 
care, folosind ecuaţia (9.22) și înlocuind pe — cu %, trece în: 


P 
Pe C d? CM 
— = p= sau —— pu = — : 
M? d02  M? M d? . ă 
Am întîlnit această ecuaţie în capitolul 7, ecuaţia (7.1); soluţia ei este: 
CM 
w = A cos (0 + 0) — Ța . 


(Folosirea cosinusului în loc de sinus este mai obișnuită în acest caz.) 
Întrucît orientarea orbitei în planul (7, 9) este neesenţială, luăm O -- 0 
și obținem: 


] 
pm temeti (9.24) 


E convenabil să folosim ecuaţia energiei pentru determinarea constantei 1, 
deoarece energia totală, E. este ușor. interpretabilă în funcţie de tipul orbitei. 
Energia totală este (vezi fig. 9.12): 


Couia ai 2 
po pune e Co ui pin + Cu DN(32) ++ 
2 y 2 r 2 . d0 Y 


(9.25) 


unde pentru a obține uiuima expresie am folosit ecuaţiile (9.21) şi (9.23). 
Menţionăm că energia potențială & este pozitivă pentru o forță repulsivă 
(C pozitiv) și negativă pentru o forță atractivă (C negativ). Dacă folosim 
acum expresia (9.24) şi derivatele ei pentru a înlocui pe r şi pe A în formula 


(9.25), obținem o ecuaţie în care intervine doar .1? și cîteva constante. Rezolvînd 
în raport cu A. rezultă: 


aa [ 2ME a CM ca. i 
Y je P CM 


astfel încit forma finală a orbitei este: 


AP COS ] (9.26) 


CM 


Dacă forța este atractivă, C va fi negativ, ca în cazul gravitațional, unde 
C = —GMM,. Atunci, ecuaţia (9.26) devine: 


2», i 7e 1 
1 2 GM Ma | —[1 + ia | cat 
7 i -G2M*M? 


Ecuația (9.26) este tocmai forma polară a ecuaţiei unei conice (elipsă, 
cerc, parabolă sau hiperbolă). Vă puteți reaminti dintr-un manual de geo- 
metrie analitică sau din capitolul 2, pagina 75 că ecuaţia unei conice (curba 
care se obține prin secţionarea unei suprafețe conice printr-un plan) poate 
fi scrisă sub forma 


A == ki (1 — ecos 6). (9.27) 
Ld se 


Constanta e se numește excentricitate. Constanta s determină scala figurii. 
Cele patru tipuri de conice descrise de ecuaţia (9.27, sînt: 


hiperbola e > | 


parabola e=!l 
elipsa 0O<e<l 
cercul e=0. 


Nu este greu să se determine caracteristicile principale ale orbitei din 
valorile lui e (vezi de asementa fig. 9.13). Dacă e = 0, atunci r este cons- 
tant. Dacă 0 < e < |, mărimea razei vectoare, 7, rămîne finită, variind de la 
valoarea se'(l —e) la valoarea se/(1l+e). Dacă însă e > |, atunci vor exista 
două valori alt lui cos $ pentru care | -e cos 0 se anulează, iar r devine infi- 
nită ; obţinem in acest caz o hiperbolă. Pentru parabolă (e = 1), r tinde la 
infinit doar pentru $ tinzind la 0, iar acest lucru se întîmplă atît la valori 
negative cît şi la valori pozitive ale unghiului 0. Din ecuaţiile (9.26) şi (9.27). 


rezultă: 
2E pi 
-> ] n —— 3 E i 9.2 
- | aa A ia. 
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1 FIG. 9.13. Orbitele unor particule care au 
aceeași masă M și același moment cinetic ], 
dar energii E diferite, în raport cu centrul de 
forță fix O. Toate orbitele se intersectează în 


PşșP'. 
Ovbiia E zcenivicitatea 
Cerc e =0 
Elipsă .- — E<0 
Parabolă De ED 
| Hiperbola «e=3,E>u 


lin consideraţiile asupra energiei și din formula (9.25), observăm că, pentru 
o forţă repulsivă, C > 0, E trebuie să fie pozitivă, e va fi totdeauna mai mare 
ca |, iar orbita va fi o hiperbolă. Pe de altă parte, pentru o forță atractivă 
C < 0 (în cazul gravitațional C = — GMM,, unde pentru sistemul solar Ms 
este masa Soarelui), £ va fi pozitivă dacă energia cinetică este mai mare 
decît energia potenţială, iar energia cinetică rămîne încă pozitivă la r=o; 
E va fi negativă dacă are loc situaţia contrară, caz în care particula nu se 
va putea îndepărta niciodată la infinit. Este interesant că tipul eliptic sau 
hiperbolic al orbitei în cazul forței atractive este determinat numai de semnul 
lui E şi nu de valorile lui 7. Desigur că, pe măsură ce ] crește, la o valoare 
dată a lui 7, vor crește şi energia cinetică și energia totală E: dar, indiferent 
cît de mare este J, vor exista totdeauna orbite cu E <0. 

O metodă aproximativă, dar eficientă pentru a vă convinge că ecuația 
(9.27) poate descrie o curbă care să aibă alura unei elipse, constă în calcularea 
lui 7 pentru un domeniu de valori ale lui 0. Rezultatele pot fi trecute într-un 
grafic în coordonate polare, pe o hîrtie milimetrică specială. O astfel de hîrtie 
este liniată cu linii de unghi constant şi de rază constantă. În tabelul 9.! 


TABELUL 9.1 


0 1,00 1,00 
2% 1,06 0,94 
4% 1,23 0,81 
6% 1,50 0,67 
8% 1,83 0,55 
90* 2,00 0,30 

100* 2,17 0,46 
120” 2,30 0,40 
140* 2,77 9,36 
160* 2,94 0,34 
180* 3,00 0,33 


— 


sînt trecute calculele aproximative obținute din ecuația (9.27) pentru s= |] 


și e= Si ; dacă veţi trece aceste valori ale lui 7 în funcție de 0 pe graficul 


FIG. 9.14. Proprietăţile elipsei. Pentru orice | 

punct P de pe elipsă, suma distanțelor F,P+ 

+ F,P = const== 2a. Ecuația elipsei este. 
= _a(l—2)_ 0<ec<l. 

l—e cos „| 

Semiaxa mică este b=ap ÎI £. Aria elipsei este 


egală cu ra». 


în coordonate polare, vă veți convinge că, curba arată ca o elipsă. Faceți 
calcule asemănă decit pentru s = l, e= 2; curba obținută este o hiperbolă 

Trebuie amintită o expresie folositoare a excentricităţii elipsei, care se 
poate scrie observînd că valorile extreme ale lui r se obțin la 6 =rşi6=0: 
se obține: 


e a Im Tm . (9.29) 
Fmax Sh F min 


Alte cîteva relații sînt date în figura 9.14. 


Orbita circulară. Am pus în evidență mai sus condițiile în care se obține 
o orbită circulară. Să demonstrăm că ele implică relația e = 0. Să considerăm 
orbita circulară a unei planete de masă .V în jurul unei stele de masă >. 
Fegalînd forța centripetă cu cea gravitațională, obținem: 


Mu _ GMM, 
2 N 
Momentul cinetic este: 
] = Mw =M tuia GM, (GM:M? 
Energia totală este: 
E = Mu — GMM, SE! GMM, 
2 r 2 7 


şi astfel 


| 1 +[- GMM, Î li jo 
pr G2M2M:M 


Am observat că unii studenţi sînt înclinați să creadă că toate orbitele închise 
sînt circulare. Pentru a „simţi“ mai bine orbitele eliptice priviți tigura 9.15. 
În această figură vedem o familie de traiectorii ale unei particule atrase de 
originea O (marcată cu o cruce) cu o forță proporțională cu inversul pătra- 
tului distanței. Familia de curbe a fost astfel aleasă, încît toate traiectoriile 
să treacă printr-un punct P în care viteza să fie perpendiculară pe direcția OP. 
Diversele orbite sînt caracterizate de diverse valori ale vitezei în P. 
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IG. 9.15 'Lraneturn care trec toate prin punctul P și care sit perpendiculare pe dreapti 
DD a ae a. 
neşte prin relația vp(a) = aug. Se arată in relația (9.31) că E(a) = (2 — af 


Viteza generală v, este scrisă convențional ca: 


Vp — 


Yo 
unde zp este viteza pe orbita circulară centrată în 0, care trece prin P. Pentru 
a = 1, orbita este circulară ; pentru a < +2, orbita este o elipsă, pentru a = V2, 
orbita este o parabolă, iar pentru a > y2, orbita este o hiperbolă. [Aceste 
rezultate se obțin ușor din formula (9.31).] 
Calculind energia, se vede că tranziţia între traiectoriile închise și deschise 
apare la a = V2. În punctul P energia totală poate fi scrisă sub forma: 


PPE PE RTP PRI PPP 
2 To 2 o 2 
+ ÎL Mat De, = Eo + ET PR 1) Ma, (9.30) 
2 Yo 2 


unde Ea şi o se referă la energia și viteza pe orbita circulară, iar rp este dis- 
tanța OP. Pe orbita circulară, forța centripetă este egală cu forța gravita- 
țională: 

Mou  GMM, 

—  —————. 

7o ” 

Folosind acest rezultat, putem scrie energia pe orbita circulară sub forma: 
GMMa 


ud) 


E = Mad — = 7 Moi — Md= — 2 Mă, 


iar expresia (9.30) poate fi scrisă după cum urmează: 
E = E — (02 — 1) E = (2— 2) E, = (02 — 2)|E,|. (9.31) 


Dacă a? > 2, atunci energia totală este pozitivă și orbita este deschisă. Dacă 
ai < 2, energia totală este negativă, iar orbita este închisă: particula nu se 
poate îndepărta la distanță infinită. Dacă z? = 2, orbita este parabolică. 


Legile lui Kepler. I)escoperirea de către Kepler a faptului că orbitele 
planetelor sînt. elipse în jurul Soarelui, a fost una dintre cele mai mari des- 
coperiri experimentale din istoria științei. Împreună cu formularea legilor 
empirice ale mișcării planetelor, ea a constituit prima bază experimentală 
a legilor newtoniene ale mecanicii și a teoriei atracției gravitaționale. În 
esență, Kepler și-a enunțat cele trei legi astfel: 


I. Toate planetele se mișcă pe orbite eliptice, care au Soarele într-unul din 
focare. 

2. Raza vectoare mătură arii egale în intervale de timp egale. 

3. Pătratele perioadelor de revoluţie ale. planetelor în jurul Soarelui sînt 
proporționale cu cuburile semiaxelor mari ale traiectoriilor eliptice res- 
pective. (Această aserțiune este mai generală decit formularea originală 
a lui Kepler.) 


le-a lungul întregii noastre discuții am neglijat efectele celorlalte planete 
asupra celei luate în considerare. 

Am arătat mai sus că orbitele închise sînt eliptice. Legea a doua a lui 
Kepler a fost demonstrată în capitolul 6, ecuația (6.36), ca o simplă consecință 
a conservării momentului cinetic. 

Vom deduce acum legea a treia a lui Kepler. l)acă dS este aria măturată 
de raza vectoare în timpul d/, atunci: 

î+ SIE PR (9.32) 
di -2M 


unde / este momentul cinetic, iar M este masa. Întegrînd ecuația (9.32) 

pe perioada 7 a mișcării, obținem: 

_ 25M _ 2rabM_ 
d Y; 


S = nub este aria elipsei de semiaxă mare a și semiaxă mică P. Relaţia 2u = 
= mac F 7mi„ este o proprietate evidentă a elipsei. Folosind ecuaţia (9.27) 
avem: 


sau 7 (9.33) 


S 


se re se 2se 
l+e l—e 1—ei 


sau, împreună cu ecuaţiile (9.26) şi (9.27): 


da 


2 2 
20 = 9.34 
1l—e GM?:M, tii 
Ridicînd la pătrat expresia (9.33) și folosind pentru /* expresia (9.34), pbținem: 
2 2ah2 
me — (2mabM)_____ 4rc?ab:M | (9.35) 


ai M MM(1 — e?) GMMa(t — e?) 


Ținind seama de proprietatea excentricității e (vezi fig. 9.14) 
bi = a2(1 — e) 


formula (9.35) se reduce la: 


a 
fm SR. (9.36) 
GM, 


Puteţi verifica egalitatea (9.36) pentru o orbită circulară. 

Tabelul 9.2 dă o serie de date referitoare la orbitele planetelor mari. 
Înclinarea trecută în tabel este unghiul dintre planul orbitei planetei şi planul 
orbitei Pămîntului (ecliptica). Remarcați că orbita Pămîntului este aproape 


circulară. 
Semiaxa mare, Perioada În 
UA FI clinarea 


„ TABELUL 9.2 


Masa, în raport en 
masa Soarelui 


Excentricitatea 


Mercur 7,60 x 10% ?"00 

Venus 194 x 107 2,448 x 107% 
Pămînt 3,16 x 10: 3,003 x 10% 
Marte 5,94 x 107 3,227 x 1077 
Jupiter 3,74 x 10% 9,548 x 1074 
Saturn 9,30 x 1083 2,858 x 1074 
Uranus 2,66 x 10 4,361 x 1075 
Neptum - 5,20 x 10 5,192 x 105 
Pluton 7,82 x 10 5,519 x 102? 


* Excentricitatea variază in timp datorită perturbaţiilor produse ude celelalte planete 
Acestea sînt valorile din 1972. 


O unitate astronomică (UA) de lungime se defineşte ca semisuma dintre 
distanța cea mai mare și cea mai mică a Pămîntului față de Soare. 
1 UA = 1,495 - 101! m. 


Această unitate nu trebuie confundată cu parsecul. Un parsec este distanța 
de la care unitatea astronomică este văzută sub unghiul de o secundă. 


1 parsec = 3,084 : 1016 m. 


Distanța pînă la cea mai apropiată stea este de 1,31 parseci. Să veriticăm 
acum legea a treia a lui Kepler pentru orbita lui Uranus şi a Pămîntului. 
Cubul raportului semiaxelor mari este: 


( 19,22 


3 E] 
271,0 X 102. 


Pătratul raportului perioadelor este: 
(84,2)? = 10,9 X 10, 


ceea ce reprezintă o concordanţă foarte bună. (Pentru etectuarea calculelor 
s-a folosit riglă de calcul; studentul poate reface calculul pentru orbitele li 
Mercur și a Pămîntului.) În figura 9.16 s-a folosit o hîrtie milimetrică cu scară 
logaritmică pentru a trece perioadele și semiaxele mari ale planetelor. Pe « 


310 


Vic 46 Studiind panta acestei drepte se rede usor ce perioada 7! este proporponală cu ee 


scală logaritmică o lege de tip putere va apărea ca o linie dreaptă. Panta 
acestei drepte reprezintă exponentul puterii respective. (Dovediţi acest 
lucru.) 

Newton însuși a verificat legea a treia a lui Kepler, folosind perioadele 
de revoluţie observate ale celor patru sateliți mari ai lui Jupiter și a găsit 
un acord foarte bun cu teoria. 


Problema celor două corpuri: masa redusă. Am rezolvat pînă acum pro- 
blema unui corp care se mișcă în cîmpul generat de un corp de masă infinită 
aflat în repaus și am menționat că soluția problemei poate fi folosită și atunci 
cînd cele două corpuri au mase comparabile, adică nici una dintre mase nu 
este infinită. Vom arăta cum se face acest lucru, cu ajutorul unui nou concept. 
acela de masă redusă. 

Presupunem că nu există forțe externe, adică singurele forțe care acțio- 
nează sînt forțele de interacțiune reciprocă. Atunci, așa cum s-a arătat în 
capitolul 6, viteza centrului de masă este constantă și, printr-o transformare 
palileană corespunzătoare, o putem lua egală cu zero. (Dacă ar exista forțe 
externe, atunci centrul de masă ar fi accelerat și ar trebui să raportăm soluția 
noastră la acest punct aflat în mișcare accelerată.) Figura 9.1” arată vectorii 
folosiți: 

Mata + Mate 
Ma Ma 


Menționăm aici că forţele care acționează asupra lui M, și Me sint îndreptate 
către centrul de masă, care se află în mod necesar pe dreapta ce unește cele 
două corpuri. Întrucît analiza noastră este valabilă pentru orice forță centrală, 
vom scrie în general forţa care acționează asupra lui M, şi Me sub forma 


(na) ?, unde ryp este distanța dintre M, și Ma: 


= — Flo)? 
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FIG. 9.17. Masele M, şi My, interacționează  IIG. V. 18. Intr-un sistema tuerţial ta câtre 
prin interinediul unei forțe centrale de direc- “cutrul de masă se află în origine şi este în 
ție; r; 1, şi ra sînt vectorii de poziție ai repaus, are loc relația Mr, = — Mats: Ba 
corpurilor de mase M, şi M,, raportate la un «intre momentele cinetice ale lui M, şi M, 
sistem de coordonate inerţial cu originea in în raport cu centrul de masă este momentul 
O. În absența forțelor externe, Rem. = const cinetic total J, care rămîne constant în 
(vezi pagina 198). timpul mișcării. Remarcaţi «dliterența dintre 

semnificația lui r, şir; în raport cu figura 9,17. 


În loc să adunăm aceste două ecuaţii, ceea ce ar conduce la conservarea impul 
sului total, le vom scădea, după ce le împărțim prin masele respective: 
2 e __ 
2 n ADE 2 ae (ri E ra) = a e Fir) €. 
d£ de d£ ÎN Me 
()bservăm din figura, 9.147 căr, —r =reste vectorul de poziție al lui M, în 


raport cu M,, și că $ este versorul lui r. Întroducînd acum masa redusă pu 
prin relația: 


(9.37) 


2 
obținem ecuația ue F(ri2) f. În cazul forței gravitaționale. ecuaţia 


corespunzătoare : 
dr _ _ GMMa 73 


u—= A 4 
ua 72 (9.33) 
a fost deja rezolvată. 

Folosim ecuațiile (9.37) și (9.38) în felul următor: reamintim că r este 
vectorul de la M, la M,. Cu ajutorul ecuaţiei (9.38) putem rezolva mişcarea 
lui M, în raport cu MM, exact ca și cum Ma ar fi originea fixă a sistemului 
inerţial, însă cu deosebirea că folosim masa u în locul lui )/,. Am redus astfel 
problema celor două corpuri A, Me la problema unui — m corp de masă ui. 
Menţionăm însă că forţa din ecuaţia (9.338) nu este — E Me ! Pentru a afla 

7 
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trăiectoria în problema celor două corpuri trebuie să rezolvăm doar această 
problemă a unui singur corp. Reducerea problemei celor două corpuri la 
problema unui singur corp poate fi făcută în același fel pentru orice forță 
centrală ; masa redusă va apărea de fiecare dată. 

Cum definim acum constantele J și E pentru această mișcare a unui 
singur corp? Vom folosi figura 9.18 în care originea se află în centrul de masă, 
dar în care atragem atenţia că vectorii r, şi r2 sînt diferiți de cei din figura 
9.17. Ca şi mai înainte, r = r, — re. dardin însăși definiţia centrului de masă, 


Mn + Mara = 0 
şi ca urmare: 
Mur =— MaTa și Mn =— Mara. 
Folosind ultima relaţie calculăm momentul cinetic | faţă de centrul de masă 
(origine) : 
J =" x Mr, d Ta X Mata — (7. — Ta) x Mr — 


M Ala - L] Di 
=(m—r ——— (1 — fra) =rXpr. 
(1 2) X MM di 2) p 
unde am folosit relaţiile: 
Met, 2 Ma E Ma) în Mi Matek Mat) = 
M, + Ma M, + Ms 
DA, X 
= ——— (n — ra). 9.39 
MM, (Ti — 3) (9.39) 


( onstanta moment cinetic ] este așadar calculată presupunind că masa redusă 
se mișcă în jurul masei M, considerată fixă. 
Pentru calculul energiei E vom considera din nou centrul de masă fix şi 


vom folosi ecuaţia (9.39): 


F = E Mir + i Mata - fa — ta Sa 2(sn+ Me ir La Tr — 
2 2 2 1/2 
_GADMe 2 1 mp AM, 4 Ma )| MAE — fa) (i — 2) - GM _ 
7 „dau, DE” (M, + Ma 7 
. . . . (A XV . 7 M pi 
=— stie date (iu SETE - pit— aa (9.40) 


așadar, putem considera din nou că masa redusă se mişcă în jurul masei M>, 


considerată fixă (vezi probl. 11). 
Masa redusă este mai mică decit oricare dintre masele 1/,, Ma. Pentru 
M, = Ma = M, rezultă: 
h_.. 
- ş -— M. 
73 Lei 


Dacă M,<M,, obţinem din ecuaţia (9.37): 


M,Mg 1 | M, 
me SE n, 1 — SE). 
M, + M, (MIM) +! Ma. 
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FIG. 9.19. Niveleie energetice ale atomului de 
hidrogen atomic şi de pozitroniu. Masa redusă a 
2 Li 


hidrogenului este um] [+ aie» Pie. 


Masa redusă a pozitroniului este u = — me 


Acest fapt duce la apariţia unui factor 2 în 
nivelele energetice. 


FIG. 9.20. Graficul energie: potențiale ca 
funcție de distanța dintre cei doi atomi ai 
unei molecule. Poziţia de echilibru se află la re. 
Curba punctată reprezintă parabola corespunză- 
toare energiei potențiale pătratice date de re- 
 laţia (9.42). : 


Am dezvoltat aici fracţia în serie, reținind doar termenii de ordinul întîi în 
Mi Ma. Dacă M, este m (masa electronului), iar M, este 1, (masa protonului). 
atunci masa redusă este: 


Valoarea masei reduse este mai apropiată de valoarea masei cele mai mici. 
Diferenţa dintre u şi m se pune uşor în evidență în spectrul hidrogenului 
atomic: 

Pozitroniul este un atom hidrogenoid alcătuit dintr-un electron şi un 
pozitron în locul protonului. Pozitronul este o particulă care are masa egală 
cu cea a electronului dar sarcină pozitivă e. Pornind de la faptul că masa redusă 
a pozitroniului este aproximativ jumătate din masa redusă a hidrogenului 
atomic, ecuaţia (9.41) sugerează (ceea ce se va dovedi corect) că ar trebui 
să existe o similaritate între spectrele de linii ale hidrogenului atomic şi ale 
pozitroniului. Interacția coulombiană dintre un electron şi un pozitron are 
exact aceeași formă ca şi cea dintre un electron şi un proton. În figura 9.10 
sînt prezentate nivelele energetice ale hidregenului atomic şi pozitroniului. 
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EXEMPLU 


Vibrația unei molecule biatomice. Do: atomi legați intr-o moleculă stalilă an „ energie 
x tențială care variază pătratic cu diferența r — r, a distanței față de poziția de echihbru e, 


ia 1 MP m). ză (9.42) 
2 p 


tacă = vor, € | (vea hg 920). Forța este îndreptată de-a lungul drepte: care unește cei 
ten atomi și (dacă molecula mu are mişcare de rotaţie) ea este dată de formula. 


di 


L——— - A — a s 9.43 
rm (7 — re) (9.43) 


E = 


Această, farță descrie un oscilator armonic de constantă elastică k&. Masele atomilor sînt M, 
și Ms. Care este frecvența vibrației? 
Într-o vibraţie liberă ambii atomi se mișcă, iar centrul de masă este în repaus. Ecuația 
e mișcare este dată, evident de ecuația (9.38) unde în locul forței gravitaționale apare expresia 
19:43); 
dar 


pa he — 9. | (9.44) 


Dacă molecula nu are mișcare de rotaţie, direcția lui $ este fixă și atunci: 


dâr dir „4 
di? -- dr? 


Ş : . . A : 
„Derwvata lui 1 nv are această tormă simplă in cazul în care r ramază.! Putem res re atuncț 
ecuaţia (9.44) ca o ecuație scalară: 


dp 
” ke — ro), 


care este tocmai ecuația de mişcare a oscilatorului armonic de pulsație: 
Ry 
dle (=) Ș (9.43) 
u 


În măsurători spectroscopice se ştie că trec'ențele fundamentale de nbraţe ale mole- 
culelor de acid fluorhidric (HF) și acid clorhidric (HC1) sînt: 


wu(HE) m 7,55 - 10:4 rad/s 
(FCI) = 5,47 - 101 rad/s. 


Să comparăm aceste date cu cunstantele elastice kr şi Ancr. Masele reduse sint, in unități 
atomice de masă: 


Lu: 
iii e pi 3 uue 2 0,950 
HE 1 19 19 

1 


=—:; una x 0,973. 
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(Am folosit aic: masa atomicăarelui ma: abundent :zotop ai clorului, 35C1). Observați că 
masele reduse sint foarte apropiate, deoarece hidrogenul, care este cel mai ușor, preia cea mai 
mare parte a oscilației. 

Din ecuația (9.45) reznltă: 


& 4 ui 
E. (uod)HF să 54,0x 10 ” 


RHCI (ueoduci 29,0 x 10% 
și constanta elastică: 
kRE 2 (54x 1033) (1,66xX 10-47) = 9,0xX 102 N/m. 


Am introdus aici actorul care transiormă unitatea atomică de masă în kilograme. Este rezo. 
nabilă această valoare a constantei elastice 4? Să presupunem că molecula (al cărui diametru 
este de aproximativ 1Â = + 10-10 m) este alungită cu O,5Ă. Lucrul mecanic necesar va fi 
aproximativ egal cu cel necesar pentru disocierea moleculei în atomi de hidrogen (H) și fiuor (F). 
Din ecuația (9.42) lucrul mecanic necesar pentru îndepărtarea atomilor cu 0,SÂ este de acelaşi 
ordin de mărime cu: 


= Mr — ra =0. 10%) (0,5 - 10-10)1 e 1. 102%] 6 ev. 


Aceasta este o valoare rezonabilă pentru energia de disociere a unei molecule. În estimarea 
de mai sus am folosit forma pătratică a energiei potenţiale [ecuaţia (9.42)] în afara regiunii în 
care ea este valabilă. Dependenţa reală a energiei potențiale intermoleculare de distanță, este 
ilustrată în figura 9.20. 


PROBLEME 
1. Atrachia gravitațională exercitată de c mediatoarea unui segment omogen de 
enasă distribuită pe o linte în finită. Arătați că lungime 2L şi de masă M; originea sistemu- 
forța gravitațională care acționează asupra ui de coordonate se află la mijlocul sea- 
unui corp de masă M, situat la distanța FR mentului. 
de o distribuţie liniară infinită de densitate 
liniară constantă ș este 2G8M.. (Fiţi a- (a) Găsiţi expresia energiei potențiale «+ 
corpului de masă m dacă la «= o, 
tenți la direcția forței datorate unui ele . ag: 
ment de linie.) 
3 GMm L+ Rp) + L? 
R——— log ——— 
L x 
2. Atracția gravitațională exercitată de 
o masă distribuită pe un segment finit. Un (b) Găsiţi expresia forței gravitaționale 
corp de masă m se află la distanța x pe exercitată de către segment asupra 
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corpului de masă m. În ce direcție 
acționează această forță? 


(e) Arătaţi că rezultatul de la punctul (3) 
se reduce la Una —GMml/z pentru 
z >. 
Considerăm o sirmă subţire de lungime 
2 m şi densitate liniară 0,2 kg/m. 


(d) Care este valoarea forței gravitaționale 
exercitată de către sirmă asupra unei 
mase punctiforme m = $: 104 kg aflată 
pe direcția sirmei, la distanța de 3 m de 
centrul ei? 

R: 1,7: 10! N. 


(e) Care este energia potenţială a une: 
mase punctiforme aflată in cimpul de 
forțe al sirmei, în poziţia indicată la 
punctul (4)? 

R: — 41,6: 1015 ] 


3. Energia gravitațională a unui sis- 
iem de stele. Aflaţi energia potențială gravi- 
tațională a “unei configurații de opt stele, 
care au, fiecare dintre ele, masa Soarelui 
şi sînt situate in virfurile unui cub cu 
muchia de un parsec. (Neglijaţi energia 
proprie a fiecărei stele.) 

R: 2: 10% 


4. Tunelul care străbate Pămintul. 
Să considerăm un tunel care trece prin 
centrul Pămintului. Arătați că, dacă se 
neglijează rotația Pămîntului și frecarea. 


mișcarea unei particule 'prin acest tunel 


va fi oscilatorie armonică. Aflaţi perioada. 
Faceţi o legătură între această perioadă 
şi perioada unui satelit care se roteşte 
aproape de suprafața Pămîntului. (Notă: 
rotația Pămîntului nu schimbă caracterul 
oscilatoriu armonic al mișcării, dar perioada 
este ușor modificată. Puteți arăta acest 
lucru? În ce sens se modifică perioada?) 


35. Mișcarea în galaxie. Considerăm 
o distribuție sferică uniformă a stelelor 
in galaxia de masă totală M și de rază R,. 
O stea de masă M, aflată la distanța r < R, 


față de centru, se va mişca sub acțiunea 
unei forțe centrale a cărei mărime depinde 
de masa inclusă în sfera de rază rv. 


(a) Care este forța la distanța r? 
R: F =GM,Mr|R3 


(5) Care este viteza stelei dacă ea se mișcă 
în jurul centrului pe o orbită circulară? 


[3 
R: va (GMr/RYI 


6. Traiectoria meteovitului. |'n meteo- 
rit are viteza de 7,0: 104 m/s la periheliu, 
cind distanța lui față de Soare este 5,0- 

1010 m. Găsiți distanța și viteza la afeliu, 
precum și excentricitatea orbitei, folosini 
formulele (9.21), (9.25) și (9.28). 

R: distanţa m 5,5: l0ilm; viteza = 

= 6.3: 10 m/s; ex 0,83. 


7. Satelit terestru.  Închipuiți-vă că 
Luna nu ar avea masă, astfel încit ea nu ar 
influența orbita unui satelit. Ce viteză 
(perpendiculară pe raza vectoare) ar trebui 
să aibă un satelit aflat la 320 km deasupra 
Pămintului astfel încît la capătul opus al 
traiectoriei sale eliptice, să se afle la aceeași 
distanță cu Luna (aflată la 384000 km 
față de Pămint)? 


8. Viteza de evadare. Neglijind freca- 
rea, aflați viteza care trebuie imprimată 
unui satelit la suprafața pămintului pentru a 
ajunge (cu viteză nulă) în punctul dintre 
Pămînt şi Lună în care forța gravitațională 
datorată acestor aștri se anulează? Dacă el 
depășește acest punct, cu ce viteză va 
ajunge pe Lună? 

R: v(de evadare) = |,l: 10% m/s. 


9. Variația masei Soarelui. Ce s-ar 
intimpla cu orbita Pămîntului, presupusă 
circulară, dacă masa Soarelui s-ar reduce 
brusc la jumătate? 


10. Orbita heliului. Presupunem că pe 
nivelul energetic — 13,6 eV al hidrogenului, 
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electronul se afiă pe o orbită circulară. 
(a) Calculați momentul cinetic 
R: 1,1: 10% ]:s 


(b) Care ar fi raza și energia unui electron 
aflat pe o orbită circulară în jurul unui 
nucleu de heliu (sarcina + 2e) și avînd 
același moment cinetic? 


11. Mișcarea orbitală a stelelor duble. 
Steaua descoperită de J]. S. Plaskett este 
una, dintre cele mai masive stele cunoscute 
pînă în prezent. Ea este o stea dublă!. 
adică este formată din două stele care 
interacționează gravitațional. Din studii 
spectroscopice se ştie că. 


(a) Perioada de revoluţie a sistemului în 
jurul centrului de masă este de 14,4 zile 
(1,2 » 10% s). 


(b) Viteza fiecărei componente este de 
aproximativ 220 km/s. Întrucît ambele 
stele au aproape aceeaşi viteză (dar cu 
sensuri opuse), putem trage concluzia 
că ele sint situate la aproape aceeași 
distanță de centrul de masă și deci că 
masele lor sint aproape egale. 


(c) Orbita este aproape circulară. 


Calculați din aceste date masa redusă şi 


distanța dintre cele două stele. 
R: u 20,6: 102 kg; 
distanța s 0,8 - 101! m. 


12. Forma mării pe un Pdmint uni- 
Jorm. Un Pămînt perfect sferic este acoperit 
cu apă. Se presupune că atunci cînd Pămin- 
tul se învirtește în jurul axei sale cu viteza 
unghiulară «, suprafața mării este sferoidală 
(ca o sferă turtită). Găsiţi o expresie aproxi- 
mativă pentru diferența de adincime a 


1 O analiză serioasă a problemei ste- 
lelor duble poate fi găsită în cartea lui 
O. Struve, B. Lynds şi H. Pillans, Aszro- 
momie elementară (Elementary Astronomy) 
cap. 29, Oxford Univ. Press, New York 1959. 
Cel puţin jumătate din cele 50 de stele 
cele mai apropiate de Soare sînt stele du- 
ble sau multiple. 
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mării la pol şi ia ecuator, presupunind câ 
suprafața mării este o suprafață echipoten- 
țială. (De ce este plauzibilă această presu- 
punere?) Neglijaţi atracția gravitațională a 
mării asupra ei însăși. Indicaţie: avem 
nevoie de o expresie a energiei potențiale 
în care să intervină efectul rotației Pămîntu- 
lui. Potenţialul centrifugal a fost menționat 
în figura 6.21, 5 şi în capitolul 6, problema 13: 


1 
Ueenirif. = — sr. 


Întrucit £ a — 2 9 că: 
âr 


Foeentri. = wi 


care este tocmai forța centrifugă obișnuită 
(exercitată asupra unei mase egale cu unu). 
Reamintim că veți folosi formula pentru 
raze r foarte puțin mai mari decit raza 
Pămîntului, Ra. 

Vom pune potențialu! gravitațional 
la poi (Nord sau Sud), unde Ucemerţ7 =0, 
(deoarece r din expresia potențialului centri- 
fugal este distanța pină la axa de rotaţie), 
egal cu suma dintre potențialul gravitațional 
Și Ucemtri/. la ecuator. La pol suprafața 
liberă a mării se va afla la o distanță R,+ Dpo 
de centrul Pămîntului, în timp ce la ecuator 
ea va fi la distanța Rp + Dee. (Dpu 
şi Dec. sînt ambele mult mai mici decit Rp). 


l 


Aceasta se apropie de valoarea reală S> . 
9 


13. Calculul direct al forţei. Folosiţi 
un calcul direct pentru a arăta că formula 
(9.14) este adevărată, mai precis, considerați 
elementul diferențial de forță şi integrați. 
(Îmdicație: folosiți simetria problemei pen- 
tru a arăta că forța trebuie să fie pe direcția 
care unește pe M, cu centrul suprafeței 
sferice, astfel încît în integrală apare doar 
componenta corespunzătoare a forței.) 


14. Satelit în jurul Lunii. Găsiți 
perioada unui satelit care se mișcă în jurul 
Lunii, luînd valorile date în tabelul de la 
paginiie 435, 436, 


TEME AVANSATE 


Artificiu pentru integrarea ecuaţiei 
în îjr. 

Integrarea directă a ecuaţiei diferen- 
țiale pentru r poate fi evitată dacă se folo- 
seşte o altă constantă a mișcării: 


1 r 
x p+ — (9.46) 
Mc : Li 


= 


ande p ae Mv m impulsul, iar C este cons 
tanta din legea forței F = Cjr?. Cititorul 
poate verifica că «e este o mărime adimen- 
sională. Pentru a arăta că £ este o constantă, 
va trebui să arătăm că: 


—0. 


dt 


Kfectuâm derivarea: 


de 4 dj dp 
—-———)l— xp) +)x— 
d? MC [ dt pi + 
Y l dr 
“i La “a d: 
lar: 
d) „dp 


Și: 


Dă 


LECTURI SUPLIMENTARE 


Fizica PSSC (PSSC Physics), cap. 21 
D, C. Heath and Company, Boston, 1965. 


Curs de Fizică HPP (HPP „Project 
Physics Course“), capitolele 5—8, Holt, 


Așadar folosind formula (2.55) a dublului 
produs vectorial obținem: 


(EX vXr v (v- z)e 
+ — 
La La ca 
pîv (2 = v)r v (£ - v)r 
n n + Li 


Din definiția (9.46) a lui £, rezultă: 


1 
“e mercos0 = ——(]Jxp:r)+r 
Li GU p'r) 


sau: 
r(l — cos 0) m E — 3 
MC MC 


unde am folosit faptul că: 


Jxp:r=J:pxre—J:rxp=-—]:] 


sau: 


Ul — E (1 — e cos), 


Lă 


'care este tocmai ecuația (9.24). 


Vedem că vectorul €< are mărimea 
egală cu excentricitatea și direcția 6 = 0, 
a semiaxei mari a elipsei (sau a axei hiper- 
bolei) ; desigur « poate fi calculat, ca și 
mai înainte, din ecuația energiei. 


Rinehart and Wiuston, New York, 1970. 
Dă o bună prezentare elementară a aspec- 
telor istorice şi a mișcării planetelor. 


P. van de Kamp. Elemente de mecanică 
cerească. („Elements oi Astromechanies%). 
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W H, Freemar and Company, San Fran- 
casco, 1964. Ediţie broşată; subiecte ele- 
mentare, alese, de mecanică cerească. 


O. Struve, B. Lynds și H. Pilians, 
A stromomie elementară („Elementary Astro- 
nomy“), Oxford Univ. Press, New York, 
1959. Evidenţiază ideile principale ale fizicii 
în legătură cu l'niversul; excelentă. 


T. S$. Kuhn, Revoluția lui Copernic 


(„The  Copernican Revolution”), Vintage 
Books (ediție broșată) Random House, 


Inc., New York, 1962. 


Asociația Americană a profesorilor 
de fizică (American Association of Physics 
Teachers), retipăriri alese, Cinematica și 
dinamica orbitelovy sateliților (,„,Kinematics 
and Dynamics of Satellite Orbits”), Ameri- 
can Înstitute of Physics, New York, 19f3. 


Arthur Koestler, Cumpăna apelor, » 
biografie a lui Johannes Kepler („The Water- 
shed: A Biography of Johannes Kepler”). 
Anchor Books, Doubleday and Company, 
Inc., Garden City, N. Y., 1960. O prezentare 
fascinantă a efortului intelectual și spiritual 
al lui Kepler de a găsi o descriere corectă a 
orbitelor planetelor. 
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Viteza luminii 


Cuprins N 


c—o constantă naturală fundamentală 
Măsurători ale lui c 
Timpul în care lumina străbate orbita Pămîntului 
Aberația luminii j 
Roţi dințate și oglinzi rotitoare 
Cavitatea vezonantă 
Celula hevrr 
Viteza luminii în sisteme inerțiale aflate în mișcare relativă 
Experiențele lui Michelson și Morley 
Invarianța lui c 
Efectul Doppler 

Exemplu. Deplasarea doppleriană spre roșu 
Viteza limită 
Concluzii 
Probleme 
Lecturi suplimentare. 


c— O CONSTANTĂ NATURALĂ FUNDAMENTALĂ 


Viteza luminii ! în vid c, este una dintre constantele fundamentale ale 
fizicii. lată cîteva caracteristici ale sale: 


1. Ea este viteza tuturor undelor electromagnetice în vid, independent 
de frecvenţă. 


2. Nici un semnal nu poate fi transmis printr-un mijloc oarecare, în vid 
sau în orice alt mediu, cu o viteză mai mare decît viteza luminii, c. 


3, Viteza luminii în vid nu depinde de sistemul de referință din care este 
observată. Dacă viteza unui semnal luminos este egală într-un sistem 
galilean cu c = 2,99793 - 10% m/s, ea va avea exact aceeași valoare și 
într-un sistem galilean care se mişcă cu viteza V în raport cu primul 
(valoarea ei nu va fi c+ V sauc—V). 


4, Viteza luminii apare în ecuațiile lui Maxwell din teoria electromagne- 
tismului și în expresia forței Lorentz. Faptul este evident atunci 
cînd expresiile sînt scrise în sistemul de unități Gauss. 


5. Constanta adimensională (numită și constanta reciprocă sau constanta 
structurii fine) 


ai = 137,04 


e2 
conține și ea viteza luminii. 2ză este constanta lui Planck, iar e este 
sarcina protonului. Această constantă joacă un rolimportant în fizica 
atomică și va fi discutată în volumul 4. Nu există nici o teorie 
care să prezică valoarea constantei structurii fine. 


Acest capitol este dedicat în mod special experienţelor și rezultatelor 
experimentale. Vom discuta măsurarea vitezei luminii şi dovada experimen- 
tală a invarianţei vitezei luminii în raport cu viteza de deplasare a oricărui 
sistem de referință inerţial. Vom include în volumul 3 probiemele privind 
natura electromagnetică a luminii, precum și propagarea luminii în medii 
refractive și dispersive, ca solidele și lichide. (Un mediu refractiv este un 
mediu în care indicele de refracție, definit ca raportul dintre viteza luminii 
în vid și cea în mediu, nu este egal cu unu. (n mediu dispersiv este un mediu 
în care indicele de refracție depinde de frecvență.) 


1 Menționăm că prin viteza luminu intelegem totdeauna (cu excepția mențiunii contrare 
și explicite) viteza luminii în vid (c). Viteza luminii in orice alt mediu este mai: mică decit c 
şi poate fi chiar mai mică decit viteza de deplasare a unei: particule încărcate în același mediu 
(efectul Cerenkov). 
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MĂSURĂTORI ALE LUI c 


S-au folosit multe metode pentru determinarea vitezei luminii 1. În 
cele ce urmează vom enumera și vom schița cîteva dintre aceste metode. 


Timpul în care lumina străbate orbita Pămintului. Cu cîteva secole îna- 
inte de a fi fost experimental dovedit, se credea că viteza luminii trebuie să 
fie finită. Prima dovadă experimentală a faptului că viteza luminii este finită 
a fost făcută de către Roemer în 1676. El a observat că mișcarea lui Io, ce] 
mai apropiat satelit al lui Jupiter, nu se desfășoară conform unui calendar 
perfect regulat. Există o ușoară variaţie a perioadelor eclipselor lui Io, dato- 
rate lui Jupiter. Cînd la un anumit moment al anului (vezi fig. 10.î) ela 
prezis momentul unei eclipse ce urma să aibă loc șase luni mai tîrziu (vezi 
fig. 10.2), el a găsit o eroare de 22 minute. Roemer a postulat că această 


FIG. 10.1. Eclipsa satelitului lui Jupiter, 7, are loc atunci cînd I, observat de pe Pămînt, 
dispare în spatele lui /. Timpul real de observație p+ Pămint este decalat cu L/c din cauza 
vitezei finite de propagare a luminii. Perioada lui 7 este de aproape 42 h, 


DN 
Orbita lui Jupiter ! 


FIG. 10.2. Șase lun: mai tirziu, Pămintul a parcurs o iwmătare a orbitei sale, dar Jupiter s-a 
deplasat doar cu 15”. Eclipsa este observată acum cu o intirziere egală cu L'/c unde L' 8 L + D. 


| 
| 
] 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 

/ 


înaă 


: O excelentă trecere în revistă (în limba engleză, a măsurătorilor vitezei luminii este 
dată de către E. Bergstrand în „Handbuch der Physik”, S. Flugge (ed.), vol. 24, pag. 1l—43 
(Springer- Verlag OHG, Berlin, 1956). Valorile citate ale lui c sint cele date de Bergstrand. 
Vezi, de asemenea, ]. F. Muliigan și D. F. Mc Donald, Am. J. Phys. 25: 180 (1937). 
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diferență provine din timpul în care lumina străbate orbita Pămîntului. 
Cea mai bună evaiuare pe care a obținut-o el asupra diametrului orbitei 
terestre era 2,83 : 1011 m. şi asttel a calculat viteza luminii: 


- 1011 
e moi St = 2,14 “105 aaa, 
22 -60 


Ținînd seama de epocă, concordanța cu valoarea reală de 3,0 : 10% m/s este 
satisfăcătoare. Mișcarea de rotaţie a lui Jupiter în jurul Soarelui este mai 
lentă (12 ani) decît cea a Pămîntului (| an); astfel ceea ce apare în mod esen- 
țial în calcule este diametrul orbitei terestre, și nu diametrul orbitei lui Jupiter. 
Metoda lui Roemer nu este foarte precisă, dar ea a arătat astronomilorcă, 
pentru a găsi adevărata mișcare a planetelor sau Lunii din analiza observa- 
țiilor asupra mișcării planetelor, este necesar să se țină seama de timpul de 
propagare a semnalului luminos. 


Aberaţia luminii. În 1725 James Bradley a început o serie interesantă de 
observaţii precise ale mișcării aparente a stelei y Draconis în decursul unui an. 
El a observat că după aplicarea tuturor corecțiilor, o stea aflată la zenit pare 
a se mişca cu o perioadă de un an pe o orbită aproape circulară avînd un dia- 
metru unghiular de aproximativ 40,5”. El a observat, de asemenea, că şi 
alte stele, aflate în alte poziții au o mișcare asemănătoare — în general pe 
traiectorii eliptice. 


Fenomenul observat de Bradley se numește aberapie şi este ilustrat în 
figurile 10.3— 10.5. El nu are nimic de a face cu adevărata mișcare a stelei 
(în cazul în care ar exista vreuna), ci este numai consecința compunerii vitezei 
de propagare finite a luminii cu viteza de deplasare a Pămîntului în jurul 
Soarelui. Întrucît această experiență pune în evidenţă direct variația anuală 
a direcţiei vitezei Pămîntului în raport cu stelele, ea a fost de fapt prima 
experiență care a arătat că Soarele este un sistem inerţial mai bun decît Pă- 
mâîntul — adică, e mai bine să se considere că Pămîntul se mișcă în jurul Soa- 
relui decît invers. 


Cea mai simplă explicație a aberaţiei se află în analogia propagării lu- 
minii cu căderea picăturilor de ploaie (vezi fig. 10.6). Dacă nu bate vîntul, 
picăturile de ploaie cad vertical, iar un om aflat în repaus, cu umbrela deasupra 
capului, nu se udă. Dacă omul aleargă, ținîndu-și umbrela în aceeași poziţie, 
el se va uda pe partea din faţă a hainei. În raport cu omul în mișcare, 
picăturile nu mai cad vertical. 


= Sursă de lumină 


A 
FIG. 10.3. În 1725, Bradley a folosit fenomenul 
de aberaţie pentru a determina viteza luminii c. 
Presupunem că lumina care vine de la o sursă 
indepărtată luminează obiectul P, care are 
viteza v, perpendiculară pe direcția luminii in- 
cidente. 
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+14. 10.4. Pentru un observator de pe lâununut bita 10.5. Cunoscind viteza Pămintului 


lumina are componenta orizontală v şi cum: a AN 30 km/s), Bradley a folosit lumina 
ponenta verticală c. Astfel, raza de lumină vare vine de la o stea îndepărtată aflată la 
incidentă este înclinată sub unghiul a, unde remt, pentru a determina pe c din măsu- 
tea =uvlc. rarea lui q; tă & = vgfc, 


tiu. 106. Un exempiu familiar de aberaţie. Acest student este prins de o ploale care cave 
vertical. Atit timp cat stă nemișcat sub umbrela sa, el rămine uscat. Dar, dacă va fugi, din 
cauza ploli, se va uda. În noul său sistem 1e referință, ploaia are viteza orizontală --v, unde v 
este viteza studentului în raport cu solul. 


Cităm dintr-o descriere ! a felului în care i-a venit lui Bradley ideea expli- 
cării experienței sale: 


În cele din urmă, cind pierduse nădejdea că va fi în stare să explice fenomenele pe care 
le observase, o explicație satisfăcătoare îi apăru dintr-o dată, tocmai cind renunțase 


1 T. Thomson, Istoma Societății Regale, (History of the Royal Society), p. 346, l.ondon, 
1812. 
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a o mai căuta.! E! făcea o excursie pe Tamisa, la bordul unei corăbii cu pinze. Vasul pe 
care se afla avea un catarg, care avea în virf o giruetă. Bătea un vînt nu prea tare 
şi multă vreme excursioniștii au navigat pe rîu în sus și în jos. 

Dr. Bradley a remarcat că, ori de cite ori vasul își schimbă direcția, girueta din virful 
catargului devia puțin, ca și cum ar fi avut loc o uşoară schimbare a direcţiei vîntului 
El a observat acest fapt de trei sau patru ori fără a spune nimic; în cele din urmă 
s-a adresat marinarilor şi le-a mărturisit mirarea sa că vintul își schimbă direcția atît 


de regulat, la fiecare schimbare a direcției vasului, Marinarii i-au spus că vintul nu 
și-a schimbat direcția şi că schimbarea aparentă se datora schimbării direcției vasului 


și l-au asigurat că acest lucru se întimplă mereu. Această observaţie intimplătoare l-a 
dus la concluzia că fenomenul care l-a pus atita vreme în încurcătură se datora miş- 


„cării combinate a luminii şi Pămîntului. 


Iată explicarea aberației dată de însuși Bradley ? 


Am considerat problema în felul următor. Am presupus că C.4 (vezi fig. 10.7) esteo 
rază de lumină, care cade perpendicular pe segmentul BD; atunci, dacă ochiul se află 
în repaus în A, obiectul trebuie să apară în direcția A, indiferent dacă lumina se pro- 
pagă instantaneu sau nu. Dacă însă ochiul se mișcă de la B la 4 și lumina se propagă 
cu o viteză finită, al cărei raport față de viteza ochiului este ca CA|BA, atunci dacă 
lumina se mișcă de la C la .1 în timp ce ochiul se mișcă «de la B la A, acea particulă 
luminoasă prin care obiectul este identificat în urma întilnirii în punctul 4 cu ochiul 
în mișcare, se afla în C atunci cind ochiul era în B. Uinind punctele B şi C, am pre- 
supus că segmentul CB este un tub (inclinat față de segmentul BD cu unghiul DBC) 
prin care poate trece o singură particulă luminoasă; este atunci uşor de închipuit că 
particula de lumină din C (prin care trebuie identificat obiectul atunci cînd ochiul în 
mişcare ajunge în A) va trece prin tubul BC dacă acesta este înclinat față de BD cu 


FIG. 10.7. Diagrama vitezelor folosită de către 
Bradiey. 


1 Multe invenţii şi descoperiri au fost făcute atunci cînd, după un eşec inițial, omul 
de știință părăsise problema. Un distins matematician discută acest aspect într-o fascinantă 
și importantă cărticică: ]. Hadamard, „Un eseu asupra psihologiei invenţiei în matematică“ 
(An Essay on the Psychology of Invention in the Mathematical Field), Princeton University 
Press, Princeton N.]., 1945, retipărită la Dover Publications, Inc., New York, 1954. 

2 ]. Bradley, Phil. Trans. Roy. Soc., London, 35: 637 (1728). 


326 


unghiul DBC și dacă insoțeste ochiul în timpul mișcării sale de la B la A; și că nu 
va ajunge la ochiul plasat în spatele unui astfel de tub, dacă acesta are orice altă 
înclinare față de segmentul BD, 


Pentru o stea aflată la zenit, aberaţia maximă are loc atunci cînd viteza 
Pămîntului este perpendiculară pe direcția de observaţie. În acest caz se 
vede din figurile 10.4 și 10.5 că unghiul de înclinare al telescopului, sau abe- 
rația, este egal cu 


tga =! (10.1) 
Cc 


unde 7, este viteza Pămîntului. 

Viteza orbitală a Pămîntului în jurul Soarelui este de 3,0: 10%m;; 
viteza de rotație a Pămîntului în jurul axei sale, care este de circa 100 ori mai 
mică, poate fi neglijată. Unghiul din formula (10.1) va fi jumătate din valoarea 
diametrului unghiular de 40,5'', observat de către Bradley. Luînd a = 20” 
și calculind pe c din expresia (10.1) obținem pentru c valoarea (cu tga z a): 


care concordă bine cu valorile actuale. 


Roţi dințate și oglinzi rotitoare. Prima determinare terestră a vitezei 
luminii a fost făcută de către Fizeau în 1849. Ela găsit pentru viteza luminii 
în aer! valoarea (vezi fig. 10.8, a,d,c): 


c — (315 300 + 500) km/s. 


Pentru a determina timpul în care un puls luminos parcurge un drum 
de lungime egală cu 2 x 8633 m, el a folosit o roată dințată rotitoare ca în- 
trerupător al razei de lumină. 

Aparatul cu roată dințată a fost repede înlocuit cu o instalaţie cu oglindă 
rotitoare, care dă mai multă lumină și o focalizare mai bună. Montajul folo- 
sit în 1850 de către Foucault este prezentat în figurile 10.9, a, d, c. Cea mai 
bună valoare a vitezei luminii obținută de el cu acest aparat (1862) a fost 


c = (298 000 + 500) km/s. 


Un montaj îmbunătățit cu oglindă rotitoare a fost folosit de către Michelson 
(1927) pe o distanță de aproximativ 35,5 km între muntele Wilson și muntele 
San Antonio în California. Montajul său are sursa luminoasă într-unul dintre 
focarele lentilei și dă un fascicul paralel pe distanță mare. Ela găsit valoarea 


c = (299796 + 4) km/s. 


1 Viteza luminii în vid este cu circa 9l km/s mai mare decit în aer. 
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FIG. 10.8, (a). Aparatul cu roată dințată al lui 
Fizeau, 1849. Lumina care vine de la o sursă 
punctiformă S, este reflectată de o oglindă 
semiargintată O, și străbate roata . dințată 
R care se rotește în jurul axei X—X. Apoi 
lumina ajunge la oglinda O, şi se reîntoarce 
la observatorul O prin R şi 0,. O oglindă 
semiargintată reflectă jumătate din lumina 
incidentă și transmite cealaltă jumătate. 


Acest rezultat depășeș 
oare. (Detalii suplimentare sînt date în probl. 3.) 

Cavitatea rezonantă. Frecvenţele la care o cavitate rezonantă de dimen 
siuni date (o cutie de metal) conține un anumit număr de semilungimi de undă 
electromagnetică, pot fi determinate cu mare precizie. Viteza luminii se calcu- 
lează atunci cu ajutorul relaţiei teoretice: 


c= Av 


FIG. 10.8, (b). Pentru ca pulsul luminos 
P, avind viteza c, să fie transmis observa- 
torului, el trebuie să ajungă la oglinda O, şi 
să se reîntoarcă la roata dințată R (distanță 
totală 2L) în timpul în care un dinte ocupă 
locul în care se aflase cel anterior. Fizeau 
a determinat viteza c din lungimea L şi 
din viteza unghiulară a roții R. 


FIG. 10.8, (c). Vederea razei luminoase și 
a roții dințate R de către observatorul 
0. Rotirea lui R fragmentează raza de lumină 
care vine de la S şi O, în pulsuri scurte. 
(Lumina poate trece de la 0, la 0; doar 
dacă nu este obturată de un dinte.) 


te cu mult în precizie, toate celelalte rezultate anteri- 


(10.2) 


care leagă lungimea de undă A de frecvenţa v. De obicei în cavitate se face vid. 
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Este necesară o corecție a dimensiunilor interioare ale cavității datorată micii 
penetraţii ! a cîmpului electromagnetic în interiorul metalului. 

Folosind frecvențele de 5,96 : 10%, 9. 10% și 9,5. 10? Hz, Essen (1950) 
a obținut valoarea: 


c = (299 792,5 + 1) km/s. 


Celula Kerr. Atunci cînd lumina polarizată trece printr-o celulă Kerr 
(un lichid în care prezența cîmpului electric poate influența transmisia luminii 
polarizate), intensitatea luminii emergente, polarizate în direcţia inițială, 
poate fi modulată modificînd intensitatea cîmpului electric dintre plăci. 
Dacă se folosește aceeași frecvență pentru a modula sensibilitatea unei foto- 
celule care detectează lumina, atunci aparatul prezentat în figura 10.10 poate 
folosi la măsurarea vitezei luminii. Răspunsul detectorului D va fi maxim, 
dacă un flux luminos de intensitate maximă ajunge la D atunci cînd acesta 
are sensibilitatea maximă. Presupunînd că maximele intensității și sensibili- 
tății se ating în același timp, răspunsul maxim va apărea doar dacă timpul 


FIG. 10.9, (a). Aparatul cu oglindă rotitoare FIG. 10.9, (b). Cind oglinda Ph stă pe loc, 
al lui Foucault, (1850), constă din sursa S, raza luminoasă care vine de la 0, la R și 
oglinda semiargintată 0,, oglinda rotitoare apoi la 0, este reflectată înapoi pe același 
R ţaxa de rotaţie este perpendiculară pe drum şi detectată de către observatorul O. 
pagină) şi oglinda sferică Oa. Este desenat 

drumul razei de la S la Os. 


FIG. 10.9, (c). Cind oglinda R se rotește, 
lumina care vine de la sursa S la 0, (prin R) 
se întoarce cînd oglinda rotitoare se află 
într-o nouă poziție R'. Observatorul O vede o 
imagine deplasată pe oglinda 0,. Foucault a 
determinat viteza luminii c din lungimea £, 
din deplasarea imaginii și din viteza un- 
ghiulară a oglinzii. 


___4 Regiunea de penetrație se numeşte adincime de pătrundere. Ea este de ordinul unui 
micron (prescurtat u; lu = 10-%m), în grosimea cuprului la temperatura camerei și la frecvența 
de 10:0 Hz. Mai trebuie făcute însă și alte corecții. 
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Intensitatea luminii care vine de ha sursă 1 
în celul Kerr este staționară... 


dar lumina care iese din celula Kerr este 


9 


FIG. 10.10. O metodă modernă de determinare 
a lui c. Lumina provenită de la sursa S şi 
modulată în amplitudine în celula Kerr HK, se 
îndreaptă prin lentilele L, şi L, spre oglinda O 
și apoi spre fotodetectorul D. Sensibilitatea 
fotodetectorului şi celula Kerr sînt sincronizate 
cu ajutorul unei surse modulate de frecvență 
radio RF. 


FIG. 10.11. Măsurătorile lui c efectuate de către 
Bergstrand se bazează pe metoda „detecției 
sensibile la fază“ și este asemănătoare cu expe- 
riența descrisă în text. 


Pai n 


1 
' 
1 
] 


modulată. Timpul în care lumina parcurge 


distanța KD poate fi modificat prin mișcarea 3 


oglinzii O , oglinda O poate fi plasată 
încît 


astfel 
lumina să ajungă în D după cum va fi ilustrat. 


Dacă îndepărtăm puţin oglinda O, lumina» 
alunge mai tirziu... 


1 
dacă îndepărtăm oglinda ma: mult. lumina < 
ajunge mai tirziu... j 


dacă indepărtăm oglinda mai mult. lumina a 
ajunge mai tîrziu... 


dacă îndepărtăm oglinda mai mult. lumina, 
ajunge mai tîrziu. 


Presupunem acum că sensibiirtatea 
detectorului este modulată ca în figură... 
Detectorul răspunde doar dacă este sensibil 
şi dacă primește lumină. 

Atunci în cazul g avem acest răspuns ale: 
detectorului. 

Pentru cazul b lumina incidentă şi 
sensibilitatea detectorului sînt în fază. 


Acesta este răspunsul în cazul c. e 
In cazul d lumina incidentă şi sensibilitatea 
detectorului sint defazate cu 180”. astfel 
încît nu avem răspuns. Pr 


Acesta este răspunsul în cazul e. e 
Pe măsură ce variem în mod continuu poziția 
oglinzii O, obținem acest răspuns mediat! 
al detectorului. 

Distanţa dintre două maxime succesive ale 
acestei curbe corespunde unei variații a 
drumului luminii cu 2AL, datorită 
deplasării oglinzii O. 
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necesar luminii să parcurgă distanța de la celula Kerr K la oglinda O și înapoi 
la D, este un număr întreg de perioade ale radiofrecvenței v. Acest timp 
va fi N/y şi astfel obținem: 


unde L este distanța dela K la D. În experiența reală L este ordinul a 10 km. 
Unele detalii referitoare la această metodă sînt date în figura 10.11. 
Folosind metoda de mai sus, Bergstrand a găsit pentru c valoarea: 


c = (29993,1 + 0,3) kms. 


Remarcați că eroarea este foarte mică. Același dispozitiv este folosit (împreună 
cu o valoare etalon pentru c) pentru a determina lungimile geodezice pe dis- 
tanțe pînă la 40 km; în astfel de aplicaţii, aparatul este cunoscut sub numele 
de geodimetru. 

În ultima sută de ani, au fost făcute sute de măsurători ale lui c, cu aceste 
metode sau cu circa douăsprezece alte metode. Valoarea admisă în prezent 


este: 
c = (2,977 925 + 0,000 001) - 108 m/s. (10.3) 


Acest rezultat este o coroborare a celor mai fiabile măsurători recente făcute 
prin diferite metode, în care au fost folosite unde electromagnetice cu frecvenţe 
de la 10% Hz (unde radio) pînă la 10%? Hz (raze y). Precizia obţinută la frecvențe 
înalte nu este atît de mare ca cea obţinută la frecvenţe radio sau optice, dar 
nu există nici un motiv să credem că c variază cu frecvența radiaţiei. 


VITEZA LUMINII ÎN SISTEME INERȚIALE 
AFLATE ÎN MIȘCARE RELATIVĂ 


O aplicaţie directă a transformării galileene la problema observatorului 
în mișcare conduce la concluzia că în sistemul de referinţă al observatorului 
viteza luminii diferă de c. Într-adevăr, bunul simţ ne spune că viteza luminii 
în raport cu observatorul în mișcare, co, este: 


Co=czV (10.4) 


unde V este viteza observatorului presupus în mișcare înspre (+) şi dinspre 
(—) sursă. Acest mod de adunare a vitezelor pare perfect rezonabil şi el este 
prezentat în figurile 10.12, a şi b. Aceeaşi relație trebuie să fie valabilă și 
atunci cînd sursa și observatorul sînt în repaus, iar mediul se mișcă cu viteza V. 
Relaţia (10.4) este verificată aparent în nenumărate experiențe de zi cu 
zi, cel puţin în măsura în care nu este implicată propagarea luminii. Ea este 
valabilă, de exemplu, pentru viteza sunetului, dacă prin c înțelegem viteza 
sunetului. Dar ea nw este adevărată, nici măcar aproximativ, pentru undele 
luminoase în vid. Experiența arată (după cum se vede în figurile 10.12, 
c şi d) că: 

Co=0 (10.5) 
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FIG. 10 12 Compunerea ritezelur prezisă de w transformarea galileiană ne spune că în 
transformarea pahleiană (a. bi Şi cea obser- ustemul inerţial S' vom observa viteza 
vată de fapt in cazul luminii (c, d). u'=V-+u, 

(a) Dacă u este u viteză terestră uzuală, 

ubservată în sistemul inerţial S, 


see dotugi, experențele arată câ dac ue (d) el are tot viteza c și în sistemul S'. 
ulnect are în sistemul $ viteza c. 

pentru orice sistem de referinţă, independent de viteza lui şi de viteza relativă 
în raport cu un eventual mediu de propagare. Acest fapt dovedit stă la baza 
formulării relativiste a legilor fizice. 

Vom examina acum baza experimentală a relației (10.5). Există multe 
tipuri de experienţe care servesc la fundamentarea teoriei restrînse a relati- 
vităţii ; cele care conduc la relația (10.5) reprezintă un punct de plecare con- 
venabil. Vom considera o serie de experiențe care arată că viteza luminii 
este independentă de viteza orbitală a Pămîntului (3 : 10% m/s). 

Să presupunem mai întîi, aşa cum au făcut fizicienii din secolul trecut, 
că lumina se propagă ca o oscilație printr-un mediu la fel cum și sunetul se 
propagă ca o oscilație a atomilor dintr-un lichid, solid sau Saz. Mediul trans- 
parent prin care lumina se Deenagi în spațiu a fost numit eter. 

Ce este eterul! Astăzi eterul este doar un alt cuvînt pentru spațiul vid 
(vacuum). Dar Maxwell și mulţi alţii nu și-au putut imagina cîmpul ca o 
entitate care să se propage în spaţiu și al cărei suport să fie ea însăși. Maxwell 
argumenta astfel: 


Dar in toate aceste teorii apare în mod natural întrebarea: dacă ceva este transmis 
«le la o particulă la alta, aflată la o anumită distanță, ce devine acel ceva după cea 
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părăsit prima particulă şi pină ajunge la a doua? Dacă acest ceva este energia poten- 
țală a celor două particule, ca in teoria lui Neumann, cum ne putem oare închipui 
existenţa acestei energii intr-un punct al spațiului, care nu coincide nici cu prima parti- 
culă nici cu cealaltă? În adevăr, ori de cîte ori se transmite energie de la un corp la 
altul, trebuie să existe un mediu sau o substanţă în care se află energia după cea 
părăsit primul corp și inainte de a-l fi atins pe celălalt, pentru că, după cum remarca 
Torricelli, „energia este o chintesenţă de o natură atît de subtilă incit ea nu poate fi 
conținută în nici un “as cu excepția substanței intrinsec: a lucrurilor materiale”. Aşadar , 
toate aceste teorii sugerează conceperea unui mediu in care să aibă loc propagarea, și 
dacă, prin ipoteză, admitem existența unui astfel de mediu, cred că el trebuie să ocupe 
un loc primordial în cercetările noastre, iar noi trebuie să construim un model care să 
cuprindă toate detaliile modurilor sale de manifestare și acesta a fost scopul meu în 


acest tratat. 


O experiență directă simplă pentru găsirea unei eventuale dependențe 
a vitezei luminii de mișcarea Pămîntului, este aceea de a măsura cu precizie 
timpul în care un puls luminos parcurge o singură dată o distanță măsurată. 
Acest lucru va fi făcut separat în cele două sensuri ale direcției nord-sud și 
apoi ale direcției est-vest și apoi repetate peste şase luni, cînd viteza Pămîn- 
tului în jurul Soarelui are un sens opus. Datorită dezvoltării laserilor, dispu- 
nem de ceasuri suficient de precise pentru a efectua astfel de experiențe 
directe ; factorul tehnologic limitativ este în prezent timpul de stabilire a 
pulsului. Un timp de 10-*s introduce o eroare efectivă de 10?c=0,3m 
în lungimea drumului. Într-o astfel de experiență, ceasurile trebuie să fie 
sincronizate în același loc şi apoi separate lent către poziţiile lor finale. 

S-au făcut multe experiențe pentru verificarea relaţiei (10.4), adică pentru 
observarea curgerii eterului (vezi fig. 10.13). Nici una nu a putut pune în 
evidență o mișcarea Pămîntului prin eter; foarte importante și conceptual 
simple au fost experiențele lui Michelson și Morley ?. 


Experiențele lui Michelson și Morley. Două trenuri de unde luminoase 
provenite din aceeași sursă monocromatică pot interfera constructiv sau diă- 
tructiv într-un punct, în funcție de faza relativă a undelor în acel punct. 
Faza relativă poate fi modificată, impunînd condiția ca unul dintre trenurile 
de unde să parcurgă un drum mai lung decît celălalt. Michelson și Morley 
au construit un interferometru perfecționat, prezentat schematic în figurile 
10.14 şi 10.15, a. O rază de lumină provenită de la o sursă s este împărțită 
în două cu ajutorul unei oglinzi semi-argintate aflate în 4. Vom continua 
descrierea experienţei cu cuvintele și notaţiile celor care au efectuat-o prima 
oară *. 


Fie su (vezi fig. 10.15, a—h) o rază de lumină care este parțial reflectată și parțial trans- 
misă, fasciculele respective ub și ac fiind reflectate de oglinzile b şi c de-a lungul direc- 


1 Influența acestei experiențe asupra lui Einstein este discutată într-un articol interesant 
de către Holton, Am. ]. Phys., 37: 968 (1969). 


2 A. A. Michelson și E. W. Morley, Am. ]. Sci., 34: 333 (1887). Aceasta a fost una dintre 
cele mai remarcabile experiențe ale secolului XIN. Principial simplă, experiența a produs o 
revoluție ştiinţifică plină de consecințe. Remarcaţi că raportul dintre viteza orbitală a Pămin- 
tului şi viteza luminii este de cea 104. În fragmentul reprodus am înlocuit V cuc șivcu V; 
remarcile suplimentare sint puse între paranteze. 
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FIG. 10.13. Un aparat de precizie pentru 
experienţe optice relativiste, care foloseș- 
te laseri cu gaz. Locul în care este 
amplasat aparatul este o veche pivniță de 
vinuri în Round Hill, Mass. Experimentatori: 
sint Charles H. Townes și Ali Javan. 


FIG. 10.14. Vedere in perspectivă a apara- 
tului descris de către Michelson şi Morley 
în articolul lor din 1887, 


FIG. 10.15. (a). Interferometrul lui Michele 
son şi Morley constă din sursa de lumină s, 
oglinda semiargintată a, oglinzile b și c și 
telescopul detector d; focarul telescopului 
se află în j. 


FIG. 10.15. (c) Pentrua vedea acest lucru, 
considerăm un sistem de referință galileian 
S” care se mișcă odată cu Pământul și inter- 
ferometrul. S este sistemul de referință 
galileian aflat în repaus față de eter. 


FIG. 10.15. (b) Dacă interferometrul nu se 
mișcă în raport cu eterul, în d va apărea o 
figură de interferență datorată diferenței 
de drum dintre fasciculele aba şi aca. Dacă 
aparatul (și Pămintul) au viteza V în raport 
cu eterul ipotetic, ne așteptăm ca figura de 
interferență din d să se schimbe, deoarece 
timpii necesari parcurgerii distanțelor aba, 
aca, s-au modificat cu cantităţi diferite. 


FIG. 10.13. (4) Conform transformării ga- 
lleiene, lumina care se mişcă către dreapta 
are, în sistemul S”, viteza c—V; lumina 
care se mișcă către stinga are, în sistemul 
S', viteza c + V. 


țiilor ba și ca. Fasciculul ba este parțial transmis de-a lungul lui ad, iar ca este parțial 
reflectat în același sens. Dacă drumurile ab și ac sint egale, cele două raze interferă 
de-a lungul lui ad. Să presupunem acum, că eterul fiind în repaus, întregul aparat se 
mişcă în direcția sc cu viteza orbitală a Pămintului; direcțiile razelor şi distanțele par- 
curse de ele se 'zor molifica astfel: — raza sa va fi reflectată de-a lungul lui ab' (ca 


in fig. 10.15,f]; ea se va intoarce de-a lungul Im b'a', (unghiul 2a fiind dublul unghiului 


de aberaţie), și va intra in focarul telescopului a cărui direcție este nemodificată. Raza 
transmisă are direcția ac', se intoarce în direcția c'a' ca în fig. 10.15, e] și este reflectată 
in a' făcind unghiul c'a'' |neindicat în figură] egal cu 90” — a, şi coincizind așadar cu 
prima rază. Trebuie remarcat că razele b'a' şi c'a' nu se mai întîlnesc exact în același 
punct a', deși drumurile lor diferă abia in ordinul doi; acest fapt nu impietează asupra 


raționamentului. Să calculăm acum diferentu chntre drumurile ab'a' și ac'a”. 


FIG. 10.15. (e). Aşadar timpul uecesar 
parcurgerii distanței de ia a la c' și înapoi 
la a' este: 


(ac”) (ac”) 
e-—vV c+V 


unde (ac) este distanța dintre a şi c' 


At(ac'a') = 


p=%r + (ah)? 


E (ab) 
i 05 a ie ? 


Fide 10.15. (p) Atţab'a') =20'= 2ab/gc — VW? 
Pină la termeni de ordinul V1/câ, acest timp 


2ab ! o Va 
055| + ja | ee - 
este egal cu i al ă 


FIG, 10.15. (f). Careeste timpul Af(ab'a')=27 
nevesar parcurgerii distanței de la a la b' 
şi inapoi la a'? În sistemul de referință ga- 
hleian S aflat în repaus în raport cu eterul, 
interferometrul are viteza V îndreptată 
spre dreapta; viteza luminii este c. 


FIG. 10.15 (4). Astfel, chiar dacă (ab) =: (acy, 
transformarea, galileiană prezice o deplasare 
a figurii de interferență, dacă interferome- 
trul îşi schimbă viteza în raport cu eterul. 
Nu a fost observată însă nici o modificare. 
În figură, aparatul este rotit cu 90” în 
vederea repetării experienței în cazul în care 
mișcarea Pămîntului este paralelă cu (ab), 


în loc de (ac). 
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Fie c = viteza luminii 
V = viteza orbitală a Pămintului 
D == distanţa ab sau ac 
T = timpul în care lumina parcurge distanța ac' 
T* = timpul în care lumina parcurge distanţa c'a'. 


Atunci: 


Timpul total este: 


( 
T+ Ta 2D— 
hi Dea 


iar distanța parcursă în acest timp, neglijind termenii de ordin patru, este: 
ca 


pa e 2b[i+ a 
ca-s a 


Lungimea celuilalt drum este evident egală cu: 2p JE 32 E 
Cc 


A . . a. V 
sau, lucrînd consecvent cu aceeași precizie: 2D|! + mel 
c 


E pa 
Diferența dintre cele două drumuri este așadar: D 
[2 


Dacă acum se roteşte întregul aparat cu 90“, diferenţa va fi în sens opus, deci deplasarea 
franjelor va fi 2D (V2/c2). Ţinind seama numai de viteza orbitală a Pămîntului, această de- 
plasare va fi egală cu 2D : 108. Dacă D = 2: 10% lungimi de undă de lumină galbenă, 
așa cum s-a întîmplat în prima experiență, deplasarea eventuală ar trebui să fie egală 
cu 0,04 din interfranjă. 

În primele experiențe, una dintre dificultățile principale a fost aceea de a roti 
aparatul fără a produce distorsiuni; alta, a fost legată de extrema sensibilitate la vibrații. 
Această sensibilitate era atit de mare încit atunci cînd se lucra în oraş, chiar ia ora două 
dimineața, era imposibil să se observe franjele de interferență pe intervale de timp mai 
lungi. În sfirșit, după cum s-a remarcat, mărimea care trebuia observată, și anume o 
deplasare mai mică decît 1/20 din interiranjă, era prea mică pentru a putea fi observată 


fără erori experimentale mari. 
Cînd s-a repetat experiența, prima dificultate a fost complet depășită prin mon- 


tarea aparatului pe un bloc masiv de piatră, care plutea în mercur; cea de-a doua 
dificultate a fost inlăturată prin creşterea de circa zece ori, cu ajutorul reflexiilor repe- 


tate, a drumului parcurs de lumină. 
FIG. 10.16. „Rezultatele observaţiilor sînt tre- 
cute pe un grafic (în figură). Curba de sus repre- 
antă observaţiile făcute ziua, iar cea de jos, pe 
«ele făcute noaptea. Curbele punctate repre- 
zintă o optime din deplasările teoretice. Din fi- 
| gură rezultă în mod clar că, dacă există o depla- 
| sare datorată mișcării relative a Pămîntului față 
de eter, aceasta nu depășește 0,01 din inter- 
| iranjă“. [A. A. Micheison and E. W. Morley, 
Am. J]. Sci., 34: 333 (1887).] Pe ordonată s-a 
notat deplasarea franjelor ; pe abscisă s-a trecut 
urientarea iînterferometrului în raport cu axa 
est-vest, 


iai Ţinind seama ca și mai sus numai de mișcarea orbitală a Pămintului ar rezulta 
o deplasare egală cu: 


Distanţa D era de aproximativ !l m, sau 2: 107 lungimi de undă ale luminii galbene; 
deplasarea ar fi trebuit deci să fie cam 0,4 din interfranjă [dacă Pămintul s-ar fi deplasat 
iață de eter). Deplasarea reală a fost în mod sigur de douăzeci de ori mai mică decit 
aceasta şi probabil mai mică decit a patruzecea parte (vezi fig. 10.16). Dar intrucit 
deplasarea este proporțională cu pătratul vitezei, viteza relativă a Pămîntului față de 
eter este probabil mai mică decit o șesime a vitezei orbitale și cu siguranță mai mică 
decit o pătrime. 


Experiențele lui Michelson și Morley nu au confirmat rezultatele scontate 
de ei, pe baza transformărilor galileene. De atunci, în decurs de 80 de ani, 
experiențele au fost reluate (cu mici modificări) cu diferite lungimi de undă, 
cu lumină provenită de la stele, cu fascicule monocromatice extrem de înguste 
date de laserii moderni, la mari înălțimi, sub pămînt, pe diferite continente 
și în diferite anotimpuri. Putem afirma că variația lui c (datorită deplasării 
eterului), este nulă cu o precizie foarte mare: vitezele luminii în sensul de curgere 
a eterului și în sens contrar diferă între ele prin mai puțin de 10 m/s, adică 
prin a mia parte din viteza orbitală a Pămîntului în jurul Soarelui. 


Invarianța lui c. Rezultatul negativ al experienței lui Michelson și 
Morley sugerează că efectele eterului nu pot fi puse în evidență. De asemenea, 
el sugerează că viteza luminii este independentă de mișcarea sursei și a obser- 
vatorului. Dovada experimentală a ultimei afirmații este foarte bună, dar 
ea poate fi încă îmbunătățită. Cercetările lui Sadeh citate în capitolul ti 
arată că viteza razelor + este constantă cu o eroare de + 10%, independent 


de viteza sursei, pentru viteze ale sursei de ordinul — c. Tin toate aceste expe- 
2 


riențe deducem că un front luminos sferic emis de o sursă punctuală într-un 
sistem de referință inerhal își va menține forma sferică pentru un observator 
situat în orice sistem de veferință inerţial. 


Am menţionat într-un paragraf anterior că viteza undelor electromagnetice 
este independentă de frecvență pe domeniul de frecvențe 10%—1022 Hz. 
Măsurători precise arată, de asemenea, independența lui c de intensitatea luminii 
și de prezența altor cîmpuri electrice și magnetice. Discuţia noastră s-a limi- 
tat însă numai la propagarea undelor electromagnetice în vid. 


EFECTUL DOPPLER 


Efectul Doppler sau deplasarea I)oppler, dă legătura dintre frecvența 
măsurată a undei și vitezele relative ale sursei, mediului și observatorului. 
În ceea ce privește sunetul, efectul este cunoscut oricărei persoane care a auzit 
un automobil apropiindu-se și apoi depărtîndu-se, sau acelor persoane „mai 
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in vîrstă“ care stînd pe o platformă de cale ferată, au ascultat șuieratul unui 
tren care trecea prin față. Cînd sursa se apropie, numărul de unde emise într-o 
secundă + ajunge la observator în mai puţin de o secundă, deoarece atunci 
cînd este >misă ultima undă sursa se află mai aproape decît atunci cînd este 
emisă prima undă. Ca urmare, frecvența crește. Reciproc, atunci cînd sursa 
se îndepărtează, frecvența scade. Un argument similar se aplică și în cazul 
sursei tixe și observatorului mobil. Pentru sunet se obține relaţia: 


cau RE, (10.6) 

L —9/V 
unde |” este viteza sunetului în mediul respectiv, de exemplu, aer, aflat în 
repaus, v, este viteza sursei, considerată pozitivă atunci cînd este îndreptată 
către observator, v, este viteza observatorului, considerată pozitivă atunci 
cînd este îndreptată către sursă, v, este frecvența sursei măsurată de către 
un observator în repaus față de sursă, iar v, este frecvența măsurată de către 
observator. 


Remarcați că dacă v, < V (luăm v, = 0), atunci: 


.. [| ” “ (10.7) 
și 
teze a 20, 4. (10.8) 
V, NY) V 


În cazul luminii, au loc efecte asemănătoare, deşi apar şi diferențe esen- 
țiale. În analiza și explicarea efectului Doppler pentru sunet, trebuie să luăm 
în considerare mediul în care se propagă undele sonore, precum și mișcarea 
sursei și observatorului în raport cu mediul. În cazul luminii, efectul Doppler 
nu trebue înțeles în același fel, deoarece experiența lui Michelson și Morley 
interzice luarea în considerare a unui mediu (adică a eterului). Efectul Doppler 
furnizează citeva verificări interesante ale teoriei restrînse a relativităţii și 
de asemenea cîteva rezultate importante pentru astronomie, în special. Vom 
trata în mod corect efectul Doppler pentru lumină în capitolul 11. 


EXEMPLU 


Deplasarea doppleriană spre roșu. Analiza spectrografică a luminii primite de la galaxule 
îndepărtate indică deplasarea spre capătul roşu (de joasă frec'rență) al spectrului, a anumitor 
linii spectrale importante, identificate in studiile de spectroscopie. Această deplasare poate fi 
interpretată ca o deplasare doppleriană cauzată de viteza de îndepărtare a sursei. Se mat 
ştie că vitezele calculate din aceste deplasări Doppler sint direct proporționale cu distanţele 
de la Pămint la surse, determinate prin alte metode. 

Acest fapt observat este ieșit din comun şi foarte incitant. Cea mai simplă explicare 
nerelativistă a relației dintre distanță și viteză este cunoscută sub numele de teoria „big-bang', 
conform căreia Universul s-a format in urma unei explozii produse cu aproximativ 10! ani 
in urmă. Regiunile cele mai îndepărtate ale Universului sint umplute cu acele produse ale 
exploziei inițiale care au viteza cea mai mare. Deci cu cit este mai mare viteza radială a mate- 
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FIG. 10.17. Efectul Doppler, observat îri lumina | 
care vine de la stelele îndepărtate, arată că | 
galaxiile se îndepărtează de noi cu o viteză pro- | 
porțională cu distanța pînă la Pămint. Galaxiile 

1 şi 2aflatela distanţele r, şi ra față de Pămint | 
(distanțe măsurate prin alte metode) au vitezele 
de îndepărtare v, şi v (măsurate cu ajutorul 
defectului Doppler). 


riei (față de noi), cu atît ea este mai indepărtată și cu atit mai mare este deplasarea spre 
roșu. Există și explicații mai sofisticate ale deplasării spre roșu. Nici una dintre ele nu este 
demonstrată (vezi fig. 10.17). 

O pereche de linii de absorbţie din spectrul potasiului care pot fi ușor recunoscute (liniile 
IN și H) apar cu mare intensitate în spectrele multor stele. În laboratoarele de pe Pămint 
aceste linii apar în jurul lungimii de undă de 3950 Al. Presupunem că un observator aflat 
'm sistemul de referință al unei stele, ar măsura aceeași lungime de undă. În lumina care 
rine de la o nebuloasă din constelația Bostes, obserzăm aceste linii la o lungime de undă 
ie 4 470 A, adică ele sint deplasate spre roșu cu 1170 —3 950 = 520 A. Aceasta dă o depla- 
sare relativă de: 


A SE A = 0,13 
A 3 950 


-)bservăm că, folosind formula (10.8) cu 1” egal cu c (ceea ce va fi justificat în cap. Il), şi 
diferențiind 2 v = c/A cu c constant, obținem: 


AN Me. (10.9) 
i) Ă "A c 


Deducem din relaţiile (10.8) și (10.9) că nebuloasa se îndepărtează de noi cu o viteză rela- 
tizză |v| 2 0,13c, ceea ce reprezintă o viteză foarte mare. Pentru viteze si mai mari trebuie 
să folosim pentru deplasarea Doppler o relaţie sau alta, modificată corespunzător modelelor 
relativiste adoptate pentru Univers 3. De asemenea, expresiile aproximative din relațiile (10.8) 
şi (10.9) valabile pentru sunet sau pentru lumină la viteze de deplasare mici in comparaţie cu 
“riteza sunetului sau a luminii, trebuie inlocuite cu expresiile corecte pentru lumină. 
Observaţii asemănătoare asupra unui număr mare de galaxii, coroborate cu estimări 
independente ale distanțelor lor, duc la următorul rezultat uimitor: viteza relativă a unei galaxii 
aflate la distanța r de noi poate fi scrisă sub forma: 3 


V'= a (10.10) 


1 1 angstrom = 1010%m = IA. 

2 Reţineţi următorul artificiu de calcul. Presupunem că y = Aa" cu A, n constante și 
“rrem să calculăm expresia dy/y in funcție die dz. Logaritmăm in ambn membri și obținem 
in y = În A+ nln ă. Diferențţiind în ambii membri, rezultă dy/v = n d/x. Am folosit aici 
relația dinz/dz = 1/x. 

3 Vezi G.C.McVitties, Physics Today, p. 70 (lulie 1964). 


Spectrul în sistemu! de re- 
ferință al laboratoru ui 


Steaua se aprcpie 
Steaua se îndepărtează 


Spectrul în sistemul de re- 
ferintă al laboratorului 


FIG. 10.18. Două spectrograme (luate la momente diferite) ale stelei duble « Geminorum. 
Numai! una dintre cele două stele ale sistemului emite suficientă lumină pentru a fi observată, 
Remarcați că in raport cu liniile din sistemul de referință al laboratorului, liniile spectrale ale 
stelei sint deplasate în direcții diferite, corespunzătoare celor două faze de mișcare a stelei. 
Într-o fază, steaua se mișcă către Pămint și frec'rența luminii crește, iar în cealaltă, steaua se 
îndepărtează de Pămînt şi frec'rența descrește. (Fotografie efectuată la Observatorul Lică. . 


unde constanta a a fost determinată in mod empiric: x *. 1,6: 10718 si, (Estimarea distanțelor 
galactice este un subiect complex pentru care trebuie consultat un manual de astronomie.i 
Inversul lui « are dimensiuni de timp: 


- 


— 2 6: 10'7 sa 2 + 1010 ani. (10.11) 


R 


Acesta este intervalul de timp, scurs de la „big-bang"'-ul originar, timp în care steaua a parcurs 
distanța la care ea se află în prezent. Înmulțind pe l/x cu c, obținem o lungime: 


ms (3 108)(6- 1017) 2 2. 10% m. (10.12) 
bă 


Timpul din expresia (10.11) desemnează aproximativ vîrsta Universului; lungimea din formula 
(10.12) desemnează raza Universului. Semnificaţia reală a acestor mărimi nu este încă cunos- 
cută, deşi s-au propus mai multe modele cosmologice pentru a explica aceste relații. 


VITEZA LIMITĂ 


Am văzut că undele electromagnetice se propagă în vid cu viteza c. Poate 
fi depășită viteza limită c? 

Să considerăm mișcarea particulelor încărcate într-un accelerator. Pot 
fi accelerate particule la viteze mai mari decît c? N-am întîlnit pînă acum 
nicăieri un principiu care să interzică în mod explicit posibilitatea accelerării 
particulelor încărcate la viteze oricît de mari (vezi fig. 10.19). 

Următoarea experienţă ! ilustrează afirmaţia că o particulă nu poate fi 
accelerată la viteze mai mari decît c. Pulsurile de electroni sînt accelerate intr-un 
accelerator Van de Graaff de cîmpuri electrostatice din ce în ce mai mari, 
după care electronii se deplasează cu viteză constantă printr-o regiune fără 
cîmp. Timpul de zbor de-a lungul unei distanțe .1 B date este măsurat direct 
(și o dată cu el și viteza), iar energia cinetică (care se transformă în căldură 


1 Experiența a fost făcută de către W. Hertozzi în legătură cu filmul PSSC „Viteza 
limită” (The Ultimate Speed). Descrierea noastră provine direct din capitolul A-3 al Suph. 
mentului de Teme Avansate PSSC. Vezi și Am. ]. Phys. 32: 551 (1964). 
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FIG. 10.19. Schema generală a experienyvi de determinare a vitezei limită. Electronii sînt 
accelerați în partea stingă, intr-un cimp uniform, şi, cu ajutorul unui osciloscop, li se măsoară 
timpul de zbor între A și B. 


prin ciocnirea cu o țintă situată la extremitatea traiectoriei) se ntăsoară cu 
ajutorul unui termocuplu calibrat. 

Potenţialul de accelerare V este binecunoscut în această experiență. 
Energia cinetică a unui electron este: 


E, =eEL=eV 


unde L este distanța pe care are loc accelerarea, iar V = EL este diterența 
de potenţial între capetele drumului de accelerare. Dacă V = 106 V,atunci, 
după accelerare, un electron va avea energia de 1 + 106eV (1 MeV) sau de: 


(1,6 - 10-19) (10%) = 1,6: 10% ]. 


Dacă prin fascicul trec N electroni pe secundă, puterea cedată țintei de alu- 
miniu va fi de 1,60 : 10-'2 N W. Acgasta concordă perfect cu determinările 
directe, date de termocuplu, ale puterii absorbite de țintă. Rezultatul confirmă 
faptul că electronii cedează sursei energia cinetică acumulată de ei în timpul 
accelerării. Pe baza mecanicii nerelativiste ne așteptăm ca: 


E = mă, (10.13) 


astfel încît graficul lui 7? ca funcție de E, să fie o linie dreaptă. Cu toate 
acestea, pentru energii mai mari ca 10%eV, relația liniară dintre? și E, 
nu mai este verificată experimental. La energii mari, viteza observată se 
apropie de valoarea limită 3: 10%m/s. Așadar, atunci cînd se compară 
viteza măsurată cu viteza calculată din relația (10.13) se găsește o valoare 
mai mică decît cea prezisă teoretic. În adevăr, graficul lui +2 ca funcție de 
E. se curbează așa cum este ilustrat în figura 10.20, apropiindu-se asimptotic 
de valoarea 9 : 1015 m?/s?. Rezultatele experimentale pot fi rezumate astfel: 
deși electronii absorb energia respectivă din cîmpul de accelerare, viteza lor 
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FIG. 10.20. Graficul lui +? în funcție de 
energia cinetică.  Cerculețele reprezintă 
valorile experimentale. 


nu crește indefinit. Singura posibili- 
tate dea înțelege acest fapt este aceea 
de a presupune că, în relația (10.13), 
masa m nu este constantă, atunci 
cînd energia cinetică E, crește. Ne 
vom ocupa în amănunt de această 
problemă în capitolul 12. Multe 
alte experiențe sugerează, ca și 
aceasta, că c este limita superioară a vitezelor particulelor. Astăzi credem 
cu tărie că c este viteza maximă atît a particulelor cît și a undelor 


electromagnetice: c este viteza limită. 


Concluzii 


Sîntem pregătiți acum să studiem în capitolul 11 relativitatea restrînsă cunos- 
cînd din experienţă că: 


1. Viteza c este invariantă în raport cu sistemele de referință inerțiale, 
adică cu acele sisteme câre se mișcă cu viteză constantă unele în raport 
cu altele. 

2. c este viteza maximă cu care poate fi transmisă energia. 

3. Viteza absolută a unui sistem de referință nu are sens. Numai vitezele 
relative pot fi determinate experimental. 

4. Transformările galileene nu pot furniza explicații satisfăcătoare ale 
fenomenelor în care apar viteze foarte mari. 

5. Formula newtoniană a energiei cinetice, de my, nu mai este valabilă 
atunci cînd v tinde spre c. 2 


Am trecut în revistă doar o mică parte a experiențelor care fundamentează 
teoria restrînsă a relativității, care astăzi este o teorie solid întemeiată. Fizi- 
cienii se bizuie pe această teorie la fel de mult ca pe orice altă parte a fizicii 
clasice. Ne vom strădui, în cele ce urmează, să o formulăm precis și să înțelegem 
cîteva dintre consecințele ei importante. 


PROBLEME 


1. Deplasarea Doppler. Un cosmonaut 
vrea să măsoare viteza cu care se apropie 
de Lună. Pentru aceasta, el trimite un semnal 
radio cu frecvenţa de v — 5000 MHz și îi 
compară frecvența cu aceea a ecoului său, 
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observind o diferență de 86 kHz. Calculaţi 
viteza rachetei în raport cu Luna (Expresia 
nerelativistă pentru deplasarea Doppler este 
în multe cazuri suficient de precisă.) 

R: 2,6: 102 m/s. 


2. Deplasarea doppleriană spre roșu. 

O linie spectrală care este observată în 

laborator la 5000 A, apare la 5200 A în 

spectrul luminii care vine de la o galaxie 
îndepărtată. 

(a) Care este viteza de îndepărtare a gala- 

xiei? 
R: 1,2: 107 mjs. 


b) Cit de departe se află galaxia? 
R: 8: 102 m. 


3. Viteza luminii. În celebra expe- 
riență a lui Michelson de măsurare a vitezei 
luminii, o prismă octogonală reflectătoare 
aflată în rotație in jurul axei sale, reflectă 
o rază de lumină primită de la o sursă 
indepărtată către un observator aflat lingă 
sursă. Timpul necesar luminii pentrua par- 
curge acest drum era o optime din perioa- 
da de rotație a prismei. Distanţa dintre 
sursă și oglindă era L — (35,410-4+0,003) km, 
iar frecvența de rotație a prismei v = 529 
Hz, cu o precizie de 3: 105 Hz. 

(a) Calculaţi viteza luminii din aceste date. 
(Trebuie făcută și o corecție de ordinul 
a 105 din cauza efectelor atmosferice.) 

(b) Unghiul dintre două fețe adiacente ale 
prismei octogonale era 135" + 0,1“. Esti- 
mați precizia globală a rezultatului 
măsurării lui c. 


4. Eclipsele lui Io. Satelitul lui Jupiter, 
lo, se mişcă pe o orbită de rază 4,21. 10% m, 
avind o perioadă medie de 42,5 h. Roemer 
a observat că perioada varia, în mod regulat 
în decursul unui an, cu o perioadă de vari- 
ație de aproximativ un an. Deviaţia maximă 
a perioadei de la valoarea medie era de 
15 s și apărea la intervale de timp ce se 
succedau la aproximativ șase luni. Neglijaţi 

mișcarea orbitală a lui Jupiter. 
(a) Estimați distanța pe care Pămintul o 
parcurge în timpul unei rotații complete 

a lui Io în jurul lui Jupiter. 
R: 4,5: 109 m. 
(5) Cind apare perioada lui lo ca fiind 

maximă? 
(c) Folosiţi rezultatele de mai sus şi datele 
furnizate pentru determinarea vitezei 
" luminii. 

(d) Estimaţi intirzierea acumulată în cursul 
celor șase luni ce urmează momentului 


Li 


de întirziere nulă, cînd Pămintul este în 
poziţia cea mai apropiată de Jupiter. 


5. Paralaza stelelor și aberaţia. Para- 
laxa stelelor a fost prevăzută de Aristarh 
din Samos (aprox. 200 î.e.n.) şi a fost 
observată de Bessel abia în 1838. O încercare 
lipsită de succes a fost făcută de Bradley, 
care a descoperit, în schimb, aberaţia 
stelelor. În decursul unui an, poziția apa- 
rentă a stelei se deplasează, datorită abe- 
rației, între două poziţii extreme situate la 
circa 40” de arc. 

a) Care ar fi, in parseci, distanța pînă la o 
stea cu paralaxa de 20”? Cea mai 
apropiată stea cunoscută este a Cen- 
tauri aflată la distanță de 1,3 parseci. 

R: 0,05 parseci. 
Arătați că mişcarea aparentă anuală 
datorată aberaţiei a unei stele situate 
lingă ecliptică are loc pe coarda unui 
arc de 40“. Ecliptica este planul orbitei 
terestre. 


(b 


— 


6. Rotaţia galaxiilor. În 1916, inainte 
de a fi fost cunoscute marile distanțe la 
care se ailă nebuloasele (galaxiile), s-a des- 
coperit că spirala M 101 se rotește ca un 
corp rigid cu o perioadă de 85000 ani. 
Diametrul unghiular observat este de 22". 
Calculați distanța maximă la care se poate 
afla nebuloasa dacă perioada dată mai sus 
este exactă și presupunind că extremitățile ” 
nebuloasei nu se pot mișca cu viteze mai 
mari decit c. (Măsurători recente efectuate 
asupra stelelor din M 101 o situează la o 
distanță de 8,5: 1022 m. Este clar că peri- 
oada de rotaţie găsită în 1916 a fost sub- 
estimată.) 


7. Stele variabile. Telescopul de 3 m 
diametru de la Mount Palomar poate 
distinge stele individuale din galaxii aflate 
la distanţe pini la 3.10% m. O metodă 
de măsurare a distantelor de acest 
ordin de mărime implică observarea 
perioadelor de luminozitate ale unor stele 
variabile de tipul Cefeidelor. O stea de 
tipul Cefeidelor este o stea instabilă din 
punct de vedere gravitațional, în care au 
loc pulsații periodice in decursul cărora 
raza stelei poate varia cu 5— 10%. Perioara 
unei Cefeide este legată de luminozitatea 
sa medie. Temperatura unei stele variază 
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cu aceeaşi perioadă ca și raza, astfel încît 

se observă variaţii periodice ale strălucirii. 

S-au găsit şi perioade de cîteva ore. În 

galaxia noastră o Ceieidă de 2.104 ori 

mai luminoasă decit Soarele, are o perioa- 
dă de 30 zile. 

(a) Estimaţi din relația distanță —viteză 
[ecuaţia (10.10)], viteza radială a unei 
galaxii aflate la distanța de 3: 10% m. 

5) Care ne așteptăm să fie perioada acestei 
Cefeide intr-o galaxie aflată la distanța 
de mai sus? 

R: 50,08 zile. 


8. Nove. Se vede uneori explozia 
unei stele, însoțită de aruncarea cu mare 
viteză a straturilor sale exterioare. O astiel 
de stea se numește novd. S-a observat cu 
ochiul liber că după explozie o novă recentă 
este înconjurată de un înveliş. Diametrul 
unghiular al învelișului crește cu 0,3'/an. 
Spectrul novei este un spectru stelar normal 
peste care se suprapun linii de emisie lărgite, 
ale căror semilărgimi (măsurate în lungimi 
de undă) rămîn mereu egale cu 10 A (în 
jurul lungimii de undă de 5000 A), deși 
intensitatea liniilor scade. Lărgimea este 
interpretată ca o măsură a deplasării 
Doppler între părțile învelișului care se 
apropie de noi și cele care se îndepărtează 
de noi. Estimaţi distanța pînă la novă 
dacă învelișul este optic transparent (astfel 
încît primim tot atita lumină de la emisfera, 
îndepărtată cit şi de la cea apropiată). 

R 1,3 - 1015ra. 


9. Viteza galaxiilor. Vitezele radiale 
măsurate ale galaxiilor în raport cu Pămintul 
nu sînt izotrop distribuite pe sfera cerească, 
Anizotropia rezultă din mișcarea orbitală a 
Soarelui în jurul centrului galaxiei noastre 
și din mișcarea galaxiei noastre în raport 
cu un reper extragalactic considerat în 
repaus. Să examinăm toate galaxiile aflate 
la o anumită distanță, să spunem 3,26: 10: 
ani lumină. 

(a) Care este viteza radială medie a acestor 
galaxii? 

R: viteza medie a galaxiilor calculată 

din relația viteză-distanță este de 

494 km/s. 
(b) Unde va fi localizată în medie, în spec- 
trele acestor galaxii, linia Ha a hidro- 
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genului? (În 
1U-7m) 
R: linia Ha se va afla in medie la 
6,574 - 107 m. 

Pentru mulțimea galaxiilor considerate, 
găsim că într-un anumit sens vitezele sint 
cu 300 km/s mai mari decit media, iar în 
sens opus ele sint mult mai mici. 
(c)Care este viteza Soarelui în acest sistem 
de referință? 


laborator, Ana = 6,563- 


R: 300 km/s. 


(d) Este aceasta viteza orbitală a Soarelui 
în jurul centrului galaxiei noastre? 

R: nu, pentru că ea include orice 
mișcare a galaxiei noastre, ca întreg, 
în acest sistem de referință. 

(e) Presupunind că aceasta este viteza 
orbitală, estimați masa galaxiei noastre, 
considerind că toată masa se află in 
centru şi că orbita Soarelui este un 
cerc cu raza de 3 500 ani lumină. Com- 
paraţi cu masa de 8: 1011 kg a galaxiei, 
dată mai sus, și explicați diferenţa. 

R: 4,5. 10% kg. Reprezintă mai puţin 

decit rezultatul citat în mod uzual, 
deoarece cea mai mare parte a 
masei galaxiei nu se află în centru 
— de fapt, o mare parte din masă 
se află în afara orbitei Soarelui 
şi nu influențează mișcarea aces- 
tuia, neputind fi detectată in acest 
mod. 


10. Rotaţia stelelor. Observarea deta- 
liilor suprafeței solare a condus la concluzia 
că Soarele se rotește încet în jurul axei 
sale, cu o perioadă de 25 de zile. Unele 
stele se pot roti totuși mult mai repede. 
Cum poate fi determinat acest lucru ținind 
seama că stelele sint prea îndepărtate 
pentru a fi observate, altfel decit ca simple 
puncte luminoase? 
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Physics Course“), capitolele 16 ($ 6), şi 20 
($ 1). Holt, Rinehart and Winston, New 
York, 1970. 

A. A. Michelson, Studii de Optică 
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Relativitatea restrînsă: 
trasnformarea Lorentz 


Cuprins 


Ipoteze fundamentale 
Transformarea Lorentz 
Contracția lungimii 
Măsurarea unei lungimi perpendiculare pe viteza velativă 
Dilatarea timpului pentru ceasurile în mișcare 
Exemplu. Timpul de viață al mezonilor 7? 
Transformarea vitezelor 
Exemplu. Compunerea vitezelor 
Exemplu. Aberaţia luminii 
Exemplu. Efectul Doppler longitudinal 
Ceasuri accelerate 
Probleme 
Lecturi suplimentare 


IPOTEZE FUNDAMENTALE 


Rezultatul negativ al încercării lui Michelson și Morlev de a pune în evi- 
dență deplasarea Pămîntului prin eter, precum și celelalte rezultate discutate 
în capitolul 10 pot fi înțelese numai printr-o schimbare radicală a modului 
nostru de gîndire; noul principiu necesar este simplu și clar: 


Viteza luminii este independentă de mișcarea sursei luminoase sau a 
observatorului. 


Aşadar, viteza luminii este aceeași în toate sistemele de referinţă aflate 
în mișcare uniformă în raport cu sursa. Acestui nou principiu trebuie să-i 
adăugăm ipoteza noastră mai veche: 


Spațiul este izotrop și omogen. Legile fundamentale ale fizicii au aceeași 
formă pentru doi observatori aflați în mișcare rectilinie uniformă unul 
față de celălalt. 


Toate marile consecințe ale teoriei restrînse a relativității decurg din aceste 
ipoteze. 


Nu numai undele electromagnetice, sau fotonii, au viteza independentă 
de mișcarea sursei. Fizicienii cred, pe baza unor observaţii experimentale lip- 
site de dubiu, că există și alte particule, în particular neutrinii și antineutrinii, 
care au viteza egală cu c. Vom discuta, totuși, fotonii, deoarece este mai 
ușor să se facă experienţe cu ei. 


Să considerăm pentru început o undă luminoasă emisă de o sursă punc- 
tuală. Frontul de undă (suprafața de fază constantă) va fi o sferă dacă este 
privit dintr-un sistem de referință aflat în repaus. Dar, în conformitate cu 
noul nostru principiu, frontul de undă trebuie să fie sferic și cînd este privit 
dintr-un sistem de referință care se mișcă uniform față de sursă; altfel, am 
putea spune din forma frontului de undă că sursa se află în mișcare. Presu- 
punerea fundamentală că viteza luminii este independentă de mișcarea sursei 
ne răpește posibilitatea de a deduce, din forma frontului de undă, dacă sursa 
se află sau nu în mișcare uniformă. 


TRANSFORMAREA LORENTZ 


În capitolul 4 am introdus transformarea galileiană pentru a vedea cum 
apar fenomenele în două sisteme de referință diferite. Vom folosi în continuare 
aceleași idei, în legătură cu două sisteme de referință S și S', care se mișcă 
unul față de altul cu viteza !. Vrem să găsim o transformare a coordonatelor 
Și eventual a timpului, similară transformărilor galileiene (4.14), care leagă 
coordonatele și timpul într-un sistem de referință cu coordonatele și timpul 
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din alt sistem, astfel încît să fie compatibilă cu ipotezele teoriei relativității. 
Presupunînd că în originea sistemului S se află o sursă de lumină, ecuaţia 
frontului de undă sferic, emis la momentul / = 0, este: 


2 + Ei + 2 = c242, : (11.1) 


În sistemul de referință S', în care coordonatele sînt x', >, 2' şi 7”, ecuația 
frontului de undă sferic trebuie să fie: 


2 pi pi pt, (11.2) 


Viteza luminii, c, este aceeași în ambele ecuații (11.1) și (11.2). 
Putem încerca să vedem dacă transformarea galileiană conduce la rezultate 
care să fie în acord cu relațiile (11.1) și (11.2). 


d să PI: p=y, Paz; St, (11.3) 
Înlocuind transformarea (11.3) în formula (11.2) obținem imediat rezultatul: 
| 2 — 23Vi + VA + 2 = A 


care nu coincide cu relația (11.1). Așadar, transformarea galileiană nu mai este 
valabilă și trebuie să găsim o altă transformare. Ea s-ar putea reduce la trans- 
formarea galileiană atunci cînd viteza |” devine foarte mică în raport cu viteza 
luminii. 

Vom încerca transformarea: 


mr 


Ş tim-că pentru x' =0, dax/dt/ = V iar pentru x = 0, = — V, ceea 
ce conduce la relațiile: 
Vs SR PP 
a Y 
sau 
a = m. 


Înlocuind în formula (11.2), obținem: 
aâx? + 2aext + e2f2 + y2 + 22 — câ(32x2 + 28axt + a2f2). 


Această egalitate trebuie comparată cu egalitatea (11.1); observăm că se 
obține compatibilitate numai dacă; 


2ae — 2028 


ară — 0282 =— | 


Și 
ra. ae mă 
Eliminînd pe e și folosind relația e = — Va, rezultă în definitiv: 
1 V 
mergi mc eee 
(1 — Pa) (fa ia i 
—V/c 1 
az in me aa 
(1 — P2/c2)2 (1 — V2/c2)2 
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din alt sistem, astfel încît să fie compatibilă cu ipotezele teoriei relativităţii. 
Presupuniînd că în originea sistemului S se află o sursă de lumină, ecuația 
frontului de undă sferic, emis la momentul / = 0, este: 


pr ai= af, A 114)) 

În sistemul de referință S', în care coordonatele sînt x, y', 2* ȘI ţ', ecuaţia 
frontului de undă sferic trebuie să fie: 

3 pi 72 pt, (11,2) 


Viteza luminii, c, este aceeași în ambele ecuaţii (11.1) și (11.2). 
Putem încerca să vedem dacă transformarea galileiană conduce la rezultate 
care să fie în acord cu relaţiile (11.1) și (11.2). 


mă Vi; y=y; 7=zit=t (11.3) 
Înlocuind transformarea (11.3) în formula (11.2) obținem imediat rezultatul: 
x — 2xVt 4 V22 + pi 22 = 22 


care nu coincide cu relația (11.1). Așadar, transformarea galileiană nu mai este 
valabilă și trebuie să găsim o altă transformare. Ea s-ar putea reduce la trans- 
formarea galileiană atunci cînd viteza !' devine foarte mică în raport cu viteza 
luminii. 

Vom încerca transformarea : 


x = axa; y=y; 22; = 0x+l. 
dz” 


Ş timueă pentru x! =+0,-da|/di-— V »iar pentru-a = 0, fr — V, ceea 
ce conduce la relaţiile: 
77 ae e, V di LA 
a L 
sau 
a == 7). 


Înlocuind în formula (11.2), obținem: 
aâx2 -- 2aext + cât? 4 y2 + 22 — c2(82x2 + 20axt + 0242). 


Această egalitate trebuie comparată cu egalitatea (11.1); observăm că se 
obține compatibilitate numai dacă; 


2ae = 20252 


02 — c202— | 


Și 
Cât — e2 = că, 
Eliminînd pe e și folosind relația e = — Va, rezultă în definitiv: 
| V 
dea E —— maia 
(1 — V2/c2)2 (1 — V2/c2)2 
3 — Vie | 


Li a 


UWE ae 
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Transformarea căutată este așadar: 


| F r—Vi _ 

| E Sa Y =, ȘI == 
il ia (11.4) 
4 — (Vl 


IES | 
0 Vajaă | 


Aceasta este transformarea Lorentz 1. Ea este liniară în x și î; se reduce la 
transformarea galileiană pentru | '/c = 0; aplicată în formula (11.2), ea duct la: 


ză + A+ 2 == cf, 
așa cum cere teoria. Adică, expresia: 
pr2 + ră SI p12 = c2p'2 


este învariaută la o transformare Lorentz. Forma ecuației care descrie frontul 
de undă este aceeași în toate sistemele de referință care se mișcă uniform unele 
în raport cu altele. Ecuațiile (11.4) reprezintă soluția unică a tuturor cerin- 
țelor noastre. Ele sînt o bună metodă rapidă de rememorare a multor rezultate 
importante din relativitate. Vom discuta, în cele ce urmează, cîteva dintre 
aceste rezultate, cu ajutorul transformării Lorentz. 


Este deseori convenabil să se folosească în relativitate notația clasică: 


(11.5) 


Adică, f este viteza măsurată în sistemul natural de unități, în care c=|. 
Este, de asemenea, comod să se introducă mărimea y 


l 
a E e (11.6) 
Îl e A E ma ii 


Remarcaţi că * > 1. Cu aceste notații, transformarea Lorentz (11.4) devine: 
Lă 2 Lă Lă px 

x = (x — Bel); y =; 22; = —— (1447) 
6 

iar cititorul poate demonstra (probl. 2) că transformarea inversă este: 

, , , , 2 BX 

ă=y(x' + Bet); y=y: 2z=2; = +-— (11.8) 

c | 
1 Această transformare are o istorie lungă. Ea a fost folosită inițial de către ]. l-armor, 
pentru a explica rezultatul negativ al experienței lui Michelson şi Morley în cartea sa „Eter 


şi Materie“ (Aether and Matter) pag. 174— 176, Cambridge University Press, New York, 1900. 
T-armor pretindea doar o precizie de ordinul V2;c2; de fapt rezultatele sale sint exacte. 
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FIG. 11.1.'(a). Considerăm o bară rigidă B,. FIG. 11.1. (5) Transformarea Lorentz ne 
care are lungimea ÎL, în sistemul propriu S$. spune că B,, care are viteza V în S', va 
avea lungimea măsurată L! = 16 NI =Vijc 
în S'. Remarcaţi în figură că +, =a,=0, 


Contracţia lungimii. Să considerăm o bară (vezi fig. 11.1, a) aflată în 
repaus de-a lungul axei + din sistemul de referință S. Întrucît bara este în 
repaus față de sistemul S, coordonatele extremităților sale x, şi xe sînt inde- 
pendente de timp. Lungimea 


Lo = Xa — m 


se numește /ungimea de repaus sau lungimea proprie a barei. Considerăm, 
de asemenea, o bară (vezi fig. 11.2, a) aflată în repaus de-a lungul axei x! 
din sistemul S'. Din aceleași motive, 


Lo= 9 —x 


reprezintă /ungimea de repaus sau lungimea proprie a barei în sistemul S$. 
Vrem să determinăm acum lungimile barelor observate dintr-un sistem 
de referință în mișcare. Să privim mai întîi prima bară din sistemul S' 


care se mișcă cu viteza V'$ față de bara aflată în repaus în sistemul S (priviţi 
fig. 11.1, b şi remarcați că bara Be, din fig. 11.2, a se află în repaus față de 
S$'). Vom determina lungimea barei văzute din S', determinînd la un moment 
dat 7”, poziţiile x, şi +, ale extremităților barei. Punctul important este acela 
că /' este același pentru +, și x. Altfel spus, distanța dintre abscisele x, 
și x, din S', care coincid simultan (în S') cu extremităţile barei, reprezintă 
o definiție naturală a lungimii L în sistemul în mișcare S'. 
Din transformarea Lorentz (11.8) rezultă: 


x = y(a + VA) 
„Xa = (Xa + Vi) 
Xa — Xa = Lo = (aa — a) + V(h—t). 


Punînd acum î& = îi, după cum am văzut că este necesar pentru a efectua 
măsurătoarea în S', obținem: 


Lo == (az — xi) =yL 


sau, folosind definiția lui + = (1— 62) 7, 


FIG. 11.2. (a). Considerăm o bară rigidă F1G.11.2 (5). Transformarea Lorentz ne spune, 
asemănătoare B;, care are lungime Lo în de asemenea, că B2, care are viteza V în S, 
sistemul propriu S". „va avea lungimea măsurată L = Lo VI Vile 

“în S$. Remarcaţi în figură că a4=4=0. 


ro onu- pi (11.9) 


Cu alte cuvinte, măsurătoarea efectuată în sistemul în mișcare, dă o lungime 
mai scurtă decît măsurătoarea efectuată în sistemul în repaus. 

Privim acum bara din figura 11.2, a (aflată în repaus în sistemul S$”) 
din sistemul de referință S care se mișcă cu viteza — 3 în raport cu bara 
aflată în repaus în sistemul S'. (Priviţi fig. 11.2, d și remarcați că bara B, 
din fig. 11.1, a este în repaus în sistemul S$). Procedeul este același, numai că 
acum timpul / este același la determinarea extremităților x, și x2. Din trans- 
formarea Lorentz (11.7) rezultă: 


zi = Ya — Vh) 
e = Y(2 — Va) 
a — a = Lo-= Va — n) — YV(ha— tb) 
și punînd le = îi, obținem: 
Lo = Y (a — n) =yL 


L= Lp). 


Măsurarea barei în mișcare dă din nou o lungime mai mică decît măsurarea 
barei în repaus. 

Aceasta este celebra contracție Lorentz-Fitzgerald a barei care se mișcă 
paralel cu lungimea ei, în raport cu observatorul. Ne-am putea întreba îngri- 
joraţi dacă lungimea nu „s-a contractat într-adevăr“. Desigur, bara nu s-a 
modificat din punct de vedere fizic, dar măsurarea într-un sistem aflat în 
mișcare a condus la un rezultat diferit. Pentru o discuție a aspectului fotogra- 
fiilor unor.obiecte aflate în mișcare foarte rapidă, vezi excelentul articol al 
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lui Weisskopf 1. Se arată, de exemplu, prin calcularea traiectoriei, că fotogra- 
fia unei sfere în mișcare va fi o sferă și nu un elipsoid. 


În discuția de mai sus, am accentuat asupra faptului că observatorul 
măsoară lungimea prin înregistrarea simultană a pozițiilor extremităților 
barei în propriul său sistem de referință. Este ceea ce s-a cerut observatorului 
din sistemul S' atunci cînd a găsit că lungimea barei. aflate în repaus în sistemul 
S, este egală cu Lo/y [Ecuația (11.9)]. Este esenţial să ne dăm seama de faptul 
că înregistrarea simultană, la momentul /', a extremităților în sistemul S' 
nu se transfonnă în evenimente simultane la extremitățile x, și Xa din sis- 
temul S$; dimpotrivă, transformările Lorentz prezic un decalaj de timp: 


(a — 2) 
6 


lb — bi = 


în sistemul S, pentru ca înregistrările celor două extremităţi să fie simultane 
in sistemul S'. Vedem acum că pentru o bară aflată pe axa + nu se pune 
problema simultaneității, dar pentru o bară aflată pe axa +, chestiunea 
simultaneității este foarte importantă 2. 

Acest fapt este ilustrat și de alt exemplu. Putem sincroniza cu ușurință 
» serie de ceasuri în sistemul S, în care bara se află în repaus. Presupunem 
că, la = 0, ceasurile emit din cele două extremități x, =0 și x = Lo 
cîte un puls luminos în direcția v. Aceste pulsuri sînt recepționate în sistemul 
5” de două contoare așezate pe axa +. Care este distanța dintre cele două 
-ontoare? lin ecuația (11.7) rezultă pentru poziţiile celor două contoare: 


x = 0-y—c-0-fy=0 
Xa = Loy — c*0* By = Loy 
astfel că distanța dintre ele este: 


Xa — MS Loy SR: (11.10) 


Acest rezultat nu coincide cu expresia (11.9). Aici am făcut însă a alză expe- 
viență şi de aceea am obținut un alt rezultat. Prima noastră experiență era 
bazată pe definiția naturală a lungimii în sistemul S' și folosea cerința de 
simultaneitate în acest sistem. In acea experiență se comparau Ax' cu Aa 
pentru A? = 0, în timp ce în a doua experienţă se compară Ax” cu Ax pentru 
At=0. 

Aflăm așadar indirect din rezultatul (11.10) al experienței a doua, că 
louă evenimente simultane în sistemul S nu sînt, în general, simultane și în 
sistemul S'. Din relaţiile (11.7) se vede că două evenimente simultane (At =0) 


1 V. F. Weisskopf, Physics Today, 13:24—27 (Sept. 1960). 


2 Cititorul este trimis la cartea lu Taylor și Wheeler, Introducere in fizica spațiului 
n timpului, (Space-Time Physics — An Introduction), pag. 64—66, W.H. Freeman and Company, 
San Francisco, 1965. 
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în sistemul S, și distanțate cu Ax, vor fi separate în sistemul S', atît în 
timp, cît și în spaţiu: 


Ax' = Ax; cAP' = — ByAz. 


Măsurarea unei lungimi perpendiculare pe viteza relativă. Spre deosebire 
de măsurarea distanței pe direcţia vitezei relative, vedem din transformarea 
Lorentz (11.7) că: 


PY Şi Zomsz, 


Aceste relații sînt echivalente cu afirmația că rezultatul măsurării, de exem- 
plu, a lungimii metrului etalon este independent de viteză dacă metrul etalon 
se mișcă perpendicular pe lungimea sa. 


Cum putem verifica experimental această afirmație? Luăm un metru 
etalon și îl deplasăm cu viteză uniformă pe lîngă un alt metru etalon aflat în 
repaus. Nu e greu de observat coincidența originilor celor două etaloane. Atunci, 
sau reperele „| m“ ale fiecărui etalon vor coincide sau, dacă mișcarea modifică 
lungimea, putem face astfel încît reperul „Im“ al etalonului mai scurt să 
lase o urmă pe etalonul mai lung (vezi fig. 11.3, a-c). Aceasta pune la dispo- 
ziție un mod fizic bine definit de înregistrare a lungimii. 


Fie S sistemul de referință propriu al unui metru etalon și S' sistemul de 
referință propriu al celuilalt. Presupunem că mișcarea modifică lungimea 
aparentă. Atunci, pentru ca legile fizicii să rămînă nemodificate pentru un 
observator din sistemul S și pentru un observator din sistemul S', este nece- 
sar ca etalonul care pare mai scurt observatorului din S$ să pară mai lung 
pentru observatorul din S'. Dar această inversare a rolurilor este incompati- 
bilă cu modul nostru fizic de înregistrare a faptului că un etalon este mai scurt 
decît celălalt. Așadar, lungimile trebuie să apară egale atunci cînd sînt obser- 
vate din sistemele S și S' (vezi fig. 11.3. d și e), ceea ce confirmă iaptul că 
y=y şiz=z. 

Rezultatele legate de măsurarea lungimilor paralele cu, și perpendiculare 
pe viteza relativă, implică faptul că măsurările unghiurilor în care intervine 
coordonata x, vor conduce la rezultate diferite în cele două sisteme. În adevăr, 
cititorul poate deduce relaţiile între funcţiile trigonometrice ale unghiurilor 
în cele două sisteme. (Vezi probl. 5 de la sfîrșitul capitolului.) Reamintim că 
punctul important este determinarea sistemului în care măsurările extremi- 
tăților lungimilor sînt simultane. 


Dilatarea timpului pentru ceasurile în mișcare. În sensul obișnuit, dilatare 
înseamnă mărire peste dimensiunea normală, în legătură cu ceasurile, cuvîntul 
semnifică lungirea unui interval de timp. Considerăm acum un ceas aflat în 
repaus în sistemul de referință S$. 

Rezultatul măsurării unui interval de timp în sistemul în care ceasul se 
află în repaus se notează cu: 


= h-th 


și se numește fimp propriu. Folosind transformarea Lorentz (11.7) rezultă 


i CE vu) H = (n 2 


c 
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FIG. 11.3. (a). Presupunem că avem două FIG. 11.3. (5). Presupunem că bara M' 
bare identice M şi M”, in repaus in siste- pare mai scurtă unui observator din S$, 
mul S. atunci cind ea se mișcă in raport cu S. 


FIG: 113. (c). Ne putem aranja atunci ca FIG. (+3 (2). Zgirietura este rezultatul; 
extremitatea lui M' să lase o urmă (zgiri- fizic al unei experienţe și ea trebuie să fie 


etură) pe bara M atunci cînd trece pe lingă ea. observată și în alt sistem de referință; de 
exemplu în sistemul propriu al barei M”, ea 


va fi răsturnată. Dar acum M trebuie să 
pară mai scurtă decît M' deoarece M se 
mişcă, iar M' este în repaus. 


FIG. 11.3. (e). Apare așadar o contradicţie, 
care se rezolvă doar dacă M și M' au aceeași 
lungime, chiar dacă una dintre ele este în 
mișcare. În concluzie, y'= y. Printr-un 
argument asemănător, rezultă 2" me 2. 


sau 


(11.11) 


unde am luat x — 4, =0, întrucît ceasul stă în același punct din sistemul S. 
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FIG. 104. (a). Ceasuile C,, Ca. Ca, aflate FIG. 11.4. (b). Fransformarea l.orentz con- 
în repaus în sistemul S, sint distanțate la quce la = (0 Vi ti, 
intervale egale L de-a lungul axei « și sint intrucit = L = Vi. Pentru observatorul 
sincronizate. Ceasul C, are viteza V în din S, ceasul C;, aflat in mişcare, rămine 
raport cu S$. Presupunem î'=0 atunci 
cind (m, ca în figură. 


in urmă. 


"FIG. 11.5. (a). În S”, ceasurile Ci, Ca etc. | lia. 11.5. (b). Pentru observatorul din S* 
sint În repaus, distanțate la intervale egale ceasul C,, aflat în mișcare, rămine în urmă ' 
L si sineronizate. Pentru observatorul din Unde sint ceasurile C4, C, şi ce indică ele 
S”, ceasurile C,, Ca, Ca nu sint sincronizate ! in acest moment? 


Ce “or arăta ele? 


Acesta este intervalul de timp măsurat de un ceas aflat în repaus în sistemul $ 
„și care se mişcă cu viteza V'& în raport cu sistemul S al primului ceas. Inter- 
calul de timp măsurat în S' este mai lung decit cel măsurat în 5. Dacă efec- 
tuăm Însă - ilustrată în figurile 11.4, a și b, găsim că intervalul 
de timp din S', măsurat în S, apare mai lung decît ar indica ceasul din S$'. 
Concluzia care se impune este următoarea: să considerăm două sisteme 
e referinţă S și S' aflate în mişcare rectilinie uniformă unul faţă de celălalt. 
n fiecare sistem se află în repaus cîte un observator împreună cu ceasurile 
sale sineronizate. Dacă într-un anumit punct din S au loc două evenimente 
separate de intervalul de timp A/, măsurat de observatorul din S, atunci 
intervalul de timp măsurat de observatorul din S' va fi mai lung: A = A. 
Dimpotrivă, pentru două evenimente care au loc în acelaşi punct din 5 
și sint separate de intervalul A/', observatorul din S va măsura un interval 
de timp mai lung: At = A? (vezi fig. 11.5,a și b). 
Acest efect se numeşte di/atarea timpului. Ceasurile în mişcare par a 
rămîne în urma celor afjlaie în repaus. Faptul nu este uşor de înțeles în mov 
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intuitiv şi poate trece un timp destul de lung cînd dilatarea timpului vă 
va apărea într-o lumină satisfăcătoare. La a paradoxului stă 
invananta lui e şi o problemă simplă, ne arată cum ne este i dilatarea 
i ce această constanţă a vitezei luminii. Să construim un ceas stan- 
dard în sistemul de referință S (vezi fig. 11.6). Ceasul poate fi folosit la 
măsurarea timpului =, necesar unui puls de lumină să parcurgă distanţa 21. 
de la o sursă în repaus la o oglindă în repaus şi înapoi. înmuiat 80 fntnd 
se află de-a lungul axei y. Atunci: 
io = (11.12) 
Acest timp poate Îi citit pe un cauran sau poate fi imprimat pe o bucată de 
uirtie. Observatorii din orice sistem pot (si ivi rezultatul tipărit care dă timpul 
de zbor ai pulsului şi ei vor fi cu toţii acord ca un ceas aflat în repaus în 
sistemul 5, a înregistrat timpul =. (e vor înregistra propriile lor ceasuri (care 
nu se află în Ss)? 

Un observator aflat în sistemul SN” (care se nuşcă uniform în raport cu 
sistemul S, în direcția 4) (vezi fig. 11.6) sari înregistra şi el timpul cît « ă 
experiența de reflexie a luminii efectuat . Observatorul din S” va măsura 
acest timp cu ajutorul unui set de [| e aflate în repaus față 
de 5”. Pornim două ceasuri aflate în repaus faţă de S”, în acelaşi moment, 
isincronizate) cu ajutorul unor pulsuri date de o sursă situată la jumătatea 
distanţei dintre ele ; fiecare ceas pleacă de la zero în momentul în care pulsul 
îl atinge. Procedeul poate îi extins la alte ceasuri. Putem, de asemenea, 
sineromza oricîte ceasuri dintr-un sistem, sineronizindu-le atunci cînd sînt 
mp5, şi apoi separindu-le încet pină cînd ele ajung în ițiile dorite. 

Citind indicația dată de un ceas din S”, putem fi siguri ci pompei 
ceasuri vo da aceeasi indicație. În particular, putem citi indicaţia acelui 
ceas din 5, care este cel mai apropiat spaţial de unicul ceas din $, De Sa 

a de reflexie. Unul dintre ceasurile din S' va fi cel mai ȘI Vă 
furniza ora, atunei cînd pulsurile pleacă în 5: un alt ceas din S' va fi cel mat 
apropiat şi va furniza ora, atunci cînd pulsurile sc vor întoarce şi vor fi înre- 
gistrate de ceasul din S. 


FIG. 11.6. Traiectoria luminii în sistemele S şi S'. Punctul A” coincide cu O în momentul 
emisiei. În S' Inmina se deplasează de la 1 li velinda O şi apoi la B'. 


Drumul parcurs de lumină în S$ este 2L. Dar drumul văzut din S' este 


mai lung deoarece aparatul din S s-a mișcat față de S' cu V: ui în direcția x, 


în timpul propagării luminii de la sursă înspre oglindă, șicu = LR 


în timpul propagării luminii de la oglindă către sursă (vezi fig. 11.6). Aici 
' este timpul observat în S'. Distanța parcursă de puls în S' este: 


1 ui 3 
| 4 (3 Yr) , 
2 
şi întrucît lumina are totdeauna viteza c, această distanţă trebuie să fie egală 
cu ct. Atunci: 
(0)? = 4L? + (Vo): 
sau 


sau încă, referindu-ne la formula (11.12), 


P (11.13) 


(1 — pie 


adică, reobținem dependența din relația (11.11). Așadar, ceasul din S va 
apărea observatorilor din S' ca rămînînd în urmă, deoarece ceasul din $ 
a înregistrat un interval de timp 7, mai mic decît /'. 

Vedem deci că dilatarea timpului nu implică nici un proces din interiorul 
atomului ; efectul apare ca urmare a procesului de măsurare. Ceasul aflat în 
repaus în sistemul S furnizează timpul propriu atunci cînd este citit de un obser- 
vator aflat în repaus în sistemul S. Dar, atunci cînd din S' măsurăm un 
interval de timp egal cu + în S, observăm un interval de timp /' mai mare 
din cauza drumului mai lung parcurs de lumină. Orice ceas se va comporta 
în acelaşi fel. În particular, dacă z este timpul de viață al mezonilor sau peri- 


FIG. 11.7. (a). Alt exemplu de dilatare a 

timpului. O particulă instabilă este în repaus 

în sistemul S. Începem să o observăm la FIG. 11.7. (b). Timpul se dilată. 
momentul ? = 0. 


FIG. 11.7. (e). Particulu se dezintegrează FIG. LL”, (d). Același fenomen obser'rat din 
după timpul t=7. S”. Acum particula are viteza V. Începem 
să o observăm la momentul t'=0=f. 


FIG. 11.7. (e). Timpul se dilată. FIG. 11.7. (f). Dar la t' =" particula nu 
s-a dezintegrat încă | 


FIG. 11.7. (g). Pentru un observator din S". 
particula se dezintegrează la t'= 7(1—V2/c?)-l1:: 


oada de înjumătățire a unui material radioactiv, măsurate în sistemul S, 
în care particulele sînt în repaus, atunci: 


13 


d. (11.14) 
(1 e 
este timpul de viață (respectiv perioada de înjumătățire) observat în sistemul 
S”, în care particulele se mișcă cu viteza 3. Acest fapt este ilustrat în figurile 
11.7, a-g legate de următorul exemplu. 
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EXEMPLU 


Timpul! de viață al mezonilor 7”. Sc știe că un mezon &” se dezintegrează într-un mezon u” 
şi un meutrin. Mezonul 7, consilerat în sistemul propriu, are un timp de viață de circa 
2,5: 4 5s1. Care este timpul de “naţă, în sistemul laboratorului, al unui fasercul de mezoni 7” 
produși la o viteză B 2 0,9? Un mezon =" este o particulă instabilă, pozitiz incârcată, cu 


masa de circa 275 m, unde m este masa electronului. Mezonul yu” are masa de circa 20” m; 
neutrinul are masă de repaus nulă. 


- 


Timpul de viaţă propriu al mezonului =" este de 2,5: 10 %s. Dacă 5 2 0,90, atuna 
3? 2 0,81 şi din ecuaţia (11.14), timpul de viață în sistemul laboratorului va fi: 


2. + 1073 
ț' 2 0 a 57-10. 


SI 
(1 — 0,8 


Asadar, particulele vor parcurge în medie, inainte de dezinteurare, o distanţă cam «le donă 
ori mai mare decit ar da estimarea nerelatizistă a produsului «hutre “ziteză și timpul propriu. 

Experientele referitoare la timpul de viată al mezonilor +” pronu pozitie sint relatate 
de către R. P. Durbin, H. H. Loar și W. W. Havens, Jr., Phys. Rev.,88: 179 (1952). Rezul- 
tatele conecordlă cn dilatarea timpului prezisă teoreti: pentru viteza respectivă. Fasciculele 
de mezoni m* au fost emise cu viteza: 


B=1—(5-10-5, 


var timpul ce “aţă im fascicul este 2,5 10 5 ss, aslică de 100 ari mai mare decit timpul propriu 
al mezonilor în repaus. 


Considerăm un fascicul de mezoni mt care se deplasează cu o viteză apropiată de c. 
Dacă efectul relatirist al chilatări timpul n-ar exista, ei ar perceurde inainte de dezintegrare 
wm distanță medie dle virea (2,5: 10% 59 (5 10 ms 7 m. Din cauza dilatării tunpului, et 
parcurg insă o distanţă mult mai mare. Camera cu bule cu hilrogen de sa lawrence Berkeley 
Laboratory se află la ctrea 100 m de sursa de pom din Beratror. Listanța pe care o par- 
urg pionii imaunte dea se dezintegra, (2,5 LO 65 10%) 2 10 m, este cle cirea 100 ori mat 
mare decit distanța pe care ar parcurge-o în absența «iilatării timpului. Prenectarea aparaturii 
pentru experiențe la enerau inalte in tizica particulelor slementare ține seama ste timpul de 
iezintegrare lun rlatorat relatizității. S-a spus că aproape orice fizician care lucrează in domemut 
“neraiilor malte “rerifică zilnic teoria restrinsă a relativitătu, FI folosește transformările Lorentz 
cu aceeași încredere cu care fizicienii secolului XIX foloseau legile lui Newton. 


lRepetăm că nu se întîmplă nimic misterios cu ceasurile. Dacă este ceva 
misterios în teoria relativităţii, aceasta este constanța vitezei luminii. Dacă 
se admite acest fapt, tot restul decurge direct şi destul de simplu. Totuşi, 
fiecare situaţie nouă trebuie analizată cu atenţie. Domeniul este plin de apa- 
rente paradoxuri. Poate cel mai vestit dintre ele este paradoxul gemenilor ?. 

Cele două efecte, contracția lungimii şi dilatarea timpului, sînt cele mai 
cunoscute cfecte prezise de teoria restrinsă a relativităţii şi verificate de expe- 


1 N, fiind numărul de particule radioactive la momentul î = 0, numărul de particule 
tupă timpul £ cra fi Noe”4f. Timpul mediu de -iaţă este l/A, A este constanta de dezintegrare 

2 Recent, s-a ridicat din nou această problemă. Vezi M. Sachs, Physics Today, 24: 23 
septembrie 1971) și un grup de scrisori în Physics Today, 25:9 (ianuarie 1972). 
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riență. Cu toate acestea, mai există multe alte efecte care au fost perfect 
verificate experimental și dintre care vom discuta cîteva, în cele ce urmează. 

n primul rînd, vom discuta transformarea vitezelor. În transformarea gali- 
leiană am văzut că vitezele în direcția x se adună simplu și am putea presupune 
că ele se compun la fel și atunci cînd vitezele se apropie de viteza luminii. 
Am văzut însă în capitolul 10, că viteza luminii este cea mai mare viteză 
posibilă, prin urmare va trebui să ne modificăm concepția asupra compunerii 
vitezelor moștenită din transformarea galileiană. 


Transformarea vitezelor. Presupunem că S' este un sistem de referință 
care se mișcă cu viteza uniformă !% în raport cu sistemul de referință S. 
O particulă se mișcă în sistemul S$ cu viteza v de componente 2,,9,, î,. 
Care sînt componentele 7,, i, , ale vitezei particulei în sistemul S' (vezi 
fig. 11.8, a și b)? . 

Din ecuaţia (11.7) avem: 


x = va — Bet); a! a =) 


de unde rezultă: 


dy = pda —ypeâi; dr = paz — IRU. 
i [2 


Atunci: 
PI dx' _ydx —yBcdi_ v, —Be 
a = 0 
d  ydt—yBdzje 1—v,Bjc 
sau 
[a E e | (11.15) 
| 1 — 9,7 fe2 1— Bo,je 
FIG. 11.8. (8). Atunci în S' transformarea 
Lorentz prezice v, = (vz — V)I(1 — vzV/c?). 
FIG. 11.8. (a). Presupunem că o particulă Transformarea galileiană ar prezice v, = 
are viteza vz în S$. = vw —V. 


FIG. 11.9. (a). O particulă are viteza v, în FIG. 11.9. (B). Atunci, conform transformări: 
direcţia y din sistemul S. Lorentz, ea va avea in S' componentele dese- 


nate în figură şi | tg 0 | =————= 
| vw l — Vilă 


Acest art poate fi comparat cu rezultatul transformării galileiene, 
d = 9, —VY, din capitolul 4. În mod similar, întrucît y=y' și z=2 
(vezi fig. i 9, a și d). 


TR 


y di — sia 
pe (11.16) 
| io] 2) ru ale) 
ȘI 
ilie se Di [1 ia (11.17) 
le vV/c? ad! d Bo,Ic) 


Transformările inverse rezultă din ecuația (11.8) sau din rezolvarea 


ecuațiilor (11.15) — (11.17) în raport cu componentele 7,, 7,, 7,. 
j PIE 9 A IA m A 
* oi O 1+ Bote 
L rax1 , 
„ortaet e)- m (11.18) 
1 + Ve? n (+ „ 


* 1+uV/a E .. -- Busjc) 
Remarcaţi că, pentru |” < c, aceste transformări se reduc la transformările 
galileiene. 

Presupunem că particula este un foton și că 2, =c în S. Din relația 
(11.15) vedem că (fig. 11.10): 
c—V 


Lă E == 


-,— căi? 


FIG. 11.10. După cum știm, dacăuri-e. FIG. (.i1. în particular, dacă vwy=c 
atunci, conform transformării Lorentz, şi rezultanta are mărimea c în S'. Astfel: 
v,= c. Aceasta a fost de fapt una dintre V 


|tg «| = 


ipotezele fundamentale ale teoriei. PRI 


Aceasta este teoria relativistă a aberaţiei. 


Viteza fotonului în sistemul S' este tot c. Transformarea Lorentz a fost con- 
struită astfel încît să conducă la acest rezultat, iar faptul că obținem valoarea 
c în ambele sisteme, reprezintă o verificare convingătoare. 

Dacă v,=c şi v,= 0, atunci (vezi fig. 11.11): 


"2 1 
w=—T și w=c[i — 3) 
astfel încît: 
n 
A c(1 =- P2je2) g 


și 
Vu + w2= c. 


EXEMPLU 


Compunerea vitezelor. Presupunem că în sistemul S' două particule se deplasează in 
sensuri opuse cu vitezele v, = + 0,9 c. Care este viteza unei particule in raport cu cealaltă? 
Pentru a rezolva această problemă, fie S sistemul propriu al particulei cu viteza — 0,9 cr. Atunci, 
viteza lui S” în raport cu S este V — 0,9 c, iar particula care în S$” are viteza v, — 0,9 c, va 
avea în S$ viteza [vezi ec. (11.18)); A 


+ Vp, lee 1,80 


D= = = c = 0,994 c. 
1 + vV/c 1 + (0,9)? 1,81 


Remarcați că viteza relativă a celor două particule este mai mică decit c. 

Dacă un foton se deplasează în S' cn viteza c, iar S” se deplasează cu viteza c față 
de S, fotonul se va deplasa în S cu viteza c şi nu 2c. Rezultatul este conținut în relaţiile 
(11.18). Faptul că c apare ca o ziteză limită este o consecință a structurii ecuaţiilor de com- 
punere a vitezei pe care le-am dedus din transformarea Lorentz. Menţionăm că nu există 
nici un sistem de referință in care fotonul (cuanta de lumină) să fie in repaus. 
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D. Sadeh a efectuat o frumoasă experiență [(Phys. Rev. Lett., 70: 271 
(1963); care arată că viteza razelor + este constantă (+ 10%) independent 


Lă Lă . * 9 d LA l Ed - 
de viteza sursei, chiar cînd această viteză este de circa —c față de o sursă 
2 


aflată în repaus !. Cităm din articolul său: 


Am folosit în experiențele noastre anihilarea pozitronilor în timpul zborului. În procesul 


de anihilare, centrul de masă al celor doi pozitroni se mișcă cu viteza —c și se emit 


două raze. În cazul anihilării în repaus, cele două raze y a căror viteză este c, sint 
emise la un unghi de 180”. În cazul anihilării în zbor, unghiul dintre razele y emise este 
mai mic decit 180* și depinde de energia pozitronului. Dacă viteza radiaţiei y se adună 
clasic cu viteza centrului de masă, fără a se ține seama de transformările Lorentz, atunci 
radiația y care se deplasează avind o componentă a mișcării în sensul mişcării pozitronului, 
va avea “iteza mai mare decit c, iar cea care are o componentă în sens opus, va area viteza 
mai mică decit c. Se observă că pentru distanțe egale intre contoare și punctele de ani- 
hilare, cele două radiații y ating contoarele în acelaşi timp ceea ce dovedeşte că, chiar 
pentru 0 sursă în mișcare, cele două radiații y se deplasează cu aceeași viteză. 


EXEMPLU 


Aberația luminii. Am văzut, în relația (10.1), că pentru o stea aflată la zenit (cind viteza 
Pămintului este perpendiculară pe direcția de observație) unghiul de inclinare al telescopului, 
sau aberația, este dat de: 


tga= IP. (11.19) 
C 


Acest rezultat a fost dedus folosind un argument nerelativist. Să considerăm acum problema 
dia punct de vedere relativist, ca pe un exercițiu de aplicare a transformărilor Lorentz. 

Presupunem că în sistemul de referință S, ilustrat în figura 11.11, o stea aflată in repaus 
in punctul O este observată cu ajutorul luminii emise de ea de-a lungul axei y. Care va fi 
traiectoria, în sistemul S” a acestor raze care în sistemul $ se mișcă de-a lungul axei y? În S$, 
componentele vitezei sînt vx = 0, vy = c, vz = 0. Componentele vitezei în S' se obţin prin 
aplicarea transformărilor (11.15) — (11.17). Astfel: 


V 
tg a = — EU e 
v, c Ni = Vajcă 
sau (11.20) 
sin a=— = f. 


Acesta este rezultatul corect; e! coincide în limita erorilor experimentale cu rezultatul nerela- 
tirzist (11.19), deoarece, pentru mișcarea Pămîntului, raportul V/c este mic, fiind de aproxi- 
mativ 1074. 


! Pentru o prezentare mai detaliată, vezi ]. G. Fox, ]. Opt. Soc. Anu., 37: 967 (1907; 
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EXEMPLU 


Efectul Doppler longitudinal. Considerăm donă pulsuri de lumină ennse la menmentele 
i=0 şi î=" de o sursă aflată în repaus în punctul z = 0 din sistemul S. Sistemul S' se 
mișcă cu viteza V* în raport cu S. Primul puls este recepționat în punctul x = 0 din S”, la 
momentul * = 0. Punctul din S' care coincide cu x —=0 la î= este dat de transformarea 
Lorentz (11.7), în care luăm =0: 


R x — Vi —Vr 
XJ = 200 0 i EL. Ed 
LS (1 — ps 
Timpul corespunzător în S' este: 
4— Valea 7 


ţ' = 


Ep Z* 
(1-5) (1-85) 
EL. 


Timpul necesar celui de-al «dlonlea puls să parcurtă, în 5”, distanta de ta —P7 159) 
la origine, este: 


pină 


Ar = i i 
(1 — p5a 


astfel încît, în S”, intervalul total «le timp «lintre receptionarea în 4” 0 a celor dlenă pulsuri 


este: 
teal?) DI jo. 
1” 4 pr să > ȘI 
N | — 5 


Timpul scurs intre cele două semnale poate ti imterpretat la fel de line N ca timpul 
= nrs între două nouri suceesre ale undei huminoase. Frecrenţa find inrersa perioade! undei, 
rezultă: 


vos. (11.21) 


Aici y” este frec'renta observată în 57, iar y este frec-zența de emisie în S. Dacă obmerratorul 
se. îndepărtează de sursă, atmnuuii 3 = Ic este ponti, iar v' este mai mic decit vw. 
observatorul se apropie de suesă, vom lua 5 negativ si v' va rezulta mai nare decit ii 
funcție de lungimile de undă și ținind seama că > = c/v şi 7! == ch”, rezultă: 


IE tă A 11.22 
YW=A 726 ( ) 


Relatia (11.21) lesere efectul Doppler longitudinal relativzist pentru undele luminoase 
în vid, Deplasarea freczentei coineule, pină în ordinul 5, cu rezultatul nerelativist (10.7) dedus în 
capitolul 101. Termenii «le ordinul 92 din dezroltaren în serie a expresiei (11.21) au fost con- 
firmați experimental de către Ives şi Stilwell. 

H. E. Ives și G. R. Stilwell (]. Opt. Soc. Am., 28: 215 (1938); 31: 369 (1941)] au efectuat 
experiente spectroscopier en fasercule de hidrogen atomic aflat în stări excitate. Atomii erau 
accelerați, ca ioni de dragon Hz și FH, imtr-un cimp electric intens. Hidrogenul atomi 
era format ca un produs de rupere a ionilor. 


1 
1 Cititorul va arăta că pentru f < „| = 1+8. 
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Viteza PB a atomilor era de circa 0,005. Ives și Stilwell căutau o deplasare a lungimii 
de undă medii a unei anumite linii spectrale, emise de către atomii de hidrogen. Lungimea de 
undă medie este media aritmetică a lungimilor de undă „inainte“ şi „inapoi“ pe direcția de 


zbor a atomilor. Folosind 3 — Bimapoi în formula 411.22), se obține pentru lungimea 


înainte 


de undă medie: 


- maine > image) =, - | | mal. a | rar —— i (11.23) 
2 2 1+4$ Î—f (1 — Biz 


Aceasta reprezintă o deplasare de ordinul f2? a poziției medii a liniilor spectrale în raport cu 
lungimea ), emisă de atomul în repaus. În articolul lor din 1941, Lres și Stilwell au anunțat 
observarea unei deplasări de 0,074 Â a lungimii de undă medii, față de “raloarea 0,072 Î, 
calculată din ecuaţia (11.23) pentru o aloare 3 dedusă din potențialul de accelerare aplicat 
ionilor inițiali. Aceasta este o confirmare strălucită a teoriei efectului Doppler relativrist. 


Efectul Doppler transversal este pus in evidenţă in observaţii efectuate la un unghi drept 
față de direcția de deplasare a sursei de lumină, care în mod obișnuit este un atom. În apro- 
ximația nerelativistă nu există efect Doppler transversal. Efectul Doppler transversal pentru 
undele luminoase este prezis numai in cadrul teoriei relativităţii; frec-zențele fiind legate de 
inversele intervalelor de timp din ecuația (11.11), rezultă: 


v=(1— Bv, 


unde v este frecvența in sistemul propriu al atomului, iar v' este frec'rența observată într-un 
sistem care se mișcă cu viteza V(= fc) în raport cu atomul. 


Ceasuri accelerate. Teoria restrînsă a relativităţii descrie și corelează 
măsurători independente de detaliile de structură ale corpurilor reale. Ea 
nu prevede efectele dinamice ale accelerării, ca de exemplu tensiunile induse 
de accelerări. Dacă aceste tensiuni lipsesc sau pot fi neglijate, atunci teoria 
ne furnizează o descriere neambiguă a efectelor accelerării asupra mersului: 
ceasurilor. Rezultatul este acelaşi ca și în cazul în care ceasul accelerat ar 


avea în fiecare moment o altă viteză, iar timpul indicat de el s-ar calcula 
folosind în ecuaţia (11.11) viteza instantanee. 


Dacă această previziune este corectă, apar două consecinţe: 


1. Dacă viteza este constantă în modul, dar direcția ei variază, atunci 
formula (11.11) este valabilă fără nici o modificare. Sistemul propriu 
al ceasului este neinerţial. 


2. Dacă viteza este constantă, cu excepția unor scurte intervale de acce- 
lerare sau decelerare (intervale neglijabile în raport cu timpul total), 
atunci formula (11.11) va da cu precizie legătura dintre timpul propriu 
și timpul în sistemul laboratorului. 


O particulă încărcată care se mișcă cu viteză mare într-un cîmp magnetic 
suferă o accelerație perpendiculară pe direcția mișcării sale, dar modulul 
vitezei ei nu variază. Dacă particula este instabilă, timpul de viață observat 
va fi exact același ca şi în cazul în care ea s-ar mișca cu aceeași viteză pe o 
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traiectorie rectilinie, în absența cîmpului magnetic. Această previziune a fost 
confirmată de experiențele cu mezoni u”, care se dezintegrează cu un timp 
de viață de 2,2: 106s, într-un electron și doi neutrini. Timpul de viață 
propriu observat a fost acelaşi, atît pentru mezonii u aflați în repaus, cît și 
pentru cei care se mișcau liber sau pe o traiectorie în formă de spirală într-un 
cîmp magnetic. Se crede că teoria restrînsă a relativității dă o bună descriere 
a mișcării circulare (accelerate) a particulelor în cîmp magnetic. 


PROBLEME 


]. Invarianța Lorentz. Verificaţi cu 
ajutorul relaţiei (11.7) că: 


a — 02 = 2 — 0242, 


Remarcaţi că, dacă notăm x, = x; 3, E ici, 
atunci ai — ct sa Aicii= Vl. 


2. Transformarea Lorentz. Pornind de 
la  reiația (11.7), demonstraţi formulele 
de transformare (11.8). 


3. Schimbarea volumuliti. Arătaţi că 
dacă volumul unui cub în repaus este 23, 
atunci volumul său într-un sistem care se 
mișcă cu viteza uniformă f într-o direcție 
paralelă cu una dintre muchiile cubului, 
este: 


zau = pă. 


4. Simultaneitatea. Pornind de la trans- 
formarea Lorentz, arătați că două eveni- 
mente simultane (£, = ţa) aflate în puncte 
diferite (3,  x3) în sistemul S, nu sint, în 
general, simultane în sistemul S'. 


5. Schimbarea unghiului. Calculaţi, în 
S”, lungimea și unghiul făcut cu axa +, 
pentru o bară care în sistemul S are lungi- 
mea L, şi face unghiul 6 cu axa x. Sistemul S” 
se mișcă cu viteza V8 în raport cu sis- 
temul $. 


6. Compiinerea vitezelor. Arătaţi că, 
dacă în sistemul S' au loc relațiile v, = 
= c sin 0 şi v, = ccos6, atunci în sistemul S 
are loc egalitatea: 


Sistemul S” se mişcă cu viteza V* în raport 
cu sistemul S. 


7. Mezonii n” 

(a) Care este timpul de viață al unui puls 
de mezoni mt care se deplasează cu 
viteza f = 0,73? (Timpul de viață în 
sistemul propriu, T, este 2,5: 108 s.) 

R: 3,6: 108 s. 


(b) Ce distanță se parcurge cu viteza 
8 = 0,73 în timpul de viaţă? 
R: 8m. 


(0) Ce distanță s-ar parcurge în absența 
efectelor relativiste? 
Rm. 


(d) Răspundeţi la întrebările (a)—(c) pen- 
tru 6 == 0,99. 


8. Mezonii yu. Timpul de viaţă la 
mezonilor u este de circa 2: 10% s. Să 
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presupunem că o jerbă mare de mezoni u 
produsă în atmosferă la o anumită inălțime 
se deplasează in jos cu viteza v = 0,99 c. 
Numărul de ciocniri in atmosieră este mic. 


(a) Dacă doar 1%, din mezonii aflați în 
jerba inițială ating suprafața Pămîntului, 
estimați inălțimea la care se produce 
jerba. | În sistemul propriu al mezonilor u, 
numărul de particule care nu s-au 
dezintegrat pină la momentul / este dat 
de N(î) = N(0je—t1*.] 

- R: 2: 10% m. 

(b) Caiculaţi această distanță aşa cum 
apare ea în sistemul propriu al mezonilor. 


9. Două evenimente. Să considerăm 
sistemele de referinţă inerţiale S și S'- S' 
se mişcă cu viteza VS in raport cu S. În 
punctul +; are loc un eveniment la momentul 
îi. În x are loc un alt eveniment la momen- 
tul îş. Originile celor două sisteme coincid 
Ja î=t'=—0. Găsiţi timpii și distanțele 
corespunzătoare in $. 


10. Mezonii x. Un puls de 10: 
mezoni m” se deplasează pe o traiectorie 
circulară cu raza de 20 m, cu o viteză de 
0,99 c. Timpul de viață propriu al mezo- 
nilor m” este de 2,5: 108 s. 


(a) Ciţi mezoni se “or reintoarce în punctul 
de plecare? 


(b) Ciţi mezoni ar fi rămas nedezintegrați, 
dacă ei ar fi stat in repaus același interval 
de timp? 


IG. 112. 


1]. Viteza de îndepărtare a galaxiei. 
Am arătat in capitolul 10 că datele referi- 
toare la deplasarea spre roșu a luminii 
provenite de la galaxiile indepărtate, dau, 
pentru domeniul nerelativist, o viteză de 
indepărtare proporțională cu distanța: 


V=ar, a as 1,6: 1018 si, 


Calculaţi viteza de îndepărtare a unei 
galaxii aflate la distanța de 3: 10 ani- 
lumină. Este această viteză relativistă? 

R: 4,5: 107 ms. 


12. Viteze galactice. Observăm o gala- 
xie care se îndepărtează intr-o anumită 
direcție cu viteza V = 0,3 c şi o alta, care se 
indepărtează in sens opus, cu aceeași 
viteză. Cu ce viteză s-ar observa dintr-o 
galaxie indepărtarea celeilalte? 


13. Simultaneitate. Considerăm două 
surse aflate în repaus în punctele A și B, 
egal distanțate de observatorul O din 
sistemul S. Presupunem că in momentul 
(dererminat de observator în S$) în care 
cele două surse emit cite un puls luminos, 
un alt observator O”, impreună cu sistemul 
său S$', aflat in mişcare cu viteza V* in 
raport cu S, coincid respectiv cu O şi cu 
sistemul S$ (vezi fig. 11.12). 


(a) Presupunem V/c = —. Desenaţi  pozi- 


ția celor două sisteme și a punctelor A, 4“, 
B, B' cind semnalul din B ajunge la 
abser'zatorul O”. A ajuns acest semnal 
și la observatorul 0? De ce? 

(b' Desenaţi pozițiile lui S și S' in momentul 
in care ambele semnale ajung în O. 

(ci Pesenați poziţiile lui S$ și S” in momentul 
in care semnalul din 4 ajunge în O'. 

2 Presupunem că cele două evenimente 
sint inregistrate in punctele 4”, B;, 
printr-un procedeu fizic, de exemplu pe 
plăci fotografice. Arătaţi că, în condițiile 
acestei probleme, distanțele A'0' și 
B O” sint egale, 

(ev Arăraţi că cele două evenimente nu 
apar simultane atunci cind sint observate 
din O”. Constanţa vitezei lumii ir, 
toate situațiile este admisă implicit în 


definirea simultaneității. Pentru a face 
clară această dependență, să considerăm 
următoarele. Presupunem că cele două 
evenimente din A şi B sint emisiile de 
pulsuri sonore, simultan observate de un 
observator O, aflat in repaus față de 
mediul în care se propagă sunetul. 
Presupunem că O' este un observator 
care se mișcă cu o viteză V egală cuo 
treime din viteza sunetului. 


(f) Folosiţi transformarea galileiană pentru 
a arăta că viteza pulsurilor sonore emise 
din A și B către O” nu este egală cu cea 
observată de 0O'. 


(g) Arătați că, chiar dacă cele două semnale 
ajung în O” la momente diferite, faptul 
că pulsurile s-au deplasat cu viteze 
diferite, compensează aceasta și că cele 
două evenimente sînt considerate a fi 
simultane, chiar și pentru observatorul 0”, 


14. Efectul Doppler relativist. Se acce- 
lerează protoni la o diferență de potențial 
de 20 kV, după care sînt lăsați să se depla- 
seze cu viteză constantă printr-o regiune 
în care are loc neutralizarea lor în atomi de 
hidrogen, insoțită de o emisie de lumină 
corespunzătoare. Emisia Hg (A — 4 861,33 Â 
pentru un atom în repaus) se observă cu 
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un spectrometru. Axa optică a spectro- 
metrului este paralelă cu direcția de mișcare 
a ionilor. Spectrul este deplasat ca urmare a 
efectului Doppler, din cauza mișcării ionilor 
pe direcția emisiei. Aparatul mai conține o 
oglindă așezată astfel incit să permită 
suprapunerea în același loc a spectrului 
luminii emise în sens opus. 
Reamintim că 1 A = 10% m. 


(a) Care este viteza protonilor după acce- 
lerare? 
R: 2: 10% m/s. 


(2) Calculați deplasările Doppler în primul 
ordin al raportului v/c, corespunzătoare 
sensurilor înainte și înapoi și indicaţi 
apariția părții relevante a spectrului pe 
un grafic. 


(c) Consideraţi acum efectul Doppler în 
ordinul al doilea al raportului v/c, 
care apare în urma unor considerații 
relativiste.  Arătați că deplasarea in 


ordinul al doilea este Al) şi eva- 


luați numeric această deplasare pen- 
tru problema in speță. Remarcaţi câ 
apare aceeași deplasare atit pentru miș- 
carea cu viteza + v, cît și pentru cea cu 
viteza — v. 

R: 0,104, 


A. P. French, Relativitatea vestrinsă 
(„Special Relativzity“), W. W. Norton and 
Company, Inc., New York, 1968. Face 
parte din seria de fizică generală editată 
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Co-Op,  Prentice-Hall. Inc.,  Eneiewood 
Ctifis, N. ]. 1967. 
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a profesorilor de fizică), American Institute 
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Dinamica relativistă: impulsul și energia 


Cuprins 


Conservarea impulsului și definiția impulsului relativist 
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Schimbarea fundamentală a conceptelor noastre de spațiu și timp, așa 
cum apar ele în transformările Lorentz, influențează puternic întreaga fizică. 
Trebuie să cercetăm din nou legile fizicii dezvoltate și confirmate la viteze 
mici (v & c), pentru a vedea dacă ele sînt compatibile cu teoria relativităţii. 
Nu trebuie să ne surprindă faptul că legile se schimbă dacă sînt transpuse 
în domenii noi. Legile se schimbă asttel încît la viteze mici regăsim formele 
newtoniene, care, după cum ne-o confirmă experiența, sînt exacte în limita 
vitezelor mici. 

Ca și în capitolul 4, acceptăm ca legi fizice posibile numai acele legi care 
au aceeași formă în toate sistemele de referință inerțiale. Numai că pentru a 
aila cum se transformă o lege fizică în trecerea de la un sistem de referință 
la altul, folosim acum transformările Lorentz în locul transformărilor galileiene. 
Transformarea l.orentz se reduce la transformarea galileiană atunci cînd 
aje & |. In loc să insistăm asupra invarianţei legilor lizice la transformările 
galileiene, vom insista asupra invarianței lor la transformările Lorentz. 

Doi observatori, aflați în sistemele de referință S şi 5” deduc legi fizice. 
Fiecare le exprimă în funcție de lungimi, durate, viteze, sau acceleraţii, asa 
cum le măsoară în propriul său sistem, Legile trebuie să aibă aceeași formă 
atît în variabiiele din sistemul S, cit și în cele din sistemul S'. Așadar, atunci 
cînd folosim transformarea Lorentz pentru a trece de la x, v, 2, £ din S la 
x, vs, din S”, orice lege fizică dedusă în S este transpusă, fără schimbarea 
formei, în variabilele din 5”. Sensul acestei invarianțe va deveni clar după ce 
vom analiza cîteva probleme particulare. 


CONSERVAREA IMPULSULUI 
ȘI DEFINIȚIA IMPULSULUI RELATIVIST 


Dorim să găsim o definiție a impulsului p care, pentru e c& Il, sa se reducă 
la My. unde )/ este masa de repaus ! şi care să asigure conservarea impulsului 
în ciocniri, imdlependent de viteza particulelor în raport cu sistemul de refermtă. 
Vom găsi definiția potrivită, consulerind o ciocnire particulară. Vom arăta 
in îi printr-un exemplu. că unpulsul newtoman (nerelativist) Mv nu se conservă 
în ciocnirile care au loc la viteze rase *. Putem vedea deja că legea a 


! Masa de repaus se definește ca masa inertă în limita nerelativistă v/c <& 1, în particular 
pentru v=0. 

2 Problema: cit de mare trebuie să fie v pentru a fi relativist, depinde de precizia recul- 
tatelor experimentale. Vom vedea că dacă (v/c)?2 poate fi neglijat în raport cu l, putem con- 
siclera “iteza nerelativistă. 
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FIG. 12.1. (a). Ciocnirea, în planul xy, a FIG. 12.1. (b). Impuisurile individuale nere- 


două sfere de mase M. Sint desenate com- lativiste în direcția y. Impulsul total pe 
ponentele după axele x şi y ale vitezelor direcția y este zero, atit înainte, cit și după 
inainte şi după ciocnire. ciocnire. 


doua a lui Newton nu este valabilă dacă M este constant, căci accelerația a 
este egală cu F/A/ şi dacă forța ar acționa un timp sulicient de lung, î ar îi 
ul > - decit c. 

Să considerăm figurile 12.1, a şi b care ilustrează ciocnirea între particule 
în bo te, Alegem pa S astfel încît particulele se apropie 


una de cealaltă cu viteze egale şi de sens contrar: Yva vitezei 
ticulei | este -- 7 inainte de şi + e, după ciocnire. În acest sistem 
reterință, i n ani a aibe Aa In considerente de simetrie. 
componenta v a impulsului total este zero, atît inainte cît şi CIOCNIrE. 
Acest lucru va fi adevărat, independent de definiția impulsului, cu con- 


diția ca el să aibă semne diterite pentru + 7,. Aşadar, nu întîmpinăm difi- 
cultățţi aici cu definiţia newtoniană a impulsului p = AMv (indilerent dacă 
expresia este sau nu corectă); variaţia lui p u particula 1 este +2Mr, 
ŞI variația lui 2, pentru particula 2 este — ) comit e astiel încît variația totală 
a mmm y a impulsului newtonian este nulă. 

jeram acum un alt sistem de referinţă 5, care se mișcă cu viteza 


particulară ţ = 7,8, în raport cu sistemul 5, ca în figura 12.2, a. Remarcați 
că +, este componenta x a vitezei particulei 2 în S, iar — €, este componenta x 
a particulei 1. Compunerea relativistă a vitezelor descrisă de ecuaţiile (1.15) 
Aid poate îi folomtă la afiarea componentelor vitezelor în S' (reamintim 
Să Pow): 


— (1) = Vu 2 > 

i 1 0Vjc O 1+ v2/c2 
(DE) 
i Fi 1 
1 + 7,V e e 1 + v2/c2 i 
=. 
(2 0 
(2) = 1 —9,V ce 
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FIG. 12.2. (a). Am observat ciocnirea în siste- 
mul $. Ce se întimplă dacă o observăm în siste- 
mul S$', care, după cum se arată în figură, are 
viteza V = v4 în raport cu S? 


FIG. 12.2. (6). În S' obținem (întrucît V =v,), 
2V 


= ui) “aa: v,(2) = 0 

Y Pia 

ati e i e În 4 il 

i 1+ Vâ/a ( ct 

SI 
La Yy [a 
Vp(2) = > (d) 
(1— Velea 


u(2) = aie Pee 2 SR (12.2) 
| — up p0a 


Aceste rezultate sînt ilustrate în figura 12.2, b. Remarcaţi că în figură 
expresiile sînt date în funcție de V, pe cînd în ecuațiile (12.1) și (12.2) ele sînt 
date întîi în funcţie de 7, și V și apoi numai în funcție de >,. 

Evident, mărimile componentelor v ale vitezei în S”, date de ecuațiile 
(12.1) şi (12.2), nu sînt egale, chiar dacă ele ar fi egale în S. Diferența în mă- 
rimile componentei y a vitezelor în S' apare din faptul că componentele x ale 
vitezelor în S nu sînt aceleași ; ele sînt egale, dar de semn contrar. Situaţia este 
ilustrată în figura 12.2, c. Variaţiile impulsului nerelativist, — 24”, (2) 
și 2Mo, (1) nu vor fi egale și de semn contrar. Vedem așadar, că o definiţie 
în care impulsul este direct proporțional cu viteza nu poate asigura conser- 
varea impulsului în toate sistemele de referință. Sau conservarea impulsului 
este incompatibilă cu transformarea Lorentz, sau există o altă definiție a sa, 
astiel încit conservarea impulsului să fie valabilă în toate sistemele ca e'se 
mișcă unul față de celălalt cu viteză constantă. 

Vom căuta acum o definiție Lorentz invariantă a impulsului. Definiţia 
trebuie să fie astfel încît componenta + a impulsului particulei/să fie inde 
pendentă de componenta x a vitezei sistemului de referință în care se observă 
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FIG. 12.2. (c). În noul sistem S' impulsul 
nerelativist după direcţia ' nu este acelaşi 
înainte și după ciocnire. 


ciocnirea. lacă se găsește o astfel de definiție, atunci conservarea compo- 
nentei y a impulsului particulei într-un sistem de referință, asigură conser- 
varea ei în toate sistemele. Ştim că deplasarea Av în direcția + rămîne inva- 
riantă la transformarea Lorentz. Dar timpul Af în care se parcurge distanța 
Ay depinde de sistemul de referință şi atunci viteza vu, = Axy/AL/ depinde de 
sistemul de referință. În loc de a folosi ceasurile din sistemul laboratorului 
pentru a măsura pe Af, putem folosi un ceas legat de particulă. Acest ceas 
va măsura timpul propriu al particulei A+. 7oț observatorii vor fi de acord 
cu valoarea lui Ar. Aşadar, mărimea Av/A- este aceeaşi în toate sistemele de 
referință. Ştim că Ar și A- diferă prin factorul de dilatare a timpului din 
ecuaţia (11.11), astfel încît avem: 


a i 
Aaaa (i = E (12.3) 


unde 7 este viteza particulei în raport cu sistemul de referință în care este 
măsurat A/. De aici rezultă: 


Ay md At „A 1 


—— DZ = ———— 
1 
Ar At Ar At (| — v2/c2): 
1 
r - . 5 2 . 4 
Vedem că componenta y a lui v/(l — 22/c2) va fi aceeași în toate 
sistemele de referință care diferă doar prin componenta + a vitezei lor. Dacă 


definim impulsul relativist prin relația: 


(12.4) 


atunci conservarea componentei v a impulsului este valabilă în orice sistem 
inerţial, care se mișcă față de unul aflat în repaus, cu o viteză constantă 
îndreptată de-a lungul axei x. Remarcaţi că folosind definițiile 5 = zac și 


. . , . 
p=(1—2/c2) 2, introduse în capitolul L!, putem scrie pentru mărimea 
impulsului: 


p= Mer. d 


Figura 12.3 ilustrează această nouă definiție a impulsului în funcţie de 7. 
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FIG. 12.3. toriu ca sirmitioailiul să se cousere in orice Stea redefinin | p după cum urmează 
Pentru o particulă cu viteza v şi masa de repaus Vf, 


Mv 
ZID 
ANL — v2jcă 
Mărimile impulsurilor relativist şi nerelativist sint trasate pe grafic. 


p= 


În discuţia die pină acum, am folosit pentru simplitate axe dle coordonate 
simetric dispuse în raport ru mişcările, astfel încît nu apăreau modificări în 
| Xa vitezei niciunei particule Întrucit nu exstă modificări nici 

componenta +, definiția 112.4) asigură şi conservarea romponentei x a 
pb. Vom vedea în paravratul „i ransformarea impulsului si energiei” 
pasa 73) că, în „ transtormarea impulsului în S” este lezată atit 
ul cît și de energia din >. Cititorul poate arăta că, chiar dacă parti- 
cula pn are masa ciilerită de a particulei |. argumentul de mai sus este valabul, 
astiel încît avem e lege relativistă de conservare a pp |" Pentru sc 4 l 
definiţia impulsului se reduce ia cazul nerelativast, Mi. Este un fapt 
experimental dovedit că impulsul definit «le relatia ul Cr st conservă în toate 
procesele de ciocnire. 
Putem scrie impulsul relativist fecuația (12.4)]: 


p = M(v)v 
și interpretăm mărimea: 
M(w) = a My (12.6) 
(1 — ji 
drept masa relativistă a ticulei de viteză z și masă de repaus MM. Ea este 
iune în în figura 12.4. de repaus este masa obţinută în limita 7 +0. 


Cînd e —c, M(a)/M + x. Creşterea relativistă a masei a fost verificată în 
numeroase experiențe de deviere a electronilor ; ea este, de asemenea, unplhicit 
verificată în funcţionarea oricărui accelerator de particule de mare energic. O altă 
formulare a relaţiei (12.6), dată în paginile următoare, evidențiază în mod direct 
legătura dintre energia relativistă şi impuls, şi este deseori mai simplu de aplicat. 


FIG. 12.4. Noua definiție a impulsului conduce 
la această comportare a masei: 
M 


ză 


În unele cărți se folosește M pentru masa variabilă și se scrie M = 
=MoivN l — v2jc? = “Alo, unde My este masa de repaus. Vom continua însă 
să notăm masa de repaus cu M, iar masa relativistă variabilă cu AM, sau uneori 
cu M(y). 


ENERGIA RELATIVISTĂ 
Lă . Lă E“i . - Id . A . Lă | 
Ce este energia cinetică relativistă ? Prin ce vom înlocui expresia ri Me? 


pentru a obține o expresie relativistă semnificativă? În primul rînd, să ne 
reamintim cum am definit energia cinetică în capitolul 5: ea era energia căpă- 
tată de o particulă liberă, aflată inițial în repaus, atunci cînd se efectua asupra 
ei un lucru mecanic. Reţinem această definiţie și scriem legea a doua a lui 
Newton sub forma: 


F = dp d MM 


di di Viu 


unde timpul 1 și forța F se referă la cantitățile măsurate în sistemul labora- 
torului în care se observă impulsul 4. (Transformarea forței dintr-un sistem 
de referință în altul este tratată ceva mai departe în acest paragraf.) Presu- 
punem că F este pe direcția x. Atunci, lucrul mecanic L efectuat de ea este: 


di vi — v2]c2 dr $ vi —22j2)] di 
- (| Mo de Mc? =] i, 
ȘI = 2/c de  v(1 — v2/c2)2 dr n: 
i cit 1 pc2 
m jiu: | atita) bn 
(1 — 72625 ĂF | și —y7g 


unde am folosit faptul că dx/d/=. 
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FIG. 12.5. Energia relativistă E = Mc2/(l — v2/c2)2, energia cinetică relativistă, Ec = 


= MINT | — Me și energia cinetică nerelativistă Fe. = — Mu? sînt trasate ca func- 
hi 


ţii de u/c. Pentru v/c & |, curbele pentru E și ££,. sint aproape identice ca formă, deoarece 


A 1 l 
Me2/(1—v2]c2) 2 a Mc? - i] Mu2. Pentru vjc — |, E crește mult mai repede ii aul 


Dacă presupunem că la limita superioară de integrare viteza este , iar la 
limita inferioară este zero, obținem: 

= 
L = 


Me 
———————— — ME = Ms — 1). 
(1 — vâjcă a OY ) 


(12.7) 


Aceasta va fi energia cinetică E.; graficul ei în funcţie de v este trasat în 
figura 12.5. Folosind această expresie pentru E, obținem concordanță cu 
rezultatele experimentale prezentate în figura 10.20. 


. i * id Li 4 ” 1 
Din punct de vedere formal această nouă expresie nu seamănă cu i M 2, 
dar să vedem ce devine ea pentru zjc< |. 


1 
TI ae 


i aa = + 
ca urmare, 
i dă 1 92 
“da 
și, în definitiv, 


2 
May — 1) devine ÎL Mm Mii, 
2 ca 


reducîndu-se, pentru valori mici ale raportului v/c, la expresia newtoniană. 
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Să considerăm acum energia relativistă din punct de vedere formal. 
Folosind relaţia (12.5), pătratul impulsului relativist poate fi scris sub forma: 


p*= Mc pap, (12.8) 
Identitatea: 
O E 
1 — v2/c2 1 — v2/c2 
sau 


să a: fara == LE 


este implicit Lorentz -— invariantă deoarece | este o constantă. Înmulțind 
cu M?c4, obţinem: 


M2câ(op2 — B22) — M?ci 
și, folosind ecuația (12.8), 
Micii — pici = Mâct, (12.9) 


Întrucît masa de repaus este constantă, 1/2c* este o constantă, deci un inva- 
riant Lorentz, așa cum trebuia. 

Ce mărime fizică este însă M?c2? Rolul său în ecuaţia (12.9) sugerează că ea 
trebuie să fie o mărime fizică importantă, deoarece scăzind din ea p*c” obți- 

nem numărul M2c4 care este un invariant Lorentz. 
Să definim energia totală relativistă E a unei particule libere prin relația: 

2 

Es Maya — ME (12.10) 

(1 — 000pe 


Atunci ecuația (12.9) spune că mărimea: 


(12.11) 


este un invariant Lorentz. 
Prin trecerea de la un sistem de referinţă la altul, 2 >" şi E - E", invarianța 
mărimii date de relaţia (12.9) arată că: 


E'2 — p'2c2 = E2 — pic? = M?d, 


Acesta este lucrul pe care îl înțelegem atunci cînd spunem că expresia (12.11) 
este un invariant Lorentz. Subliniem că 1/ reprezintă masa de repaus a parti- 
culei și este Lorentz invariantă. Din ecuația (12.11) rezultă: 


E = NB Ma. (12.12) 


Dacă pc < Me?, atunci: 


22 22 2 
E = Me | ip Done ref! prelat  dea L£, 
M2câ 2 M2c 2 Si 
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2 1 _ 
iar E, = — “— este tocmai rezultatul nerelativist. Pe de altă parte, dacă 


2 
Ze > Mai, atunci: 


aa 
29 


E =fe. 


Această aproximaţie este deseori făcută de fizicienii care lucrează în domeniul 
energiilor înalte. Vom vedea în cele ce urmează (pagina 384) că ea este vala- 
bilă în cazul cuantelor de lumină, pentru care M=0. 

Între aceste două limite, relația dintre E și p sau dintre E, şi / (sau 4) 
nu este simplă. Remarcaţi că, folosind egalitatea E = vM-c?, energia cinetică 
E, dată de ecuaţia (12.7) devine acum: 


E. =E— Me sau E=Mc+E, (12.13) 


Este important de subliniat că dacă v = 0, atunci E = Mc?. Cu alte cuvinte, 
masa AM are energie chiar în repaus. Această energie reprezintă, desigur, 
energia de repaus şi vom vedea în cele ce urmează citeva exemple în care ea 
se va dovedi importantă. Diferenţa dintre energia totală E (pentru v > 0) 
și energia de repaus este energia cinetică E.. 

Remarcaţi, de asemenea, că E = Mc? ecuaţia (12.10) și --M este tocmai 
masa relativistă, astfel încît E este produsul dintre masa relativistă şi c?. 
Masa şi energia sînt, de fapt, nume diferite pentru aceeași mărime. Nu are 
sens să întrebăm: are o particulă masa mai mare, deoarece are energie cinetică 
sau are energie cinetică fiindcă i s-a mărit masa? „Masă mai mare“ și „energie 
cinetică“ trebuie să fie considerate laolaltă. 

Conservarea energiei în ciocnirea particulelor cere ca suma: 


2 E, = const., 


[în care E, este energia relativistă a particulei de indice 7, dată de relaţia 
(12.12)|, să fie aceeaşi înainte şi după ciocnire. Conservarea energiei relativiste 
este valabilă chiar și pentru ceea ce am numit ciocnire neelastică, întrucît 
pierderea de energie cinetică (sub formă de excitaţii interne ale particulelor) 
este compensată de o creştere corespunzătoare a masei particulelor. (onser- 
varea impulsului cere ca suma: 


Da = const., 


1==l 


să fie aceeași înainte și după ciocnire. 


TRANSFORMAREA IMPULSULUI ȘI ENERGIEI 


Folosind ecuaţia (12.3), scriem acum relația (12.4) pe componente: 


dx dy i 
=; = M—:; p=M-—: 12.14 
P i dz P, dr ? dr ( ) 


În mod similar, din ecuaţiile (12.10) și (12.3) rezultă că putem scrie energia 
E sub forma: 


E agită. (12.15) 
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Întrucât M şi = sînt invarianţi Lorentz, din ecuaţiile (12.14) şi (12.15) rezultă 
că. la vw transformare Lorentz p,, pu. P, si Ec? trebuie să se transforme la 
fel ca x, vi i 7. Deoarece cunoașteru transformarea acestora, ecuația (12.16) 
rezultă imediat. lolosmă transtormarile date în capitolul 11, obținem rela- 
iile de transformare pentru impuls și energie: ni 


pp); piu: pia, 


Ii = HE — Bac) 


(12.16) 


Transformarea inversă rezultă schimbind pe 5 în +% și schimhînd între 
ele cantitățile indiciate cu prim și cele neindiciate: 


Pe = [e “r ); Dy = By Pe = 2 
C (12.17) 
E = v(E' + picB). 


Folosine ecuațiile (12.149 şi 112.15; putem afla viteza particulei din impulsul 
Și energia ei: 


sau 


(12.18) 


EXEMPLU 


Ciocnirea neelastică. Presupunem că două particule identice | şi 2 se ciocnesc și se unesc 
formind o a treia particulă 3. În sistemul S al centrului de masă avem (din insăși definiția 
centrului de masă): 


pi * pe 0. 
Particula, rezultată trebuie să rămină în repaus. Într-uri alt sistem S“, avem: 
PA + Pa = Pa: 
Exprimăm noile ampulsuri în tn pre ce cele olswvrate su N, cn apmterul tramstenenăy n (12.6): 


. E 
= Pas = YPza — ii a 


E 
Pai + Paa = Y(Pr + Pra) — Ilea o Fa) 


; (12.19) 


E, Şi E, sînt energiile particulelor iniţiale, în S; Ea este energia, în S, a particulei rezultate, 
Dar intrucit Pas = 0 şi Pai + Pza = 0, ecuaţia (12.19) se reduce la: 
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Acest rezultat ne spune că energia relati:zistă se conserză in ciocniri. Discuţia ne reamintește 
de discuția similară asupra impulsului şi energiei, purtată în capitolul 4. 

Întrucit particulele sint identice, E, = E; folosind ecuația (12.10) pentru E,, obținem 
pentru E, în S: 


2Mc 
Moctime E—, (12.20) 


Uli 


Mg este masa de repaus a particulei formate in urma ciocnirii iar v este 'iteza inițială a parti- 
culci | (sau 2) in sistemul S$. Masa de repaus 1/4 a particulei rezultate este, în acest exemplu 
mai mare decit suma 2M a maselor de repaus ale particulelor inițiale. Energia cinetică a 
particulelor incidente s-a transformat în masă de repaus a particulei rezultate. 
Considerind cea mai generală ciocnire, găsim că impulsul se conservă doar dacă suma: 


MIEL ee (12.21) 
* Uooi 


extinsă asupra tuturor particulelor incidente, este egală cun aceeași sumă, extinsă asnpra par- 
ticulelor emergente |. Am văzut in ecuaţia (12.20; o exemplificare a acestui fapt. Într-o ciocnire 
relativistă, impulsul se conservă numai dacă se conservă și energia relativistă. 

Noua masă de repaus M, este mai mare decit suma 2M a maselor de repaus inițiale. 
Pentru f & |, putem descrie parţial această creştere în funcţie de mărimi nerelatiziste. Întrucit: 


i vă 
zl $u.,, 
(1 — v2/ct2 2c2 
obținem din ecuația (12.20) că: 
1 vă energia cinetică 
MR 2 ine: > NE. x 21 M + Ş . (12.22) 
c ! c 


Aşadar, masa de repaus Aa nu este compusă numai din suma maselor de repaus ale particu- 
lelor incidente ci şi dintr-o contribuţie proporțională cu energia lor cinetică. Acest exemplu de 
ciocnire neclastică arată că a aut loc o transformare a energiei cinetice în masă. [Am seris 
ecuaţia (12.22) pentru valori mici ale lui 6 doar intrucit acest fapt ușurează punerea in evidenţă 
a transformării masă-energie, dar translormarea are loc pentru orice 3.) Din formula (12.22) 
rezultă relația dintre creșterea masei: 


AM m M, — 2M (12.23) 
şi energia cinetică care „a dispărut“! 
Ec = c- AM (12.24) 


Din definiţia energiei cinetice dată de egalitatea (12.7) E. = (yp— DH, se poate constata 
valabilitatea generală (nu numai pentru 5 mic) a rezultatelor conținute 1n formulele (12.22) — 


(12.24). 


Echivalența dintre masă și energie. Posibilitatea transformării masei de 
repaus în energie şi reciproc (precum şi relația cantitativă dintre ele) a fost 
considerată de către Einstein drept cea mai semnificativă contribuţie a teoriei 
relativităţii. Atît timp cît particulele nu capătă viteze semnificative în raport 


1 Nu putem aplica direct ecuația (12.21), dacă în ciocnire intervin fotoni, deoarece 
pentru fotoni, v = c. Vom arăta în relațiile (12.26) şi (12.27) cum se rezolră această problemă 
pentru fotoni și pentru alte particule cu masă de repaus nulă. 
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cu c, putem folosi definiția nerelativistă a energiei cinetice din care deducem 
că, în toate ciocnirile de particule (chiar dacă numărul particulelor incidente 
diferă de cel al particulelor emergente), variația negativă sau pozitivă'a masei 
de repaus înmulțită cu c? este egală cu variația pozitivă sau negativă a ener- 
giei cinetice. Reciproc, într-o ciocnire neelastică, pierderea de energie cinetică, 
trebuie să fie însoțită de o creștere a maselor de repaus ale particulelor emer- 
gente. 

Vedem din formulele (12.6) şi (12.10) că putem scrie E = M(w)c?. Astfel, 
definiția naturală a energiei în teoria relativității validează formula (12.24) 
a energiei totale, independent de restricția v/c < 1: 


NE m ANA 


(O deducere exactă este dată în nota istorică de la sfîrșitul capitolului.) Varia- 
ţia AJ a masei asociată transformării energiei cinetice în masă de repaus 
este, în general. foarte mică pentru procesele întîlnite în mod uzual, deoarece 
c este mult mai mare decît vitezele obișnuite. 

Deoarece masa este echivalentă cu energia, unui sistem care are energia 
totală relativistă E, îi este asociată o masă inertă A/ = E/c?. Să considerăm 
o cutie fără masă, care conţine N particule de masă M, aflate în repaus. 
i)acă încercăm să o accelerăm, cutia „opune“ o masă inertă NM. La viteza V, 
cutia are impulsul NMV. Dar, dacă tiecare particulă din cutie are viteza v 
și energia cinetică : mu?, atunci masa inertă a cutiei este N(M —- A/a2/2c2), 
iar impulsul ei este NV(AM —— Me?2'2c2). În aceste formule, vitezele | și a 
au fost presupuse mult mai mici decît c. 

În mod similar, un resort comprimat are o masă mai mare decît unul 
liber, diferența fiind dată de raportul dintre lucrul mecanic necesar compri- 
mării și c?. Dacă resortul comprimat este complet dizolvat în acid, produsele 
de reacție vor fi uşor mai grele (sub limita măsurabilității experimentale) 
decît în cazul în care resortul ar fi liber. Aceasta ar putea fi pusă în evidenţă 
sub forma unei mici creșteri de temperatură a soluției, dacă o astfel de creş- 
tere ar putea fi măsurată. 


EXEMPLU 


Transformarea masă-energie 

(1) Dacă două corpuri cu mase de 103 kg, avind viteze de semn contrar, egale fiecare 
cu 10% m/s, se ciocnesc și rămin lipite in urma ciocnirii, masa de repaus suplimentară a parti- 
culei rezultate este: 


Ama E = 2 (zu) 1 - 10714 kg. 
că 2 că 
Aceasta reprezintă o cantitate mai mică decit precizia cu care poate Îi măsurată masa de 
103 kg. | 
(2) Un atom de hidrogen constă dintr-un electron legat de un proton printr-o forță de 
atractie electrostatică; masa sa de repaus Vp este mai mică decit suma maselor de repaus m, 
a electronului liber şi Mp, a protonului. Diferenţa «le masă este egală cu energia de ionizare 
[de legătură) împărțită prin c2. Masa My a atomului de hidrogen este «dle 1,6756: 10 2 kg. 
Energia de legătură a electronului la proton este de 13,6 eV sau 22. 1012 J astfel încît: 
20 LOgis 


Mp m Mu > R 2,4: 1075 kg 
6 
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FIG. 12.6. Energia de legătură a nucleelor, in MG ca tum.ţie de avizeiuăă de 05) p a 
nucleului. Reamintim că | MeV este echivalent cu o masă de 1,76: 10% kg. În grafic nu 
sint reprezentate toate nucleele. 


ceea ce reprezintă 1/10 din masa atomului de hidrogen — o cantitate prea mică pentru a fi 
măsurată 1. 


(3) Suma dintre masele de repaus ale protonului și neutronului este: 
Mp + Ma = (1,67265 + 1,67496) : 1072" — 3,34761- 102% kg. 


(n toate acestea, masă dlenteronului este doar de 3, 54305 - 10 2 ke Interenţa de 0,005V0 - 10 27 ku 
corespunde une energii de î,50 - 10 157 sau 2.23 Mel, care este tovmat enertiă necesară pentru a 
disocia deuteronul într-un neutron și un proton liberi și care se numește energia de legătură 
a deuteronului. (Figura 12.6 prezintă graficul energiei de legătură a nucleelor în funcție de 
numărul de masă. În fapn. aceste date furnizează » metonlă de obrunere a mase nentromului 
Dezintegrarea neutronului in proton, electron și neutrin furnizează o alta, iar acordul celor 
două metode este foarte bun. 


Du tabelul 12.1 energia degajată Obserrată, AF, este comparată cu variația obser zată 
a masei, AM, pentru diferite reacții nucleare. 


TABELUL 12.1 


Compararea energiei de dezintegrare calculate și observate * 


E. PRET | Energia degajată, Mev 


u.a.m, | | 


AM-ct AE 
9Be + iH — BLi — 1He | 0,0024 2425 2,28 
SLi + 2H — tHe + tHe 2 0,0238 1 | 2217 | 22,20 
A0]3 —- 2H — iC + ln 0,00685 6,38 6,03 
IN + 2H — 12C + 4He i 0,01436 + 13,37 | 13,40 
IN + îHe—+ 170 +:H | —0,00124 | —1,15 | —1,16 
wSi + 3He— AP 1H | —0,00242 i —2,25 j —2,23 


mi ma 


* Ș. Dushman. General Electric Review. 47: 6—13 (octombrie 1944). 


Em 


1 Măsurătorile actuale sint de 10 pină la UV ori mai precise. Efectele legăturii electronice 
au fost observate in reacțiile nucleare. 


O unitate atomică de masă (u.a.m.) este egală cu 1/12 din masa atomică a izoto- 
pului 2C. 


EXEMPLU 


Producerea energiei în stele. Cea mai mare parte «din energia Soarelui şi a majorității 
stelelor ia naştere în urma „arderii“ nucleare a protonilor cu obţinere de heliu. 

Energia degajată pentru fiecare atom de heliu format (vezi fig. 12.7) poate fi calculată 
din variația netă a masei în cursul reacției: 


4M(UH) — M(4He) = 4(1,6736 : 10-27) kg — (6,6466 - 1027) kg = 


(12.25) 
= 0,0478 + 1027 kg a 52 m. 
unde m este masa electronului. Rezultatul este echi-zalent cu 26,7 MeV. Masele atomice tabe- 
late includ masa electronilor respectivri. În reacţiile de mai jos, pozitronii sint anihilaţi de 
electroni și produc raze y. 

Temperatura în centrul Soarelui este de = 2: 107 K. La această temperatură se crede 
că procesele nucleare sint dominate de următoarele reacţii (ilustrate în fig. 12.8): 


H+ p="H jet + neutrin 
2H + 1H m3He4y 
3He + 3He a îHe 4 21H. 
Efectul net este arderea hidrogenului și producerea de *He. Remarcaţi că m prima treaptă 


a reacției se elimină un neutrin (particulă nentră cu masă de repaus nulă), asttel incit Soarele 
este o sursă puternică de neutrini. Neutrinii interacționează loarte slab cu materia; aproape 


FIG. 12.7. Energia de legătură pe nucleon, în MeV per nucleon, ca funcție de numărul de 
masă 4. Punctul notat cu « corespunde nucleului de "He, care are o energie de legătură 
relativ mare. 


Rezultatul global: 
4 nuclee de hidrogen — 1 nucleu de neiu 


Energia degajată m 8-10 3)/kg transformat 


FIG. 12.8. Diagrama fuziunii hidrogenului în 
heliu prin reacția în lanț p — p care are loc 
in cea mai mare parte a stelelor de masă egală 
sau mai mică decît masa Soarelui. Densita- 
tea: 10% kg/m3. Temperatura: 107 K. (După 
W. A. Fowler.) 


toți neutrinii produși în reacțiile nucleare 
care au loc în stele, scapă în spațiul cosmic. 
Ei transportă pînă la 10% din energia emisă 
de către Soare. 


Particule cu masă de repaus nulă. 
Dacă în formula (12.11) punem M=0, 
obținem : 


Eve (12.26) 
astfel încît relația (12.18) devine: 
w=c (12.27) 


și vedem că o particulă cu masă de 
repaus nulă se mișcă totdeauna cu 
viteza luminii. Ea are această viteză 
pentru orice observator, după cum 
pentru orice observator ea are masa 
de repaus nulă. Cu excepţia faptului 
că nu îl putem concepe totdeauna 
ca pe o particulă, un puls de lumină 
în vid are tocmai această propri- 
etate, v = c. În multe fenomene, 
în care natura cuantică a luminii 
este precumpănitoare, observăm că 
lumina se comportă ca și cum ar 


fi formată din particule pe care le numim fotoni, sau cuante de lumină. 
Un foton este o particulă cu masă de repaus nulă; ea nu este unica particulă 
cu masă de repaus nulă, pentru că, așa cum s-a menționat în capitolul 1], și 


neutrinii au această proprietate. 


Toate particulele cu masă de repaus nulă au proprietatea extrem de simplă 
exprimată prin formula E = pc. Energia unui foton este legată de frecvenţa 
lui prin relația E = Av, unde h este constanta lui Planck. Așadar, E = h = fe, 


sau 2 = hw/c. 


1 Pentru o excelentă prezentare a originii elementelor, vezi William A. Fowler, Proc. 


Nat. Acad. Sci., 52: 524—548 (1964). 
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Există totdeauna un impuls E/c asociat unui foton de energie E. Atunci 
cînd un foton este absorbit de un atom, atomul primește un impuls egal cu 
Ec. Dacă fotonul este reflectat (absorbit și reemis în sens contrar), transferul 
de impuls este 2E/c. 

Să calculăm presiunea radiației în interiorul unui cub de latură L care 
conține fotoni cu energia radiantă totală U pe unitatea de volum. Presupu- - 
nem că fotonii se mișcă dezordonat în toate direcțiile ;: aceasta este echivalent 
cu a spune că o treime din ei se mișcă paralel cu una dintre muchiile cubului. 


În unitatea de timp pe o față a cubului au loc El) ciocniri, unde N este 


numărul total al fotonilor din cutie. Variația impulsului la fiecare ciocnire 
este 2E/c. Media temporală a forței care acționează asupri unei feţe este 
F = (ciocniri în unitatea de timp) : (variația impulsului la o ciocnire) = 


aa N (<)| =) a N — Dacă n este numărul de fotoni din unitatea de 
volum, atunci N = uL* și pentru presiunea radiației rezultă formula: 
ds că sau PU! 
3 3 
unde P = F/I? şi U=nE. 
Este ușor de obținut expresia deplasării l)oppler din expresiile lui 2 și E 


şi din transformările Lorentz (12.16). Care sînt valorile lui E' și p', în siste- 
mul S', dacă valorile corespunzătoare în sistemul S sînt E = bv, 5, = wc? 


(e ES e) | ia = ri — fc =) 
c ţ 


l)eci: 


pu (= Bei E = în = Br 


sh Desi eset de A, 12.28) 
Pi = TB i E' == pri ( 


E' este, evident, egal cu f'c. 

lumina provenită de la Soare aduce pe suprafața Pămîntului o energie 
radiantă de circa 10% ]/m? : s. Dacă toată energia incidentă ar fi absorbită, 
presiunea corespunzătoare ar fi (10%/c) N/m? = 3 - 106 N/m?. Dacă întreaga 
energie ar fi reflectată, presiunea ar fi de două ori mai mare. Această pre- 
siune este extrem de mică iar efectul ei asupra mișcării Pămîntului este com- 


1 Pentru SI mie rr ră (teoria cinetică a gazelor) relația este: 


N 2 a - . . - . . 
Pa Ne 2 Îi densitatea energiei cinetice. Trecerea de la relația P = 
3L3 3 
2 : : | A : a 
=— + densitatea energiei cinetice la relația P = — . densitatea de energie (care va fi egală 
3 


cu presiunea peniru v 2 c) corespunde trecerii de la: 


E; =— la E. m E pc: 


ILG. 12.9. Cometa Mkros, 27 Angust 195”. rPotogralie de la Observatoarele Mount Wilson si 


Mount Palomar. |) 


plet neglijabil. În cazul cozii foarte difuze a unei comete sau a sateliților lui 
Echo, pentru care aria suprafeței este mare în raport cu masa, efectul globa' 
al acestei presiuni poate să nu fie neglijabil. Figura 12.9 reprezintă o ilustrare 
a acestui fapt. Bombardarea cozii cometei de către particulele provenite de 
la Soare poate avea un efect notabil. În interiorul unei stele fierbinţi de mică 
densitate, presiunea radiației poate deveni extrem de importantă. 

Pentru orice particulă cu energie suficient de mare, astfel încît E > Mc:, 
vom avea aproximativ aceeași relație între impuls și energie, ca și pentru 
foton. Pentru o particulă, putem totdeauna postula un observator aflat în 
mișcare, pentru care particula este în repaus. Iar fotonul nu va putea fi adus 
niciodată în repaus prin schimbarea sistemului de referință, deoarece, deși 
energia și impulsul lui pot diferi pentru diferiți observatori, el va avea tot- 
deauna v = c= E/p. 

Să considerăm un atom de hidrogen în repaus, dar aflat într-o stare 
electronică excitată. Atomul de hidrogen emite o cuantă luminoasă de ener- 
gie E şi impuls (E/c)&. Atomul capătă un impuls de recul egal cu — (£/c)ă. 
Ca urmare a reculului, centrul de masă al sistemului (atom plus cuantă de 
lumină) nu poate rămîne în repaus decît dacă cuanta de lumină are o masă 
M,. Pentru a afla pe M,, punem: 


î NE IM, 
Mat = —(EJ0)R şi ri= că, astfel încît 
zl a Mc = 0 şi M,= E. 
C c 


Aceasta este tocmai masa dată de relația lui Einstein. Masa cuantei de lumină 
nu este o masă de repaus; ea este masa corespunzătoare energiei £. Masa 
de repaus a cuantei de lumină este nulă. 
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TRANSFORMAREA VITEZEI DE VARIAȚIE A IMPULSULUI 


Ne interesează legea a doua a lui Newton: 
CE pp „ala 
di di NI — v2/c? 


şi modul în care se transformă ea. Este evident că: 
dp „45 
d d 
Să considerăm sistemul S' în care masa M este instantaneu în repaus 


Atunci S' se mișcă cu viteza v% în raport cu S$. Din transformările (12.16; 
rezultă: 


A5, = A5,; AD, = AP, 


iar din formula (12.3), obținem: 


2 
ar = a = [i A 
Cc 


unde Ar este timpul propriu. Prin urmare: 


— —————— ——. 


AL AL Vaalt 
Întrucît 
Ap, Ap! 
Ft si = = 
di Ni 
vedem că 
poale, și Ea) 
Y je 


Componentele x ale lui Ap/A/ nu sînt la fel de simple. 
4 vE' 
P="Y ( + =) 
c 
AE' 


c2 


(12.29) 


AP, == vAD: + Yu 


Evaluăm AE' în funcție de A5,: 


Ap a 0. 
VMici + cip: 
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Dar £;, y, £; sînt toți egali cu zero. Aşadar, AE' = 0 şi reîntorcîndu-ne la 
relația (12.29), obținem: 


Ap, _ VAD At _YAP | _ AP: 


A AP A AP y AP 


sau 
dp, „ Pe 
d/ d? 
Și 
F.=EF.. (12.30) 


Aceste ecuaţii vor juca un rol fundamental în volumul 2, capitolul 5. 
Ele sînt, desigur, cazuri particulare ale unor rezultate mult mai generale. 


CONSTANȚA SARCINII 


Legea de mișcare gE = p pentru o particulă de sarcină ş într-un cîmp elec- 
tric E este incompletă, cîtă vreme nu știm dependenţa sarcinii de viteză și acce- 
lerația particulei de impuls p. Cea mai bună verificare experimentală a faptului 
că sarcina protonului sau a electronului este constantă cu o foarte mare preci- 
zie, este observaţia că fasciculele de hidrogen atomic sau molecular nu sînt 
deviate de cîmpuri electrice uniforme, perpendiculare pe fascicule. Atomul 
de hidrogen constă dintr-un electron e și un proton A. Molecula de hidrogen 
H+ constă din doi electroni și doi protoni. Chiar dacă protonii se mișcă foarte 
încet, electronii se mișcă în jurul protonilor cu o viteză medie de circa 10% !. 
Molecula n*deviată are în acest caz impulsul constant, astfel încît rezultatul 


a LI] [] E ă 
experimental ne spune că p,+p,=0= (e, + e,)E. Rezultă deci din expe- 
riență că, în atom sau moleculă, e, = — e, în ciuda faptului că electronul 
are o viteză mare, iar protonul o viteză mică, sau că viteza medie a electro- 
nului este diferită în atom și în moleculă. Din punct de vedere cantitativ, se 
știe că pînă la viteze de ordinul 10“2c, sarcina electronului este independentă 
de viteză și egală cu cea a protonului, cu o precizie mai mare de 1/10?. În 
plus, se știe că sarcinile existente în natură sînt multipli ai sarcinii electro- 
nului, astfel încît sarcina totală poate fi aflată printr-o simplă numărare, 
independentă de sistemul de referință. 

Situația experimentală va fi discutată în volumul 2. Rezultatul experi- 
mental indică independența sarcinii față de viteza particulei sau observato- 
rului. Prin urmare, la o schimbare a sistemului de referință, sarcina și masa 
se transformă în mod diferit. 


! Teoria, elementară a lui Bohr, asupra atomului dă pentru starea fundamentală viteza 
E] c| 137. 


l. Impulsul velativist. Care este impul- 
sul unui proton care are energia cinetică 
de 1 GeV!1? (Dacă E este măsurat în GeV, 
putem măsura impulsul p în GeV/c.) 


R: 1,7 Gev/c. 


2. Impulsul velativisi, Care este im- 
pulsul unui electron cu energia de 1 GeV? 


R: 1,0005 Gevic. 


3. Impulsul fotonului. Care este impulsul 
fotonului cu energia de | Gev? 


4. Energia şi impulsul unui proton 
vapid. Considerăm un proton cu viteza 
8 == 0,993 in sistemul laboratorului; ce 
“valori are impulsul relativist și energia 
totală relativistă? Ce valoare are energia 
cinetică? 


5. Particule provenite din raze cosmice 
de mare energie. Se știe că particulele pro- 
venite din razele cosmice pot avea energii 
pină la 1012 eV și chiar mai mari. 

(a) Care este masa aparentă (aproximativă) 
a unei astfel de particule? 

R: 1,8 1071? kg. 

(b) Care este impulsul ei (aproximativ)? 

R: 3: 102 kg.m/ş. 


6. Transformarea energiei și împulsu- 
lui. Un proton are viteza A = 0,999 în 
sistemul laboratorului. Aflaţi valoarea ener- 
giei și impulsului într-un sistem care se 
deplasează în același sens cu viteza f' = 
= 0,990 in raport cu sistemul laboratorului. 


! În original 1 BeV. Cuvintul billion 
are sensuri diferite în diferite ţări. În 
Statele Unite, este egal cu 107, dar în 
Anglia, este 10:2. Se preferă folosirea pre- 
fixului giga (prescurtat G) pentru a dese- 
mna factorul 109. 


7. Energia unui electron rapid. Un 
electron are $ = 0,99. Care este energia sa 
cinetică? 

R: 21 Mev. 

8. Reculul în emisia Y. Care este, în 
sistemul laboratorului, impulsul de recul al 
unui nucleu de 5Fe care reculează datorită 
emisiei unui foton de 14 keV. Impulsul 
nucleului este relativist? 

R: 7,5: 104 kg-:mys. 


9. Consideraţi o rază y de energie Ey 
care se indreaptă către un proton aflat în 
repaus in sistemul laboratorului. 

(a) Care este impulsul razei Yy în sistemul 
laboratorului? 

(5) Arătaţi că viteza V a centrului de 
masă în sistemul laboratorului este dată 
de raportul: 


le Ex 


c Ey + Mp 

(c) Care este energia razei Y în sistemul 
centrului de masă? Dar energia protonu- 
lui în același sistem? 


10. Dezintegrarea neutronilor. Folosind 
valorile date în capitolul 12, calculați 
energia degajată la dezintegrarea unu! 
neutron într-un proton și un electron 

R: 0,79 Mev 


ll. Imvarianța Lorentz într-un siste. 
de două particule. Fie p = p, + pa şi E= 
=E, + Eş, impulsul total și respectiv energi 
totală, pentru un sistem de două particui: 
Arătați în mod explicit că transformăril: 
Lorentz aplicate lui p şi E sint compatibile 
cu invarianța mărimii £? — pâcă. 


12. Trecerea de la sistemul în repaus 
la sistemul centrului de masă. Doi protoni 
pleacă din același punct cu viteze fi = 0,5 
în sensuri contrare. 

(a) Care sînt energia şi impulsul unu: 
proton in raport cu punctul de plecare? 
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(5) Cu ajutorul transformării Lorentz, găsiți 
energia și impulsul unui proton în sis- 
temul propriu al celuilalt. (În probleme 
de acest fel este convenabil să se exprime 
energia ca un multiplu al energiei de 


repaus.) 


13. Radiația masei prin antenă. Care 
este masa corespunzătoare energiei radiate 
de o antenă radio cu puterea de 1000 W, 
în timp de 24 h? (i W=!l ]J/s). 


14. Energia solară. Constanta solară 
este fluxul energiei solare pe metru pătrat 
şi pe secundă, la distanța Pămiîntului. 
Măsurătorile au arătat că valoarea ei este 
1,4103 ]jjm3="s. 

(a) Arătați că puterea totală radiată de 
Soare este 4: 1026 W. 


(5) Arătați că puterea radiată medie per 
kilogram de materie solară este 
22» 1074 W/kg 2 6: 10 ]/kg-an. 

(0) Arătați că energia produsă prin trans- 
formarea unui gram de hidrogen în 
“He este 2 6: 101: 7. 


TEME AVANSATE 


Emisia fără recul a razelor y. Un 
nucleu aflat într-o stare excitată poate 
emite un foton (rază Y) în timpul tranziţiei 
către starea sa fundamentală, sau neexcitată. 
Poate avea loc și procesul invers: un nucleu 
aflat în starea fundamentală poate absorbi 
un foton, trecînd într-o stare excitată 
(vezi fig. 12.10). 

Presupunem că preparăm o sursă care 
conține nuclee excitate. În timp, sursa va 
emite fotoni. Fotonii sînt lăsați să cioc- 
nească un material absorbant care conține 
nuclee de același tip, aflate însă in starea 
fundamentală. Aceste nuclee vor absorbi 
fotonii incidenți pe care îi vor reemite mai 
tîrziu. Acest fenomen de absorbţie și ree- 
misie se numește fluorescență nucleară. 
Fotonii emiși (atit de sursă cît și de absor- 
bant) vor avea un spectru energetic de 
lărgime [, ca în figura 12.11. [ este litera 
grecească gamma mare. 

Un exemplu instructiv este furnizat 
de nucleul 57Fe. Acesta se formează în stare 
excitată, ca produs de dezintegrare a 57Co. 
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(d) Arătaţi că, dacă o treime din masa 
Soarelui ar fi hidrogen, iar procesul de 
fuziune ar continua fără modificări, 
Soarele ar continua să radieze cu aceeași 
putere ca şi în prezent, timp de încă 
3 - 10:0 ani. 


15. Propulsarea datorită presiunii ra- 
diației. Un dispozitiv posibil de propulsare 
în spaţiul cosmic constă dintr-o foaie metalică 
reflectătoare de mare suprafață, legată de 
un mic vehicul spaţial. Faceţi estimări 
rezonabile referitoare la acceleraţiile pe 
care le-ar căpăta un astfel de vehicul la 
distanța de | UA față de Soare. 


16. Impulsul unui puls laser. Un 
laser mare poate produce un puls luminos 
cu energia de 2 000 J]. 

(a) Arătaţi că impulsul acestui puls este de 
ordinul 105 kg - m/s. 

(2) Analizaţi cum poate fi măsurat acest 
impuls. Durata pulsului poate fi de 
1 ms (1073 s). 


În starea excitată, nucleul 57Fe emite un 
foton de energie 14,4 keV, trecînd în starea 
fundamentală. 

Considerăm nucleul %Fe într-o stare 
excitată și presupunem că nucleul se află 
inițial în repaus în vid. Atunci cind este 
emis fotonul, nucleul va recula în sens 
opus. 

(a) Care este frecvența v a fotonului de 
energie 14,4 keV? Reamintim că E = bv, 
unde h este constanta lui Planck, iar E 
este energia. 
R: 3,5: 10:02 Hz. 
Impulsul fotonului este v/c. Care este 
impulsul de recul al nucleului? 
R: 7,7 10-%. kg- m/s. 


(b 


pe 


(c) Arătaţi că energia de recul R a nucleului 
este: 
EI 
R = 3 
2Mc 


unde M este masa nucleului, iar E este 
energia fotonului. Evalnaţi energia R 


pentru 57Fe, în ev. 
R: 2: 103eV 


Nivelele energetice nucleare nu sint perfect 
monocromațice ci au o lărgime [, dată de 
relaţia de incertitudine: 
ze A Di 
27 

unde 7 este timpul de viuță al stării. Pentru 

raze Y de joasă energie, ca cea dată de SFe, 

lărgimea nivelelor energetice nucleare poate 

fi mult mai mică decît energia de recul R. 

În această situaţie, razele y emise nu mai 

pot fi reabsorbite de un nucleu aflat în 

repaus întrucît frecvența este modificată 

(vezi fig. 12.11 și 12.12). 

O metodă de acordare a frecvenţelor 
emițătorului și receptorului este aceea de a 
imprima sursei o viteză în raport cu recep- 
torul. 

(4) Care este viteza necesară în cazul 
nucleului 5*Fe? 

(e) Mâssbauer a observat că în cazul foto- 
nilor emiși de anumite cristale, impulsul 
de recul este preluat de întregul cristal 
și nu de nucleul individual. La tempe- 
ratura camerei, aproximativ 70% din 
fotonii emiși de un cristal de Fe nu dau, 
în acest sens, efecte de recul. Calculaţi 
energia R pentru un foton emis fără 
recul, dacă masa cristalului de Fe este 
de 103 kg. | 

R: 2: 10-25 eV, ceea ce este complet 

neglijabil. 


NOTĂ ISTORICĂ 


Relaţia dintre masă și energie. Primul 
articol al lui Einstein referitor la teoria 
restrinsă a relativității, intitulat „Asupra 
electrodinamicii corpurilor în mișcare” ui 
apărut în Annalen der Physik 17: 891 —921 
(1905). Acest volum din Annalen conţine 
trei articole clasice ale lui Einstein: unul 
referitor la interpretarea cuantică a efectu- 
lui fotoelectric (pag. 132 — 148); unul refe- 
ritor la mișcarea browniană (pag. 540-- 
560) și cel referitor la teoria restrinsă ui 
relativității, citat mai sus (multe dintre 
rezultatele conţinute în acest articol au fost 
anticipate de către Larmor, Lorentz și 
alții). În acelaşi an, a apărut în vol. 18 
pag. 639—641, un mic articol al lui Einstein, 


FIG. 12.10. Variația nizelelor eHCrgetice nu 
cleare în timpul emisiei și absorbției radiație: 


Pit. 12.01. hstnbuţia de energie a razelor - 
«datorată lărgimii nivelului energetic nuclei 


FIG. 12.12. Deplasările curbei energetice a 
razelor y pentru emisia și absorbția nucleară. 
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intitulat .,Depinde inerția unui corp de 
energia conținută în el?“ Repetăm, cu alte 
«unvinte, argumentul lui Einstein: 

Considerăm (ca în articolul lui Ein- 
stein referitor la electrodinamică) un tren, 
sau un pachet, de unde luminoase plane. 
Presupunem că pachetul are energia € şi se 
mișcă în sensul pozitiv al axei x din sistemul 
S$. Observat din sistemul S', care se mișcă 
cu viteza V8 in raport cu EI pachetul are 
energia: 


e=e (i Ei, me ii 
1+8 c 


Rezultatul a fost dedus în articolul 
lui Einstein referitor la electrodinamică, 
fără a se fi făcut referire la noțiunea de 
foton. El decurge direct din alt argument: 
remarcăm din formula (12.28) pentru efec- 
tul Doppler longitudinal, că frecvențele 
măsurate de observatori aflați în repaus 
în sistemele S' și respectiv S sint legate 
prin relaţia: 


va [E (12.32) 
1 pf 


Conform descrierii cuantice, un puls 
luminos poate fi privit ca un număr întreg 
de cuante de lumină sau fotoni, fiecare 
avînd energie hv (cind sint observați în $), 
unde h este constanta lui Planck. Cind obser- 
văm pulsul din S', numărul de fotoni 
rămîne neschimbat, dar energia fotonului 
devine hy'. (Presupunem că valoarea lui 
h este aceeaşi atit în sistemul S' cit și în 
sistemul S.) Rezultă că energia e” a pulsului 
luminos este proporțională cu v'; ca urmare, 
din relaţia (12.32) rezultă relația (12.31). 

Considerăm acum un corp aflat în 
repaus în sistemul S şi presupunem că 
energia sa inițială este Eo în S şi Eg în S'. 
Presupunem că corpul emite un puls lumi- 


nos de energie see în sensul pozitiv al 


axei + şi un puls identic, în sens contrar. 
Corpul va rămîne în repaus în sistemul S. 
Fie E,, E", energiile corpului după emisia 
pulsurilor luminoase, măsurate în S$ şi 
respectiv S'. Atunci, din conservarea ener- 
giei, rezultă relaţiile: 


1 1 
poe ele (1093 
out = 5 ( ) 


E pal te e au) 3 


2 1+8 
safe E.+ - I 
1 — B2? 

(12.34) 


din care, prin scădere obținem: 


BD E Ea 


(1. Că 
(12.35) 


Diferența de energie E, — E, trebuie să fie 
tocmai energia» cinetică E. a corpului, 
măsurată în S', deoarece corpul se află 
inițial în repaus în sistemul S. În mod 
similar, E, — E, este energia cinetică 
finală E, măsurată în S'. Aşadar, ecuația 
(12.35) poate fi scrisă sub forma: 


= isa i i E 
(1 — pai 


Vedem că energia cinetică a corpului 
scade în urma emisiei de lumină. Scăderea 
este independentă de proprietăţile corpu- 
lui. Dacă 6 < |], atunci: 


1 1 
Be Ea e 00 Cei, 
pe 7 2-lea 


astfel încît masa de repaus a corpului scade cu 


AM SE 
ce 


Din această relaţie, Einstein a dedus că: 
dacă un corp cedează energia e sub formă de 


vadiație, masa lui :cade cu e|c2. Evident, nu 


importă faptul că energia luată de la corp 
devine energie de radiaţie, astfel incit 
sintem conduși la concluzia mai generală că: 

Masa unui corp este o măsură a 
energiei conținute in el; dacă energia 
variază cu €, atunci masa variază în același 
sens cu e/(9- 10!6), energia- fiind măsurată 
în Jouli, iar masa în kg. 

Nu este imposibil ca pentru corpuri a 
căror energie este puternic variabilă (de 
exemplu, săruri de radiu), teoria să fie. 
supusă unei verificări concludente. 

Dacă teoria concordă cu faptele 
experimentale, atunci radiaţia transportă 
masă inertă între emițător și receptor. 
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Probleme de dinamică relativistă 


Cuprins 


Accelerarea unei particule încărcate de către un cîmp elertric longitudinal constant 

Accelerarea de câtre un cîmp electric transversal 

Particula încărcată în cîmp magnetic 

Sistemul centrului de rasă și energia de prag 
Exemplu, linergia de prag în lotoproducerea mezonilor 7”. 
Exemplu. Energia pe care o poate furniza o particulă în miscare. 
Exemplu. Pragul de protucere a antiprotouului. 
Exemplu. Efectul Compton, 

Probleme 

Notă istorică: sincrotronul 

Lecturi suplimentare 
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Am analizat în capitolul 3 o serie de probleme referitoare la mișcarea 
nerelativistă a particulelor în cîmpuri electrice și magnetice. I)e asemenea, 
am discutat în capitolele 3, 4 și 6, ciocnirile neelastice ale particulelor nerela- 
tiviste. Extindem acum cîteva dintre soluții la domeniul relativist. De multe 
ori, soluțiile nu prezintă dificultăţi speciale, iar o parte dintre ele sînt de 
mare importanță pentru fizica energiilor înalte și pentru astrofizică. 


Este binecunoscut faptul că în ciocnirea particulelor cu energie foarte 
mare, pot fi create particule noi, inexistente înainte de ciocnire, prin transfor- 
marea energici în masă. În sistemul centrului de masă, toată energia cinetică 
a particulelor încidente poate participa la crearea unor particule noi și a 
unor stări energetice excitate. Orice reacţie care conduce la o anumită confi- 
guraţie de noi particule sau stări excitate este caracterizată de un prag ener- 
getic de la care reacţia poate avea loc. Dacă în reacţii intervin energii rela- 
tiviste, atunci, partea din energia în sistemul laboratorului, reprezentată de 
această energie de prag a centrului de masă, este mai mică decit în cazul nere- 
Jativist. Aceasta este o consideraţie importantă în fizica energiilor înalte. 
Un exemplu este dat la pagina 405. 

Faptul că impulsul unei particule relativiste accelerate poate crește inde- 
finit, chiar dacă viteza variază puţin, atunci cînd are valori apropiate de c, 
stă la baza funcţionării marilor acceleratoare şi a analizei după impulsuri 
a particulelor de mare energie cu ajutorul cîmpului magnetic de deflecție. 
Metodele de deflecţie magnetică sînt folosite pe scară largă în cercetările 
asupra particulelor de mare energie. 


Pentru a ne forma obișnuinţa în efectuarea unor operaţii standard. vom 
studia mai întîi accelerarea unei particule relativiste de către un cîmp electric. 


ACCELERAREA UNEI PARTICULE ÎNCĂRCATE 
DE CĂTRE UN CÎMP ELECTRIC LONGITUDINAL CONSTANT! 


Ecuația de mişcare a unei particule de sarcină g și masă de repaus M 
într-un cîmp electric uniform? 8% este: 


P8 = get (13.1) 


! Studentul care vrea să verifice corectitudinea formulei (13.1) trebuie să-și reamintească 
epalitatea (12.30). O analiză detaliată este făcută în volumul 2. 
? Notăm aici cîmpul electric cn $ pentru a nu-l confunda cu energia E. 
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qEt/M 


+= 
Vii qt.t/Mc) 


FIG. 13.1. Viteza va unei particule de sarcină q și masă de repaus M, uccelerate din repaus 
de către un cimp electric $, ca funcţie de timp. Pentru î > 0, viteza v se apropie de limita c 
linia punctată reprezintă viteza sarcinii prezisă de mecanica nerelativistă. 


1 
sau, scriind p = Mv/(1 — 2?/c2)? obţinem: 
Mt d8, (13.2) 
4 (1 — vjeâ)e 
unde am presupus v, = îi, = 0, așa cum se întîmplă la accelerarea din repaus 
în direcția x. Integrind ecuaţia (13.2) în raport cu timpul, vedem imediat că: 


p = = 98! 


(1 — ce 
cu (0) = 0. Ridicînd la pătrat și rearanjînd termenii, sau folosind relațiile 
(12.11) și (12.18), obținem: 

d __ (a8IMck 2 


1 + (q8/Mc)? sai 


În figura 13.1 este reprezentat grafic raportul v/c în funcţie de ț. Pentru valori 
mici ale timpului!, / < Mc/g6, numărătorul din expresia (13.3) poate fi înlc 


cuit cu unu și rezultă: 
v22 EL pal 
M M? 


ca și în cazul aproximaţiei nerelativiste din capitolul 3. 


1 Dacă 8 = 3: 10% V/m, avem pentru un electron: 
mc 103% x 3x 108 


— 9 3 107. 
s8 5x 10-15 
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La valori mari ale timpului, /> Mc/g8, avem: 


= n ilie caz [ == (22) je 
(Mc/g8)? + 1 j g8! 


unde A/cjg8t este o cantitate mică. lltima ecuaţie arată modul în care v 
se apropie de viteza limită c. În această aproximaţie, folosind 52 vic se ohţine: 


l „981 
l să ] 
(m 
2 z 
Folosind această valoare ——— = y în relația (12.10) rezultă energia 
(vag) 
relativistă! în limita timpilor mari, /> Mc/g$, 
„2 
E = = ei = gâct. 
PP 


Rezultatul este egal tocmai cu produsui dim're torță şi hstanța străbătută 
în timpul / cu viteza c. În aceeaşi limită, impulsul este: 


AP ma 


Remarcaţi particularitatea tupic relativistă că impulsul și enertia cresc conti 
nuu. chiar după cc viteza s-a platonat practic, ŞI că energia este proporțio- 
nală cu 2 și nu cup? 

Spațiul parcurs se calculează extrăsind radicalul în egalitatea (13.3, 
și scriind v = dx/df: 


(98/Mc)t 


SR (13.4) 
1 + (Q262/2/ M2c2) 


Integrînd de la 0 la 7, obținem distanţa: 


es 2 (IE - | 113.4) 


Am presupus v=0şis=0la/=0. Remarcaţi că dacă g&iWMe> !, atunci 
i . | a 
vel, în timp ce dacă gât/Mec !, x Ei (98/M) 1? ceea ce reprezintă cazul 


nerelativist. 


1 Expresia generală a energiei E obținută din formula (12.11) este: 


E2 mm MĂ + q6242c?, 
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ACCELERAREA DE CĂTRE UN CÎMP ELECTRIC TRANSVERSAL 


Considerăm o particulă încărcată, avînd un impuls mare fo, care se mişcă 
de-a lungul axei x şi intră într-o regiune de lungime /. în care există un cimp 


electric transversal, $$. Aflaţi unghiul de deviere a particulei de către cimpul 
electric (vezi fig. 13.2). 


Din ecuaţiile de mișcare: 


d/ di 
rezultă: 
i D= Po: Pu=98, 


după cum este ilustrat în figura 13.3. Vrem să determinăm viteza v. Dacă 
atlăm energia E, putem “educe viteza din impuls, folosind relaţia v = p?/f 
dedusă din relația (12.18). 

Energia este dată de expresia: 


E MP0 pi MO + PE + (9840 m E3 + (găte), (13.6) 


unde Fe, este energia iniţială. Atunci, din formula (13.6) și din relaţia viteză — 
--impuls, avem 


2 
pes te, (13.7) 
LES + (481)? 


Bic? 


(13.8) 
2 
|ES + (g8tc)?]2 


Remarcaţi că », descrește atunci cînd / creşte (vezi fig. 13.4). Observăm, de 
asemenea, că o, este totilcauna mai mic clecît valoarea sa nerclativistă g8//V. 
La momentul /, ungmul V pe care il tace traiectoria cu axa a este dat de: 


ză & 2 FEȚ 
tu 0(f) = b ÎS E. 
d Pee Po 


FIG. 13.2. Presupunem că o sarcină g, avînii 
impulsul inițial P, pătrunde într-un'cimp ele: - 
tric transversal 6. 


FIG. 13.3. Forţa în direcția y este gă, astfel FIG. 13.4. Întrucât uz ae c2pzlE, viteza va 


încît Pyaqât, în timp ce pa rămine constant. descrește atunci cînd particula este accele- 
Energia: E=c [pe FF pă MA rată în direcția y. Mecanica nerelativistă ar! 
crește. fi prezis, desigur, uz ae const, 


Timpul l, necesar pentru a străbate distanţa /. se calculează integrînd 
ecuația (13.7) 


L Li 
[rece ti 
ș LEGA (qatePE 


sau, folosind formula 728.1 din Dwight 


La aug Eee , 
48 Eo 
adică 


1 
Ea gi BELL, 
qJ&c Doc 


PARTICULA ÎNCĂRCATĂ ÎN CÎMP MAGNETIC 


Vom considera, în cele ce urmează, o importantă problemă practică, 
tratînd despre mișcarea unri particule de sarcină 7 într-un cîmp magnetic 
uniform constant B. Reamintindu-ne ecuația (3.23) scriem 'ecuația de miș- 
care: 

d za 
SP =pxB. (13.9) 


“. 


6 


1! shâ6= a ; pentru valori mici ale lui 6, sh 0 6 în timp ce pentru valori mari 


ale lui 6, mea 


A 


Ca şi în cazul nerelativist (cap. 3, pagina 94) avem d/?/di — 0, deoarece: 


E API dp 
— 5? = 2p-—= 29p(vxB), 
e i p( ) 


iar p este totdeauna paralel cu v, astfel încît produsul mixt este nul. Așadar, 
mărimea impulsului și, corespunzător, mărimea vitezei particulei rămîn ne- 
schimbate într-un cîmp magnetic constant. lar, dacă numai direcția 
particulsi este modificată de către cîmp, atunci factorul: 


Pa : (13.10) 


1 

(1 — 2/c2)2 

care intră în definiția lui p, este constant. 
Ecuația de mișcare (13.9) poate fi scrisă sub forma: 


Întrucît expresia (13.10) este constantă, ecuaţia de mai sus are soluţii în 
care particula se mișcă pe o orbită circulară aflată într-un plan perpendicular 
pe B (vezi cap. 3, pag. 94--99). Fie g raza cercului și w, viteza unghiulară 
a mișcării, pentru cazul v perpendicular pe B (vezi fig. 13.5). Înlocuind în ecua- 
ţia (13.11) dv/dt cu acceleraţia centripetă wzp și pe 7 cu w.p, obținem: 


M 


— ep = qo.pB 
(1 — v2/c2)2 


din care rezultă: 


(13.12) 


Observăm că frecvenţa mișcării este mai joasă pentru particulele rapide 
decît pentru cele care se mișcă lent. Așadar, ciclotronul poate fi folosit pentru 
accelerarea particulelor la energii relativiste, doar dacă radiofrecvenţa cîm- 
pului de accelerare (sau inducția magnetică) este modulată în așa fel încît 
să satisfacă la orice moment relația (13.12), pe măsură ce energia particulei 
crește. În figura 13.6 este trasat graficul acestei relații. Pentru particule 
nerelativiste dependența frecvenței de viteză poate fi neglijată, după cum 
am văzut în capitolul 3. 

Valorile lui «, prezise de formula (13.12) au fost confirmate experimental 
în timpul funcționării acceleratoarelor de mare energie. Relaţia a fost veri- 
ficată pentru electroni accelerați într-un sincrotron în care 1/(1 —- 32)!/22 
= 12 000, adică în situaţii în care masa efectivă a particulei era de 12 000 de 
ori mai mare decit masa de repaus. Este interesant de observat că acest 
număr arată, în termeni de c — , cu cît este mai mare viteza luminii decît 
viteza particulei. Avem în adevăr: 


l—B=(1+ B)(1 — 3)z2(1 — 8)z(120007227,0 - 1079. (13.13) 
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FIG. 13.5. O sarcină cu viteza v, perpen- FIG. 13.6. Frecvența ciclotronică o. a miş- 


„diculară pe un cimp magnetic uniform. cării circulare a unei sarcini g, cu masa de 
i : : repaus M, în planul perpendicular pe cimpul 
iefectuea; i; ire erd g i 

efectuează o mișcare circulară, pe un cer magnetic uniform B, este reprezentată ca 


de rază p = plaB. funcţie de raportul v/c. Frecvența ciclotro- 
nică nerelativistă w, este reprezentată de 
hnia orizontală. 


lemarcați că am pus 1! + 822. Din relația (13.13) avem: 
1—P 9005 "ARE na vzlm/s. 
c 


În arceleratorul de protoni de la Serpukhov din Uniunea Sovietică, protonii 
sînt injectaţi la o energie de 100 Mev pe o orbită circulară într-un cîmp mag- 
netic și accelerați pînă la circa 80 000 MeV. Aceasta corespunde la o variaţie 
a lui.f de la 0,43 la 1 — 6,8: 10%. 

Folosind expresia (13.12), rezultă raza de giraţie p a unei particule rela- 
tiviste într-un cîmp magnetic: 


p LL —— ri 
ăi 


Membrul drept conține impulsul p, astfel încît: 


Baal . 
q 


Rezuită că raza p a cercului descris de o particulă încărcată care se mișcă 
în cîmp magnetic este o măsur: directă a impulsului relativist. Această rela- 
ție este cea mai importantă metedă independentă de măsurare a impulsurilor 
particulelor relativiste încărcate. 


! În sistemul CGS, în care forța l.orntz se scrie F = 4 vxB, relația capătă forma 
e 


Bg == EP (A 3) 
9 
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SISTEMUL CENTRULUI DE MASĂ ȘI ENERGIA DE PRAG 


Conservarea energiei impune în general o limitare asupra reacțiilor nuclea- 
re sau fenomenelor care pot avea loc la ciocnirea a două particule. De exemplu, 
un foton de mare energie (rază y) poate produce o pereche electron-pozitron 
conform reacției: 

- += e” + Zi 


numai dacă energia razei y este mai mare decit energia corespunzătoare ma- 
selor de repaus ale electronului și pozitronului. Așadar, doar conservarea 
energiei impune faptul că pragul sau energia minimă de producere a perechii 
electron-pozitron este: 


E, = 2me2a 1,02 * 108 eV. 


Reamintim din capitolul 9, pagina 313, că masa de repaus a pozitronului 
este egală cu masa de repaus a electronului. 

Această reacție este, cu toate acestea, imposibilă în spaţiul liber, oricît 
de mare ar fi energia, întrucît impulsul nu se poate conserva. Am văzut în 


capitolul 12 că impulsul fotonului este p,= —". Vom observa această 
c 


reacție în sistemul centrului de masă al perechii electron-pozitron. În acest 
sistem, suma dintre impulsurile electronului şi pozitronului este zero: 


Be + Pe+ = 0. 


Dar, în acest sistem, impulsul fotonului incident nu este zero, deoarece nu 
există mici un sistem în care impulsul fotonului să poată fi făcut egal cu zerol. 
Așadar, în sistemul centrului de masă 


PP + Ppu+ =0, 


iar reacția + — e + e” nu poate avea loc întrucît nu se conservă impulsul. 
Dacă reacția nu poate avea loc într-un sistem, ea nu poate avea loc în nici 
un sistem. 

Reacţia poate avea loc în vecinătatea altei particule, ca de exemplu 
un nucleu sau un atom, pentru că atunci nucleul poate absorbi variația de 
impuls. El absoarbe variaţia de impuls acţionînd într-un sens sau altul asupra 
particulelor încărcate, prin intermediul cîmpului său coulombian. Avem 
atunci: 


P+ -k Pra = Pagri + p.- + p.-. 


Impulsul nucleului variază în timpul reacției, dar altfel nucleul rămîne nemo- 
dificat și acționează doar ca un catalizator de tipul cel mai simplu. Impulsul 
nuclear inițial poate fi nul. 

O particulă grea sau un nucleu poate absorbi o mare variaţie de impuls, 
fără să absoarbă multă energie. Aceasta se vede din forma energiei cinetice 
nerelativiste: 


1 Putem modifica frecvența fotonului trecind de la un sistem la altul. dar nu-l puten: 
face să dispară sau să-l aducem în repaus prin acest procedeu. 
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Cu cît masa / este mai mare, cu atît energia cinetică asociată unui impuls 
dat, este mai mică. 


EXEMPLU 


Energia de prag în fotoproducerea mezonilor 70. Masa mezonului m” este de 135 Mev. 
Care este energia minimă a unei raze y care poate produce i sistemul laboratorului reacția: 


cp 
dacă protonul inițial se află în repaus? 

Este instructiv să se considere această problemă din două puncte de vedere diferite: 
in sistemul laboratorului şi în sistemul centrului de masă. 

(1). În sistemul laboratorului (vezi fig. 13.7) o rază y de mare energie ciocnește un proton 
aflat in repaus, iar produsele de reacţie, la prag, sint un proton şi un mezon n0 care se mişcă 
impreună cu viteza fc, în sensul de mișcare al razei y. Scriem legile de conser'are ale impulsu- 
lui şi energiei. (Observaţi că in ecuațiile de mai jos, = (1 — 82)-1/2 și nu trebuie confundat 
cu simbolul pentru razele Y, din discuţia precedentă.) 


(Ma + Mr) c 


Energia: hviab + Mpc? == ji Bi — *(Ma + Ma) c2. (13.14) 
hab __ (Mp + Mm) Be 
Impulsul: Ea E = Y(Mp + Mn) Be. 


Putem elimina pe hvray și să rezolvăm în funcție de B și y: 
hab = Y(Mp + Mn) Be? 
+IMa + Mn) Be + Mpc? = Y(Mp + Mn) că 
Punind AMz/Alp = a, ccieaa 
L+ YB(1+ a) =y(1+a) 


sau 
TERORII amee) (1 0 
ceea ce dă: 
po psaiia) (13.15) 
2 + 2a + a2 
și 
3 2 + 2a + a2 
2(1 + a) 


Rezol'rind acum pentru Via: 


vag, 22 — MIRO tea) cena) = ali sie (13.16) 
2(1 + a) 2 
sau 
hViab = 144,7 Mev, 
unde am folosit valoarea: 
135 


e = —— = 0,44. 
938 


(2, În sistemul centrului de masă (vezi fig. 13.8) scriem: 


“energia: hve.m. + YMpc? = (Mp + Mrmic? 


FIG. 13.7. În sistemul laboratorului, o rază 
* ciocneşte un proton aflat în repaus și pro- 
duce un proton și un mezon 7, care, pentru 
a conserva impulsul la prag, trebuie să se 
deplaseze împreună în direcția razei . 


şi impulsul: 


IG. 13.8. Sistemul centrulut dle masă. 
rază Y* și un proton se deplasează unul către 
celălalt, cu impulsuri egale. După interacție, 
protonul și mezonul m” rămin în repaus, 
dacă reacția are loc la prag. 


oa: = YM Be 


unde f și y se referă acum la mişcarea inițială a protonului in sistemul centrului de masă. 
Folosind aceeași notație ca mai sus și eliminind hve m, rezultă: 


+1 
«+ i 


„VB rb=lre: =yi-p 


a. 
(2 -1- cc) 
pa 
2 + 2a + a2 
care este același cu f obținut din ecuația (13.15) de mai sus, așa cum și trebuia să fie, 


întrucit in sistemul centrului de masă protonul și mezonul m” se află in repaus in starea finală. 
Continuind calculul, găsim: 


2 3 
| SP um d 
24 2 a) 


= 126,5 MeV. (13.17 


Putem afla, de asemenea, hve.m. din hviav âplicînd formula pentru efectul Doppler (ec. 12.28) 


1-—B 
= ÎN — ? 
ceea ce concordă cu valoarea din relația (13.17). 
Un mod mai simplu de a rezolva problema este acela de a ține seama că E2— pc? este 
un invariant. Scriem acest lucru in sistemul laboratorului, pentru situația dinainte şi de după 
ciocnire și obținem: 


(home at af == = (7(Mp = Ma) 20? — (AP(Mp +A) AP. 


(13.8, 


ceea ce dă: 


unde am folosit relaţia; 
pi = 1. 
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Atunci: 


care concordă cu expresia obţinută în ecuaţia (13.16). 


În ciocnirile în care apar particule noi, cerința de conservare a impul- 
sului face, în general, imposibilă transformarea integrală a energiei cinetice 
inițiale din sistemul laboratorului în masă de repaus a particulelor noi formate 
în procesul de ciocnire. Dacă există un impuls net în starea inițială, dinainte 
de ciocnire, trebuie să existe un impuls egal în starea finală, după ciocnire. 
Așadar, particulele care rămîn după ciocnire nu pot fi în repaus; o parte din 
energia cinetică inițială este transferată particulelor finale ca energie cinetică. 

Singurul caz în care /oată energia cinetică din reacție este disponibilă, 
este acela în care impulsul stării inițiale este zero. Impulsul poate fi făcut 
totdeauna egal cu zero prin observarea ciocnirii dintr-un sistem de referință 
potrivit — sistemul centrului de masă. 


EXEMPLU 


Energia pe care o poate furniza o particulă în mişcare. Cită energie se poate elibera la 
ciocnirea unui proton în mișcare cu un proton în repaus? 

Presupunem intii că energia cinetică a protonului incident este mult mai mică decit Mc2, 
astfel incit cioenirea poate fi tratată nerelatizist. Dacă protonul incident are viteza v în sis- 
temul laboratorului, atunci energia sa cinetică este: 

Ec, ta = 


Mp. (13.19) 


g . 3 1 Pop i 1 : 
În sistemul centrului de masă un proton are viteza — v, iar celălalt, viteza — crai În sis- 
2 


temul centrului de masă toată energia cinetică este «lisponibilă pentru producerea altor parti- 
cule, această energie cinetică este: 


| Val PA PR : 
Ec, e.m. = 2 Mp = ez My ri, iu a =10f43520) 


Din relaţiile (13.19) și (13.20) obținem rezultatul nerelativist: 


așadar, este disponibilă jumătate din energie în sistemul laboratorului. Dacă accelerăm un proton 
)a 50 MeV, numai 25 MeV din această energie este capabilă, la ciocnirea acestui proton de un 
alt proton in repaus, să creeze particule noi. 

Eficienţa este și mai scăzuţă în regiunea relativistă: ea se calculează imediat. 

Putem lega energia relati'zistă totală în sistemul laboratorului de energie relati'zistă totală 
in sistemul centrului de masă, folosind proprietatea de invarianță “relaţia (12.11) folosită de 
asemenea și în ecuaţia (13.18) de mai sus) aplicată sistemului de doi protoni: 


(E, + Es? — (pi + Ps)? DĂ a (E, + Es — (p + pa)? că 
Cc a ——. 
laborator centru de masă 


(13.21) 


Din insăși definiția sistemului centrului de masă, (p, —+ Po)e.m. = 0. Dacă protonul 2 este în 
repaus in sistemul laboratorului, atunci E2, jab = Mpc? Și Pa, tab = 0. Folosind relația: 


Ef, tab — Pî. tapet = Mici, 
'redem că egalitatea (13.21) se reduce la: i i 
2E,, taoM pc? + 2Mpct = Eton, o.m. (13.22) 
unde Esec m desemnează suma E, - E, îu sistemul centrului de masă. Dacă Froe, ap este 
energia totală E, + Mpc? în sistemul laboratorului, obținem din relația (13.22) că: 


2Evot, tabM pc? = Eta, c.m. 
sau 
Etot,c.m. __ 2Mpc? 


i (13.23) 
Etot, tab Etot, e.m. 


Aceasta dă o măsură a „eficienței'”'. Pentru a obţine o energie totală de 20 GeY in sistemul 
centrului de masă, pentru Mpc? 4 | GeV, avem nevoie de: 


2 4 
Etot. lab = Fier. em. pe SE a 200 GevV. 
240 2 


În acest caz, circa 20 GeV din energia cinetică a protonului de 200 GeV din sistemul 
laboratorului, este disponibilă pentru crearea de noi particule. 

Din cauza elicienţei scăzute în cazul ciocnirii unei particule relativiste cu o particulă 
in repaus, s-au construit acceleratoare cu fascicule încrucişate de electroni, in care se ciocnesc 
două fascicule de electroni cu impulsuri egale şi de semn contrar, precum și un nou inel de 
accelerare pentru acceleratorul de protom de 25 GeV de la CERN t, astfel incit pot îi efectuate 
şi experienţe cu fascicule încrucişateide protoni. 


EXEMPLU 


Pragul de producere a antiprotonului. Energia bevatrenului de la Berkeley a fost protectată 
astiel incit să poată proiuce antiproton (notați Ș; prin bombardarea protonilor aflați in repaus 
cu protoni de mare energie. Reacția poate fi scrisă sub forma: 


Petițea m pabe jpti fute DI 


acdhcă, se pruluce «e pereche proton-antiprotou. Sarcina se conser'ă intrucit antiprotonul are 
sarcina —e. Care este energia de prag a reacției? 

Energia de repaus a perechii proton-antiproton este 2Mypc?, deoarece masa de repaus a 
antiprotonului este egală cu masa de repaus a protonului. Așadar, în sistemul centrului de 
masă energia cinetică trebuie să fie cel puțin 2Myc?, ceea ce inseamnă M„c? pentru fiecare 
dintre cei doi protoni iniţiali. La aceasta trebuie adăugată energia de repaus My? a fiecăruia 
dintre protonii iniţiali, astfel incit energia totală în sistemul centrului de masă este: 


Etot. c.m. = ÎMpc?. ă 


În sistemul laboratorului energia corespunzătoare este, din ecuația (13.23): 


_Efonem muci Mc, 


2Mpc? 2 


Pact tab 


1 Conseil Europeen pour la Recherche Nucltaire (Consiliul European pentru Cercetarea 
Nucleară) institut de cercetări din Geneva, Elveţia, la care licrează împreună cercetători 
din mai multe țări europene. 
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din care 21/pc: este energia de repaus a celor doi protoni, iar 6Myc? este energie cinetică. 
Așadar energia de prag a reacției este 


6Myct = 6(0,938 GeV) x 5,63 Gev. 


Dacă protonul incident se ciocneşte cu un proton legat in nucleu, energia de prag este mai 
mică, intrucit protonul țintă este legat. Puteți spune de ce? Energia de prag observată pentru 
producerea antiprotonilor, atunci cind protonii se ciocnesc cu nuclee, este de circa 1,4 Gev, 
cu 1,2 GeY mai mică decit cea calculată pentru o ţintă de protoni liberi in repaus. Acest prag 
este energia cinetică minimă pe care trebuie s-o aibă protonul incident in sistemul latoratoru- 
lui, pentru ca reacția să aibă loc. 


EXEMPLU 


Efectul Compton. Efectul Compton este una dintre cele mai convingătoare manifestări a 
naturii corpusculare a undelor electromagnetice. Presupunem că studenților le este binecunoscut 
caracterul ondulatoriu al luminii ca, de exemplu, faptul că lungimea de undă poate fi deter- 
minată din efecte de interferență. În 1922, Compton (pentru o analiză detaliată a efectului 
Compton, vezi “olumul 4) a arătat că atunci cind unde electromagnetice din domeniul raze- 
lor X (lungimea de undă de ordinu! 10-10 m) interacționează cu electroni liberi, ele se 
comportă ca nişte particule în ciocruri elastice. Am văzut deja că energia caracteristică, sau 
energia cuantică, asociată undeior electromagnetice de frec'rență v, este Av; impulsul cores- 
punzâtor este hw/c. Figura 13.9 ilustrează impulsurile intr-o ciocnire cu un electron în care raza X 
este imprăştiată la unghiul 6, cu frecvența micşorată v'. 


Impulsul longitudinal: [ = id cos 6 + ymâc cos D. 
c ec 
by. - 
Impulsul transversal: — sin 6 = ymfe sin O. 
e 
Energia: mc + hv = Îv' + mc. 
Vom calcula v” în funcție de 6, eliminind f şi D. Fie: 
hv bv | 
=, = % 
mc mc? 


x= ax cos 0 + yf cos b 
a” sin 6 = Yf sin 0. 


FIG. 13.9. Efectul Compton. Impulsurile 
inainte și după ciocnire, 


FIG. 13.10. Efectul Compton invers. .4 şi B sint stările în sistemul laboratorului. Transfor= 
marea discutată in text trece pe 1 in C. C— D prin efect Compton (9 — x) iar transformarea 
duce înapoi pe D în B. 


După citeva calcule nu prea complicate, obținem: 
a— a! = ax! ă cos 6) 
hy N ho! 


— — = —— (l-— cos 6). 
met mc O mâcă 
Li sef (1 6) 
v v 
AA = - (1— cos 0). 
a mc 


Același rezultat poate fi obținut rezolvind problema în sistemul centrului de masă şi apoi 
trecînd înapoi în sistemul laboratorului, dar aceasta complică mult calculele. 

O aplicaţie recentă in care intervine efectul Compton este folosirea acceleratoarelor de 
electroni de mare energie și a laserilor pentru a produce raze y de mare energie prin efect 
Compton invers. Să prirrim ciocnirea ilustrată în figura 13.10. Pentru a calcula energia razelor *, 
trecem în sistemul pe care l-am folosit mai sus, în care electronul este în repaus. 

Fotonul produs de un laser şi care a suferit o deplasare Doppler are energia: 


be = UI BIB 


[relația (12.28)] (am folosit v. pentru a ne referi la fig. 13.10,C) sau: 


1 
sea 


unde f este raportul u/c pentru electron și este a |. Considerăm acum împrăștierea înapui a 
fotonului care a suferit deplasarea Doppler, astfel încît: 


> 


4 
| 


> 


2 
Y — EA (1.— coala) Si - 
mc me 


Dacă, 
pa 


me 


6 = 1 astfel încît d <& 


1 În problema 13 de la sfirșitul acestui capitol se cere soluția exactă. 
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atunci 


ă 


Trecem acum inapoi la sistemul laboratorului şi A” va fi din nou modificată în urma efectului 


Doppler. Aşadar 


d 
Na | Le P a 
1+ 48 


Dar energia electronului inițial este: 


2 | 


Nav 2 


Atunci, vom avea, în această aproximaţie: 


și 


EI 
me 2 N2Ea 


2 ALB 


a aa 


mc 


Li 


hab 3 Evab 


unde E: este energia electronului; aproape toată energia cinetică trece asupra fotonului,. 


Efectul 


Compton invers este important în probleme de astrofizică (vezi probl. 12 și 13). 


PROBLEME 


1. Protonul în cîmp magnetic. Calculaţi 
raza de girație şi frecvența de girație a 
unui proton avind energia relativistă totală 
de 30 GeV, intr-un cimp magnetic cu 
inducția de 1,5 T. 


R: ce = 4,5 10€ radjs. 


2. Reculul nuclear. Care este energia 
de recul (exprimată în Jouli și în electron- 
volți) a unui nucleu de masă 102% kg, 
după emisia unei raze y de 1 MeV? (Vezi 
cap. 12, teme avansate.) 


RE 10 PRO UER 


3. Ciocnirea electron-proton. Un eleca 
tron cu energia de 10 GeV se ciocnește cu 
un proton aflat în repaus. 


(a) Care este viteza in sistemul centrului 
de masă? 


(b) Care este energia disponibilă pentru 
producerea de nui particule? (Expri- 
maţi-o în unitiţi de Mpc?.) 


4. Frecvența  ciclolronică la energii 
înalte. La energii inalte trecvența ciclo- 
ironică depinde de viteza particulei acce- 
sincronismn) 


lerate. Pentru a menţine 


intre particula care se rotește şi cimpul 
electric alternativ care o accelerează, pro- 
iectantul trebuie să ceară ca radiofrecvența, 
sau cimpul magnetic (sau ambele), să fie 
modulate pe măsură ce viteza crește. 
Arătaţi că wo B|E, unde w este radiofrec- 
venţa, B este cîmpul magnetic, iar E este 
energia totală a particulei. 


5. Fvecvenţele ticlotronice nerelativistă 
și velativistă. Ciclotronul de 4,67 m de la 
Berkeley funcționează la un cîmp magnetic 
fixat, de inducție 2,3 T. 

(a: Calculați frecvența ciclotronică  nere= 
lativistă a protonilor în acest cîmp. 
R: 2,2 : 10% radjs, 

(b) Cailculaţi frecvenţa corespunzătoare unei 
energii cinetice finale de 720 Mev. 


6. Legi de conservare 

(a) Arătați că un electron care se deplasează 
în vid cu viteza v nu poate emite o 
singură cuantă de lumină. Arătaţi, cu 
alte cuvinte, că un astfel de proces de 
emisie ar încălca legile de conservare. 

(2) Un atom de hidrogen aflat într-o stare 
electronică excitată poate emite o cuantă 
de lumină. Arătaţi că într-un astfel de 
proces legile de conservare pot fi satis- 
făcute. Cum vă explicați diferența 
dintre situațiile prezentate în cazurile 
a şi b? 


7. Proton de mare energie. Calculați 
impulsul, energia totală și energia cinetică 
a unui proton (Mg = 0,94 GeV) pentru 
care f = v/c = 0,99, în următoarele cazuri: 
(a) În sistemul laboratorului. 

R: 6,58 GeV/c; 6,65 GeV; 5,71 Gev. 
(5) În sistemul propriu al particulei. 

(€) În sistemul centrului de masă al pro- 
tonului şi al unui nucleu de heliu în 
repaus (Mu. & 4Mp). 

(4) În sistemul centrului de masă al pro- 
tonului și al unui proton în repaus. 


8. Particule provenite din raze cosmice. 
Aflaţi raza orbitei unei particule de sarcină 
e şi energie 1019 eV într-un cimp magnetic 
de 10710 T. (Această valoare este rezona- 
bilă pentru cîmpul magnetic al galaxiei 
noastre.) Comparaţi cu diametrul galaxiei. 


(Particule care să producă fenomene la o 
energie atit de mare au fost găsite efectiv 
în razele cosmice, ele dau naştere la ceea ce 
se numește 7erbe atmosferice largi de elec- 
troni, pozitroni, raze Y şi mezoni.) 


9. Curbura traiectoriei în câmpuri elec- 

irice şi magnetice 
(a) Calculați raza de curbură a traiectoriei 
unui proton de energie cinetică 1 Gev 
intr-un cimp magnetic transversal de 2 T. 
R: 2,83 m. 
(2) Ce cimp electric transversal este necesar 
pentru a produce aproximativ aceeași 
rază de curbură? Folosiţi faptul că raza 
de curbură a curbei (x) este dată de 


3 
formula pm [l+ dy/dx] 2/(d2y/d2) și 
calculați e în punctul în care protonul 
intră în cîmpul electric, știind că dy! 
[dz = 0, iar d2y/da=? poate fi calculat 
Gin dîy/di2 și z=—ut. 

R: 5,25: 10 V/m. 
Consideraţi mărimea cîmpului electric 
de la punctul (b) şi discutați posibilitatea 
folosirii cîmpului electric pentru deflec- 
ţia particulelor relativiste. 


(c 


— 


10. Dezintegrarea  deuteronului.  Con- 
siderăm reacția nucleară în care un proton 
incident de energie cinetică Ec,p ciocnește și 
desface în componentele sale un deuteron 
aflat în repaus, conform reacției: 


P+d—op+p+n. 


În apropiere de prag, cei doi protoni și 
neutronul se mișcă ca o îngrămădire nele- 
gată, cu aproximativ aceeași viteză. Scrieţi 
expresiile nerelativiste pentru impuls și 
energie și arătați că energia cinetică de 
prag, Ep, a protonului incident este: 


unde Ep, (2 2MeV) este energia de legătură 
a deuteronului în raport cu protonul și 
neutronul liberi. 


11. Pragul nerelativist al mezonului re“. 
Fulosiți expresiile nerelativiste pentru ener- 
gia ciuetică și impulsul protonului şi mezo- 
nului x" pentru calcularea pragului de foto- 
producere [comparați cu ecuațiile (3.11). 
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Care este diferența față de pragul calculat 
din formula (13.16)? Care este energia 
cinetică corectă a sistemului proton —mezon 
m” la prag? Care este energia cinetică 
nerelativistă la prag? 
L] 
R: hvprag = Mac! +a — (1 — a) 3); 
12. Ciocnirea elastică electron-foton, 
Care este energia cinetică a unui electron 
care este împrăștiat fără pierdere sau 
ciştig de energie de către un foton cu 
energia de 10 000 eV? (Indicaţie: comparați 


NOTĂ ISTORICĂ 


Sincrotronul. Principiul sincrotronului 
este folosit la toate acceleratoarele de mare 
energie în regiunea peste 1 GeV, cu excepția 
acceleratoarelor liniare de electroni, ca cel 
de la Stanford. Sincrotronul este o instalație 
destinată accelerării particulelor la energii 


cu ciocnirea elastică în si»temul zentrului 
de masă.) 
R: 98 ev. 


13. Efectul Compton invers. Deduceţi 
formula exactă pentru lungimea de undă 
a fotonului de lungime de undă A împrăștiat 
înapoi de către un electron cu viteza fc._ 

Aplicați-o la cazul în care fotonul 
incident are energia jv = 3,0eV, iar elec- 
tronul are energia totală 1,02 Mev (y = 2), 
pentru a găsi energia fotonului împrăștiat, 

R: 4l ev. 


foarte mari. El este de fapt un ciclotron 
în care sau cimpul magnetic, sau radio- 
frecvența aplicate sînt variate în timpul 
accelerării şi în care faza particulelor în 
raport cu cîmpul electric de frecvență radio 
se adaptează în mod automat la valoarea 


FIG. 13.11. Primul singrotron electronic. (Fotografie făcută în Laboratorul Laurence de la 
Berkeley. ) 
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FIG. 13.12. Prima imagine a unui fascicul sincrotronic. ( Fotogra Je făcută în Laboraturul Lawrence 


de la Berkeley. ) 


convenabilă pentru accelerare. Ideea modu- 
lării frecvenței sau a cimpului nu era nouă; 


nouă era demonstrarea faptului că orbitele 
particulelor rămin stabile în timpul modu- 
lării. Principiul sincrotronului a fost desco- 
perit de V. Veksler la Moscova și indepen- 
dent de el de către E. M. McMillan la 
Berkeley. 

O relatare completă a cercetărilor lui 
Veksler a apărut în Journal of Physics 
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Principiul echivalenţei 


Cuprins 


Masa inertă și masa gravitațională 
Masa gravitațională a fotonilor 
Deplasarea gravitațională spre roșu 
Deflecția fotonilor de către Soare 
Precesia periheliului lui Mercur 
Echivalența 

Undele gravitaționale 

Probleme 

Notă istorică: pendulele lui Newton 
Lecturi suplimeniare 
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Vom discuta în acest capitol alte cîteva aspecte ale relativității. Unele 
subiecte leagă teoria generală a relativității de teoria restrînsă discutată în 
capitolele 11—13. 


MASA INERTĂ ȘI MASA GRAVITAȚIONALĂ 


Legea a doua a lui Newton poate fi folosită pentru a defini masa unui 
obiect, supunînd corpuri de diverse mase la aceeași forță și măsurînd accele- 
rațiile corespunzătoare. Astfel: 


MU) a(l) = F = MQ) a0) 
M(Q2) _ a) 


M(l)  a(2) 


și dacă punem M(l) = |, atunci M(2) este unic determinată. Masa astfel 
determinată este cunoscută ca masa 1nertă și se notează cu M,. Putem însă 
determina masa și prin măsurarea forței gravitaționale exercitate asupra 
corpului de către un alt corp, ca de pildă Pămîntul: 
2 
Ce ap: mp IE. (14.1) 
,- GM, 
Masa astfel determinată este cunoscută sub numele de masă gravitațională 
şi se notează cu M,. În ecuația (14.1) M, și R, sînt masa și raza Pămîntului. 
Este remarcabil faptul că masa inertă a tuturor corpurilor este proporțională, 
în limita erorilor experimentale, cu masa gravitațională. (Putem considera 
că constanta G a fost determinată ca în experiența lui Cavendish, folosind 
definiția forței și implicînd așadar masa inertă.) Cea mai simplă experiență 
pentru a demonstra acest fapt este de a vedea dacă toate corpurile cad cu 
aceeași acceleraţie. Pentru un corp care cade aproape de suprafața Pămîn- 
tului, avem: 


M(1) a(t) = za (14.2) 
? 
iar pentru un alt corp: 
MA2) a(2) = erat (14.3) 
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Împărțind ecuaţia (14.2) prin (14.3), rezultă: 


MI) a) _ AU) 
M(2) a)  M,Q2) 


MU Ma) a) 


Dar observația directă arată că, în limita erorilor experimentale pentru cor- 
Durile care cad în vid avem relaţia «(2) - a(1): obținem aşadar egalitatea 
rapoartelor maselor inerte și gravitaționale: 


MA) _ M42), (14.4) 
AL)  MA2) | 


Cîtă vreme acest raport este constant, putem tace valoarea raportului din 
relaţia (14.4) egală cu unu. prin ajustarea corespunzătoare a valorii lui G: 
adică. determinăm ca în experienta lui Cavendish forţa /- între masele A) 
şi (2), măsurate în sistemul inerţial la distanța r una de cealaltă n punem: 


POR 


(e e, 
Ma) M,(2) 
Sarcina experimentală este de a determina dacă apar variaţii ale raportului 
M,/M, pentru diverse particule, materiale sau obiecte. 

|heterminările clasice au tost tăcute de către Newton folosind metoda 
pendulului descrisă în problema | de la sfîrşitul acestui capitol. Alte deter- 
minări celebre sînt cele ale lui R. Edtwvâs, care le-a început prin 1990 și le-a 
continuat timp de aproape 24 de ani. Metoda lui ingenioasă poate li înțeleasă 
„dacă se consideră un pendul suspendat la-supralaţa Pămîntului la latitudinea 
de 45 ca în figura 14.1. Asupra pendulului acţionează forța gravitaţională 
M,- e îndreptată spre centrul Pămintului, precum şi forța centritugă! 
Mee log 2, unde hp 2 este raza cercului pe care se rotește bobița pendu- 
lului, datorită rotațici Pămîntului, Forţa centrifugă este îndreptată normal 
la axa de rotaţie, iar componenta sa orizontală se obţine printr-o înmulțire 
cu cos 45 sau 1//2. Rezultanta celor două forțe face un unghi: 


pe Mo 2 = Mo? Rp 
| pie 


Mr Mp? 
2 


cu direcţia razei Pămintului în punctul respectiv. Am folosit aici faptul că 
raportul M es h,[M, - e este un număr mic astfel că tg 6 = D. Folosind datele 
de la începutul capitolului 4, vedem că acest raport are valoarea de aproxi- 
mativ 0,003. 

Să presupunem acum că pe un fir de torsiune sînt suspendate, ca în 
figura 14.2, două bobiţe din materiale diferite, avînd masele gravitaționale 
egale, M,(1) = M,Q2). Dacă MI) = M,(2), atunci nu va exista nici un 
cuplu care să tindă a răsuci firul de torsiune: această situaţie este ilustrată 


——_——— 


1 Ne plasăm intr-un sistem de referință care se roteşte oslată cu Pâmintul. 
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FIG. 14.1. Ilustrarea cdezeru penelul tur «be 
la verticală cu un ungin O cin ciuza forţei 
centrifuge care apare ca urmare a rotației 
Pămintului. În figură unghiul 0. distanţa 
dintre bobiță şi suprafața pămintului, precum 
şi forța centrifugă sînt mult amplificate. 


ics. 04.2, Velere: laterală a unui Aparat 
asemănător cu cel folosit de Edtrâs pentru 
determinarea raportului dintre masa incertă 
și cea gravitaţională. Corpurile Ma şi Ma sina 
de naturi diferite, dar au aceeaşi masă gru- 
ntaţională. 


în figura 14.3. Dacă însă M,(1) este ma: mare decît V/,(2), atunci componenta 
orizontală a forței centrifuge asupra lui (1) va fi mai mare decit cea asupra 
lui AM(2) şi firul se va răsuci sub acţiunea unui moment diferit de zero, ca 
în figura 14.4. Se repetă măsurătoarea după întoarcerea aparatului cu 150 : 
aceasta ajută la determinarea poziţiei de echilibru a balanței. Experienţa este 
un bun exemplu de aplicare a unei metode de zero: efectul ar fi observabil 
numai dacă (1) z M,(2). Edtvăs a comparat opt materiale diferite cu 
platina (Pt), luată ca etalon. Ela găsit că: 


MU) _ MAP, 
M,(1)  M,(Pt) 


FIG. 14.4. Dacă masa inertă a lui M, este 
mai mare decit cea a lui M,, va apărea o 
răsucire a firului de torsiune şi oglinda se 
za roti. 


It. 14.3. Dacă masele inerte ale corpurile 
M,, .M, sint egale. componentele orizontal 
le forței centrifuge (cele două săueţi) sunt 
"ale şi în fir nu apare mid tensiune 
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cu o eroare mai mică de 1/10%. I)icke şi alţii! au îmbunătăţit experienţa folo- 
sind acecași tehnică de ansamblu. Rezultatele lor arată că raportul este egal 
cu unu, cu o eroare mai mică de 1/3 - 1010. 
Situaţia experimentală actuală poate fi sintetizată astfel: 
Notînd cu Q raportul M,/M,, atunci: 
|. Valoarea lui () pentru un electron plus un proton este egală cu valoarea 
lui pentru un neutron cu o eroare de 1/10?. (Această comparație decurge 
direct din compararea elementelor ușoare și grele din tabelul periodic ; 
elementele grele au o proporție mai mare de neutroni decît cele ușcare.) 


2. Valoarea lui O pentru acea parte a masei nucleare corespunzătoare energiei 
de legătură nucleară este egală cu unu cu o eroare de 1/105. 

3. Valoarea lui O pentru acea parte a masei atomice corespunzătoare energiei 
de legătură a electronilor orbitali este egală cu unu cu o eroare de 1!/200. 


4. 0 pentru aluminiu în raport:cu aurul este egal cu | + 3:10-11. 


MASA GRAVITAȚIONALĂ A FOTONILOR 


Am văzut în capitolul 12 că un foton de energie /Iv, unde v este frecvenţa, 

Pin a e A hy , — 
trebuie să aibă o masă inertă egală cu —. Are fotonul şi masă gravitaţio- 

c 

nală ? Din punct de vedere experimental este evident că are, și că masa gravita- 
țională este egală ca valoare cu masa inertă. (Masa de refaus este. evident, 
nulă.) 

Să considerăm un foton, care la înălțimea /. deasupra suprafeţei Pămîn- 
tului are frecvența v şi energia bv. După ce cade pe distanţa L., el va pierde 

. hy . ._ 
energia potențială mel. = —s[. pe care o va cîştiga ca energie „cinetică“ 


astfel încît energia sa va deveni Wv', unde: 


hv 
o 2 hv+—al, (14.5) 
c2 
E i hiv —" — 
presupunind că fotonul are masa — constantă în timpul căderii (argumen- 
= 


tul fiind acela că v' nu diferă mult de v). Frecvența măsurată a fotonului 
după cădere, v', rezultă așadar, din relația (14.5): 


vao(1 RE (14.6) 
ă 
Figura 14.5 ilustrează acest efect. Dacă /. = 20 m, deplasarea relativă a frec- 
venței este: 
gi. 0% 02 
Sa lex 2 X AURII (14.7) 


y 2 (3% 1019)2 


i pot. Ro, R, Krotkov, R. H. Dicke, Ann. Phys. (N.Y.) 26: 442 (1964). 
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FIG. 14.5. Prezentare schematică a experienței 
care pune în evidență deplasarea gravita- 
ţională spre roșu. Un foton emis de către sursă 
spre centrul Pămîntului pierde „energia poten- 
țială“ AU =— (Pw/căgL şi cîștigă, în căderea 
de-a lungul distanţei L, o cantitate egală de 
„energie cinetică“. Frecvența fotonului care intră 


în detector este v'=v(l E gL|c?); frecvența 
fotonului emis de sursă este v. (Cazul descris 
aici este de fapt o deplasare spre albastru. El 
ar fi o deplasare spre roșu dacă fotonul s-ar mișca 
în sus.) 


Efectul extrem de slab, a fost într-ade- 
văr observat de către Pound și Rebka! 
folosind o sursă de raze y (vezi fig. 
14.6). Ei au găsit că: 


ver — 1.05 40,10 
(Ve 


unde Av = v' — v, iar valoarea calcu- 
lată a fost obținută din ecuaţia (14.6). 

Un foton cu frecvența v emis la 
o distanță infinită față de Pămînt va 
avea la suprafața Pămîntului frecvența 
v' care, prin generalizarea relaţiilor 
(14.5) și (14.6), va fi egală cu: 


wav + GMpIRAc2. (14.8) 


FIG. 14.6. Capătul inferior al instalaţiei ex- 
perimentale de cădere a fotonilor construită de 
Pound la Harvard. G. A. Rebka Jr. reglează 
iotomultiplicatorii după comenzile centrului de 
control. Într-o versiune ulterioară a experienţei 
au fost prevăzute și mijloace de control aie 
temperaturii sursei și detectorului. Deplasarea 
gravitațională măsurată este egală doar cu 1/500 
“din lărgimea liniei. Pentru a măsura cu precizie 
o deplasare atit de mică sint necesare citeva 
artificii tehnice speciale. (Prin amabilitatea lui 
R. V. Pound.) 


1 RN. Pound şi G. A, HRebhku, Jr, Phys. Rev. Lett. 4: 337 (1960). 
R. V. Pound și J. î.. Snider, Phys. hez., 110. B 788 (1965). 
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Menţionăm că în tormula deplasării de frecvență intervine raportul dintre 
lungimca gravitaţională a Pămîntului!, GA/,/c? și raza sa, R,. Raportul este 
de 6 : 10-'€. Efectul mai puternic de aici este de aceeași natură ca şi cel din 
ecuația (14.6) numai că acum sursa de lumină este la distanţă infinită de 
Pămînt. 


Deplasarea gravitațională spre roșu. După cum este ilustrat în figura 14.7, 
un foton de frecvenţă v care părăsește o stea și ajunge la infinit, va fi observat 
cu o frecvență: 


(14.9) 


: | E 
v vi l — 


d ca 


unde M, și A, sînt masa și raza stelei respective. Aceasta rezultă dintr-o modi- 
ficare a ecuaţiei (14.5): fotonul pierde acum energie prin părăsirea cîmpului 
gravitațional al stelei. Un foton din regiunea albastră a spectrului vizibil 
va avea frecvenţa deplasată către capătul roșu al spectrului. Pentru acest 
motiv efectul este cunescut sub numele de deflusare gravitațională spre roșu, 
Fa nu trebuic să fie confundată cu deplasarea doppleriană ? spre rosu, care 
se datorează îndepărtării radiale aparente a stelelor faţă de Pămînt, conform 
celor discutate în capitolul 10. 


FIG. 14.7. Un foton care părăsește suprafața unei stele, indreptindu-se spre infinit, cîştigă 
„energie potențială” şi pierde o cantitate egală de „energie cinetică”. Dacă frecvența fotonului 
la suprafață este v, atunci freczenţa fotonulvi la îmfunnt este vam ov (lb GA Ruc?2i 


Stea de masă M, şirază R, N 


Li 


i = (20 GĂI, 
! Detinită priu analogie cu raza electronului (cap. Y, pag. 30 Mee? = —s ke Eu 
le r2 


* In original „recessional red-shiuit” adică deplasarea spre roșu datorată îndepărtării (NI 
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Piticele albe au valori mari ale raportului 17,/R, și au aşadar valori 
ridicate pentru deplasarea gravitaţională spre roșu. Pentru steaua Sirius B 
deplasarea relativă calculată este: 


i a —5,9+ 108, 


Y 
iar valoarea observată este —6,6 : 10”?. L)iscrepanţa se datorează necunoașterii 
precise a lui M, și R,. 
Dacă: 
GM, 
= > 
Rp2 


atunci frecvența v' în ecuaţia (14.9) ar fi negativă, ceea ce este desigur im- 
posibil. Totuși, cazul GM, Ric? = 1 este o problemă mai complicată care se 
rezolvă în cadrul teoriei generale a relativității. Rezultatul este că dacă: 


2GM, 
î = 


l, (14.10) 
Rue? 

atunci fotonul sau orice altă particulă nu pot părăsi steaua. Astfel de stele 

se numesc găuri negre şi ele au stîrnit un mare interes printre astrofizicieni! 


(vezi probl. 5). 


Deflecţia fotonilor de către Soare. Ce este deflecția unghiulară a unei 
raze de lumină sau a unui foton care trece foarte aproape de suprafaţa Soarelui: 

Aceasta este problema unui foton care se mișcă cu viteza luminii într-un 
cîmp gravitațional. Nu vom obţine soluția corectă a problemei fără a face 
un calcul atent, folosind relativitatea generală, sau o combinaţie a princi- 
piului echivalenţei cu relativitatea restrînsă ?; putem însă obţine ordinul de 
mărime al rezultatului corect cu ajutorul unui calcul elementar. 

Să presupunem că fotonul are masa VW, ; se va dovedi că M, se elimină 
din calculul deflecţiei şi deci nu trebuie să ştim exact ce valoare are. Consi- 
derăm că raza de lumină trece la o distanță minimă de Soare rp, unde distanţa 
este măsurată de la centrul Soarelui, ca în îigura 14.8, şi că deflecția este foarte 
mică (cum se va şi dovedi că este), astfel că rp este esenţial acelaşi ca şi în cazul 
în care raza nu ar fi deflectată. Forţa transversală F, asupra fotonului în 
poziția (7o, y) este: 


PR pi 77 ARII 


(+ e 


unde y este măsurat de la punctul /' ca în figură. 


Valoarea finală a componentei transversale 7, a vitezei fotonului are 
valoarea dată de relaţiile: 
d malul 
Muz (7, di == (7, — 2— di 
E 


Vy 


1 De exemplu, hip $. Thorne, Scientifu American 217: 5, (1967); R. Ruffim și J. A. 


1Vheeler, Physics Today 24: 30 (1971) 
2 1. 1. Schiff, Am. ]. Phys. 28: 340 (196)). 
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FIG. 14.8. Deflecția unui foton de către cimpui 
gra'ntațional al Soarelui. 


| ! 
i 
! 
| 
! 
m: 
! 
| 


astfel incit: 


.. (rM,ro i dv & 2(M ro | dv 4 
SOC i zi Ş N —— Cpt — . 
c El 90 agate A)E Cro 


hezultă că, atunci cind rg este egal cu raza Yoarelui, R,. deflecția unghiu- 
lară este (vezi fig. 14.8). 


Făcînd calculele, obţinem P = 0,37. Analiza completă prezice o valoare 
dublă, adică 1,75. Această valoare a fost confirmată experimental cu o 
precizie de aproape 20%. (Datele nu satisfac încă pe toată lumea, dar expe- 
riența este foarte dificilă.) Figura 1.9. arată o stea fotografiată în timpul 
unei eclipse, cînd se efectuează astfel de măsurători. 

Cînd rezolvăm ov problemă de ciocnire calculînd forța care acţionează 
asupra unei particule, ca şi cum traiectoria acesteia ar fi rectilinie, facem ceea 
ce se numeşte aproximatia impulsului, Legătura între (£, di şi componenta x 
a variaţiei impulsului s-a discutat în capitolul 5. Aproximația impulsului 
este deseori foarte folositoare. cu condiția ca traiectoria reală să nu difere 
mult de traiectoria rectilinie pe care particula ar fi urmat-o dacă nu ar fi 
existat nici un fel de interacție. 

Shapiro! a observat un alt efect prezis de «oria generală a relativității 

a lui Einstein. Atunci cînd semnalele radar se ciocnesc cu o planetă ca Venus, 
timpu necesar semnalului pentru a se duce către Venus şi a se întoarce este 
mai mare în cazul în care semnalul trece aproape de Soare decît în cazul în 
care acesta este departe de Soare, iar observaţiile experimentale sînt în acord 
cu teoria. 


24 1. Shaprro. Sorentilic American, 219:1, 28 (1908). 
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PRECESIA PERIHELIULUI LUI MERCUR 


Cele trei verificări experimentale clasice ale relativității generale sint 
deplasarea gravitațională spre roșu (pagina 121), deflecția luminii în cîmpul 
gravitațional al Soarelui (pagina 422) și precesia periheliului lui Mercur. Întîr- 
zierea semnalelor radar, amintită mai sus, este cunoscută ca a patra verificare 
a teoriei generale a relativității. 

Chiar în această etapă a studiului nostru putem face o estimare a ordi- 
nului de mărime a precesiei periheliului lui Mercur. Conform calculelor din 
capitolul 9 direcţia afeliu  periheliu trebuie să rămînă fixă în spațiul. 
Orbita reală, puternic exagerată, este ilustrată în figura 14.9. Efectul veste 
datorat faptului că u/e, mai precis v*/c*, nu este zero. Ce cantitate este propor- 
țională cu %;c*? O posibilitate rezonabilă ar fi unghiul de avans per revoluţie. 
sau unghiul de avans împărțit prin 27. Putem estima raportul ce din tabelul 
9.2. Presupunem că orbita este circulară, iar raza este egală cu semiaxa mare. 
Atunci, folosind perioada, obținem: 


2x : 0,39: 1,5: 101! 
= 207 ai 1 10 = 4,8 + 10% m/s 
perioadă 7,6 - 108 


UE 26:10 d0 
(£ 27 


60 (în grade) = 360: 2,6: 10? = 9. 10€ 


30 = 3 : 10-2 secunde de arc/revoluţie. 


+ 1G. 14.9. Precesia orbitei lui Mercur explicată 
„le teoria generală a relativităţii. Planul orbitei 
coincide cu cel al paginii; pentru claritate, ex- 
“entricitatea orbitei este puternic amplificată. 
Dacă nu ar exista precesie, figura ar fio elipsă 


staționară. 


1 Perturbația datorată celorlalte planete poate fi calculată și comparată cu experiența 
Mișcarea observată a acestei direcții in spațiu diferă de cea calculată cu ajuturul acestor pertur 
baţii cu 43” pe secol. 
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Cifra obișnuită este numărul de secunde pe secol. Perioada este de 0.24 ani. 
Putem atunci să ne așteptăm la un efect de ordinul: 


100 
30 (pe secol) =—:3: 10-22 13”. 
(p ) da 


Valoarea experimentală este 42.9” iar teoria generală 2 lativităţii prezice 
43,0”, ceea ce este în limitele erorilor experimentale 1. 


ECHIVALENȚA 


Faptul experimental că nu s-a descoperit nici o diferență între masa 
inertă şi cea gravitaţională a unui corp, sugerează că gravitația puate îi 
într-un anumit sens echivalentă cu o accelerare. Să considerăm un observator 
într-un ascensor care cade liber cu acceleraţia g. 

Principiul echivalenţei afirmă că, pentru un observator într-un ascensor 
care cade liber, legile fizicii sînt aceleaşi ca în sistemele inerţiale alc relativi- 
tăţii restrînse (cel puţin în imediata apropiere a centrului ascensorului). 
[fectele datorate mișcării accelerate şi forțelor eravitationule se anulează vecr- 
proc. Observînd forţe aparent gravitaționale, un observator situat într-un 
ascensor închis nu poate spune ce parte din aceste forțe corespunde accelerării 
şi ce parte adevăratelor forțe gravitaționale. El nu va discerne, de altfel, nici 
o forţă, în afara cazului în care alte torţe (adică, nu de tip gravitațional) 
ar acţiona asupra ascensorului. În particular, principiul postulat al echiva- 
lenţei cere ca raportul dintre masa inerțială şi masa gravitaţională să fie 


Mu a 


M 
e) consecință a principiului echivalenţei. 

| rmărirea consecinţelor matematice ale principiului echivale nţei cunduce 
la teoria generală a relativităţii; pentru o discuție suplimentară, consultaţi 
bibliografia indicată la sfîrșitul capitolului 11. 


„Imponderabilitatea“ unui om aflat într-un satelit pe orbită este 


UNDELE GRAVITAȚIONALE 


Teoria generală a relativităţii prezice că, aşa cum sarcinile electrice osci- 
lante dau naștere undelor electromagnetice, masele gravitaționale oscilante, 
ca stelele duble, dau naştere undelor gravitaționale. Din cauza valorii mici 
a constantei gravitaționale (;, acestea sînt greu de detectat, dar, recent, Weber? 
a publicat o serie de rezultate care indică sosirea din spaţiul cosmic a undelor 
grawtaţionale. Figura 14.10 prezintă un detector de unde gravitaționale?. 


! O discuţie atentă a acestor experiențe clasice se găseşte în primul capitol al cărții 
lut Î.. Witten, Gravitaţia: o introducere im cercetarea curentă (Gravitation: An Introduction 
to Current Research), John Wiley & Sons, Inc., New York, 1962. 

1 ]. Weber, Phys. Rev. Lett. 24: 276 (1970); Scientific American 224: 5, 22 (1971). 

3 Experiențele lui Weber ca și experienţele ulterioare nu au dat un rezultat pozitiv cert. 
În prezent, se lucrează la punerea la punct a unor instalații cu o precizie de 10—100 ori 
mai mare decit vea a primului aparat. Este de așteptat ca undele gravitaționale să fie, tutusi 
detectate. (N.T.) 
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FIG. 14.10. Detectorui de unde 
gravitaționale este un cilindru de 
aluminiu cu diametrul de 96 cm. 
Lungimea sa este de 151 cm şi frec- 
vența sa fundamentală este 1661 Hz, 
Are directivitatea unui cuadrupol 
masic. (Prin amabilitatea  Profeso- 
pului Weber. ) 


PROBLEME 


|. Studiul pendulului în funcție de 
masele înertă și gravitațională. Arătaţi că 
frecvența pendulului de lungime L este 
dată de 


unde M, şi M, sint masele gravitaţională 
și inertă. (Bessel a făcut incă de mult 
observaţii foarte atente ale pendulului și a 
arătat că Mg este egal cu M, cu o eroare 
de 1/6 x 10.) 


2. Deplasarea gravitațională spre roșu. 
Găsiţi o expresie pentru deplasarea gravi- 
tațională spre roșu în care să nu se folo- 
sească presupunerea Av/y £ | (Neglijaţi orice 
efecte legate de curbura spațiului.) Plecaţi 
de la exilitatea Av = — (hv/c2)(MG/răAr 
şi integrați pentru dr de la R, la infinit 
şi pentru dv de la vlav'. 

R: v' = ve 7 GMulRac*. 

3. Deplasarea spre roșu dată de galaxia 
noastră. Fstimaţi deplasarea gravitațională 
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spre roşu pentru lumina care părăseşte 
centrul palaxiei noastre, atunci cind este 
observată de la o distanță foarte mare. 
(Consideraţi masa uniform distribuită în- 
tr-o sferă cu raza 10000 parseci.) Masa 
galaxiei este =8- 10! kg. 

R Av — 3 100. 


4. Radio-galaxi:. În 1962, a fost 
identificată cu mijloace optice o sursă 
extraterestră intensă de unde radio: eu 
apărea ca o mică stea cu un diametru 
unghiular de 0,5'". S-a crezut la început câ 
este vorba de o stea din galaxia noastră 
care emite unde radio, dar apoi i s-a deter- 
minat spectrul şi s-a văzut că liniile spec- 
trale sint foarte puternic deplasate spre 
roșu. De exemplu, o linie a oxigenului 
atomic avind in mol normal 4 3,727: 
-10îm a fost identificată la dam 5,097. 
10”? m. O explicaţie posibilă ar fi aceva câ 
este vorba de o stea foarte masivă cu unu 
spectru puternic deplasat! gravitațional spre 
roșu. Dacă această radio-stea ipotetică 
se află în galaxia noastră, distanța ei față de 


Pâmint trebuie să fie mai mică decit 

10% m!. 

(a) Calculaţi din diametrul unghiular și 
deplasarea spre roşu, masa și densitatea 
medie a stelei in ipoteza că distanța 
este de 10% m. Conduce aceasta la o 
explicare rezonabilă a acestui obiect? 


R: Masa este 1,0 x 1041 kg, densi- 
tatea medie este 1,7 x 102 kg/m3. Rezul- 
tatul nu pare rezonabil, întrucit masa este 
aproape 0,l din masa totală a galaxiei 
noastre (folosiți rezultatul probl. 2). 
(P) O altă sugestie ar putea fi aceea că 

obiectul este o „radio-galaxie“ de un 
tip special, iar deplasarea spre roşu este 


NOTĂ ISTORICĂ 


Pendulele lui Newton. Cităm din cele 
relatate de Newton în Principia asupra 
experiențelor sale cu pendule, făcute pen- 
tru a determina eventualele variaţii ale 
raportului dintre masele gravitaționale și 
inerţială. 


Că toate corpurile grele cad spre 
pămînt (cel puțin inlăturind întirzie- 
rea neegală provenită din rezistența 
slabă a aerului) în timpuri egale, s-a 
observat de mult de către alţii; şi că 
egulitati-a timpurilor se poate constata 
foarte precis cu pendulele. Am făcut 
experiența cu aur, argint, plumb. 
sticlă, nisip, sare comună, lemn, apă, 
griu. Am folosit donă cutii de lemnu 
rotunde şi egale. Pe una am umplut-o 
cu lemn și iievaşi greutate de aur 
am atirnat-v (cit se poate de exact) 
în centrul de oscilație al celeilalte. 
Cutiile atirnate de fire egale de ll 
picioare, formau pendule cu totul 
epale, in ceea ce priveşte greutatea, 
forma și rezistența aerului: şi siuate 


o deplasare spre roşu dopplenană. ca 

cea din capitolul 10. Calculaţi distanţa 

pină la ea în această a doua ipoteză. 

R: 6: 10? ani lumină (5. 1025 m). 

(c) Ipoteza radio-galaxiei nu este în con- 
tradicție cu această valoare? 

R: da, ea are o rază de aproximativ 

102 m, care se află în domeniul obișnuit al 

razelor galactice. 


5. Gaură neagră. Care ar trebui să 
fie raza Soarelui pentru ca el să formeze o 
gaură neagră [vezi ecuația (14. 10)]? Compa- 
rați densitatea pe care ar avea-o atunci, cu 


densitatea nucleului. 
R: =3-:105 m 


una lingă alta mergeau şi se intorceau 
impreună, cu oscilații egale, timp 
foarte indelungat. Prin urmare, can- 
„titatea de materie în aur (potrivit 
corolarului 1 și 6, propoziția XXIV. 
Cartea a II-a) era către cantitatea de 
materie in lemn, precum acțiunea 
forței motoare asupra aurului întreg 


către acțiunea aceleiași asupra lemnu- 
lui întreg: adică, precum greutatea, 


către greutate. Și tot așa pentru 
celelalte. 

În corpurile de aceeași greutate s-a 
putut observa în mod manifest o 
diferenţă de materie. chiar, dacă ea 
ar fi fost mai mică decit a mia partea 
intregii materii 2. 


LECTURI SUPLIMENTARE 


C. hacser, /utroducere în teoria re- 
strintă a velativitiiții („Introduction to the 
Special Theory uf Relativity”), capitolul 3, 
Ediţe broșată Co-Op, Prentice-Hall, Inc., 
Englewuod Cliffs, N... 1967. 


W Pentru detalii suplimentare vezi ].L.. Greenstein, Radiosurse cvasistelare (Quasi- 
stellar Radio Sources), Scientific American 209; 54 (decembrie 1963). 

% Traducerea fragmentului a fost luată din Principiile matematice ale filozofiei naturale, 
traducere de Victor Marian, text revizuit de Prof. V. Vilcovici, Editura Academiei 


RPR, București, 1956. 
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Anexe 


Următoarele cărți de mecameă sint de urzel aproximativ eual cu cel al textului prezentat 
cititorul care studiază mecamea le poate lolom ca material «dle consultare sau aprofundare 
Ar fi bine, insă, ca el să se uite la ma multe dintre aceste cărți imamnte de a cumpăra una 


dintre ele sau a-i dedica un timp mai îndelungat. 


H. D. Young, Fundamentele mecanicii 
și căldurii („Fundamentals of Mechanics and 
Heat“), Mc. Graw-Hill Book Company, 
New York 1964. Text bun. Întrucitva mai 
puţin avansat. Tratare pe scurt a relati- 
vității restrinse. 


R. Resnick şi D. Halliday, Fizică 
pentru studenții din domeniul științei și 
ingineriei („Physics for Students of Science 
and Engineering“) John Wiley and Sons, 
Inc., New York, 1966. Vol. I, ed. a doua, 
sau vol. ] și II împreună. Multe exemple. 
Bun text uzual. 


R. Resnick și D. Halliday, Fizică! 
(„Fundamentals of Physics"), John Wiley 
& Sons, Inc., New York, 1970. Versiune 
prescurtată a textului anterior. 


A. P. French. Mecanica neutoniană 
(„Newtonian Mechanics"), W. W. Norton 
and Company, Înc., New York, 1971. 
Parte din seria M.I.I. Foarte bună carte 
exhaustrză. 


M. Alonso şi E. J]. Finn, Bazele 
fizicii pentru universitate  („„Fundamental 
University Physics“), vol. I, Mecanica 
(„Mechanics"”), Addison-Wesley Publishing 
Company, Inc., Reading, Mass, 1967. Carte 
bună, scurtă şi concisă, dar uneori prea 
rezumati'ză pentru nivelul ei. 


R. T. Weidner și R. [, Selis, Fizică 
clasică elementară („Elementary Classical 
Physics“), vol. Î, Allyn and Bacon, Inc., 
Boston, 1965. Nu atit de avansată ca cele- 
lalte manuale. 


R. P. Feynman, R. B. l.eighton şi 
M. Sands, Fizica Modernă ? („The Feynman 
l.ectures on Physics"), vol. 1, Addisofi- 
Wesley Publishing Company, Inc., Reading, 
Mass., 1963, O serie de lecții remarcabile 
care pătrund adinc în multe aspecte ale 
necanicii. Nu e un manual. 


În ultimit ani au apărut o serie de 
cărți de probleme. Deşi în cărțile menționate: 
ma! sus există multe probleine, pot exista 
studenţi care să dorească ma mult. 


LD Apărută in limba română la Editura didactică și pedagogică, București, 1975 (N.T. 
2% Apărută în hmba română, la Editura tehnică, București. 1971 
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]. A. Taylor, Îndrumător programat 
de studiu pentru fizica elementară (,„,Program- 
med Study Aid for Introductory Physics”), 
partea I, Mecanica (Mechanics), Addison- 
Wesley Publishing Company, Inc., Reading, 
Mass., 1970. Bună, cu multe probleme de 
nivel mai elementar, 


R. B. Leighton şi E. Vogt, Exerciţii 
de fizică generală („Exercises in Introduce 


tory Physics”), Addison-Wesley Publishing 
Company, Inc., Reading, Mass., 1969. 
Scrisă pentru a însoți vol. I din lecțiile 
lui Feynman, Probleme excelente. 


D, Schaum, Fizica generală — teorie 
și probleme („Theory and Problems of 
College Physics”), Schaum Publishing Co., 
New York, 1961. Multe probleme, aproape 
jumătate dintre ele rezolvate. 


Lista de filme 


Există multe filme excelente care tratează sulnecte din mecanică. Scrisoarea Comisiei 
pentru resursele Fizen Universmare, BSPE-I, Filme de hzacă (Physis Films) de WR. Riley 
Am. ]. Phys. 36: 475 (1968) pune la dispoziție o bună listă de filme de 16 mm și, în plus, 
informații despre cataloage, lerurile n care pot bi obținute himele etc. Multe dintre comentartile 
date mai jos sint luate direct din acest articol de sinteză, 

În ultimii ani au fost produse multe filme. Ele sint foarte folositoare, in special în măsura 
în care servesc studiului individual. Comisia ee Fizică Generală a publicat un catalog, Filme 
scurte pentru învățarea fizici: („Short Films lor Physics Teaching“) care poate fi procurat de 
la Institutul American de Fizică (AIP, Ihrecpa pentru Fducaţie si Forţă de Muncă, Ser cerul 
de Informații, Universitatea de Stat din New York; Stony Brook, N.Y., 11790 

Cititorul va reține că multe dintre filmele indicate mai jos sint filme PSSC şi că sînt, 
aşadar, la un nivel mai elementar decit cel al cursului de faţă. Totuşi. aceste filme sint foarte 
bine concepute şi realizate și ele pot fi utile char și celor care le -zăd a doua oară. 

Recent, a fost format un Comitet Național pentru Filme de Demonstrare a Fizicii 
[George Appleton, James Simckland, Am. ]. Phss. 3ă: 1945 (1970)|: Strickland poate fi con- 
tactat la Centrul pentru Dervoltarea Educaţie: Newton, Mass. 02 160 

Filmele sint inscrise la capitolul in care ele par a se potrii cel ma! tnne. locurile din 


care pot [i obținute sint notate la sfirșit, 


Capitolul ! 


Paneția adleor fizece (.,.lhe Frrolution 
ot Physteul Ideas), 40 min, P.A.M, Dra 
SUNY. Interpretarea proprie dată de Dirac 
fizicii teoretice: sugerează că încercările 
fiziciep:tor de a inbunătăți teoriile existente 
impică o căutare a frumuseții matematice 


Măsurarea distanțelor mar (,„,Measu- 
ring Î.arge Distances"), 29 min,., F. Watson; 


PSSC MILA 0105. Arată cum pot îi deter- 
minate distanțele pină la lună și la stele 


aftati: pină la 500 ani-lumină, cu ajutorul 
trangulației şi a măsurâtorilor de paralaxă. 
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Schimbarea de  seulă tChanur of 
Scale”, 23 um, N. MA OWVilhuams  PSSC 
MI.A 0100. Pontru orientarea în ideile de 
estimare si se bmebare a scalei  Prezantă 
exemple  lrumenise dle scalare a forțelor şi 
vitezelor (proiectarea na'elor). 


Capitolul 2 


Măsurarea („Measurement”), 21 min., 
Wilham Siebert; MI.A. Măsurarea vitezei 
unui glonț de puşcă cu accentuarea legăturii 
dintre , precizia obținută și judiciozitatea 
intrebărilor 


Simetria (,„Symmetry'), 10 min., P. 
Stapp, J]. Bregman, R. Davisson, A. Hol- 
den, BTL. Prezentare interesantă și moder- 
nă a invarianței la reflexie, rotație și trans- 
laţie și a utilizării ei. 


Mişcarea circulară uniformă („Uniform 
Circular Motion“), 8 m::.., MGH. Prezintă 
variațiile vectorului viteză, explicînd că 
mișcarea este accelerată chiar atunci cînd 
mărimea vitezei este constantă. Forța 
centripetă ilustrată prin citeva desene 
animate, 


Cinemateca vectorială („Vector hine- 
matics“), 16 min., Francis Friedman; 
PSSC MLA 0109. Un calculator trasează 
pe ecranul unui tub catodic vectorii viteză 
şi accelerație corespunzători diferitelor tipuri 
de deplasări ale petei luminoase: circulară, 
oscilatorie armonică şi cădere liberă. 


Cinematica mișcării vectilinii („Straight 
Line Kinematics“), 34 min., E. M. Haifner, 
PSSC MLA. Graficele în raport cu timpul 
ale distanţei, vitezei şi accelerației sint 
trasate prin folosirea unui echipament 
specia! într-un mobil de test; sint analizate 
relaţiile între aceste grafice. 


l.egătura matematicii cu fizica („The 
Relation of Mathematics to Physics"), 
57 min., Richard Feynman; EDC. Fără o 
înţelegere adincă a matematicii nu este 
posibilă o adevărată explicare a frumuseţii 
legilor naturii. 


Capitolul 3 


Forţă, masă și mișcare („Force, Mass 
and Motion“), 10 min., F. W. Sinden 
Bell and EDC. Film animat de calculator 
care ilustrează mișcartu corpurilor masi'ze 
sub acțiunea forței vravitaționale şi a altor 
forţe. :'e trasrazu orbitele și se pune in ei- 
dentă conservarea impulsului. 


Forțe  („Forces"), 23 min., Jerrold 
Zacharias; PSSC MI.A 0301. Discută for- 
tele din natură, cu demonstrații experi- 


mentale. Este ilustrată experienţa lui 
Cavendish. Se poate obține și o versiune 
de 8 minute a experienței lui Cavendish. 


Electroni în cîmp magnetic uniform 
(„Electrons in a Uniform Magnetic Field”), 
11 min., Dorothy Montgomery; PSSC MLA 
0412. Prezintă electronii în tubul Leybold 
pentru determinarea sarcinii specifice e/m. 


Legea lui Coul-mb („Coulomb's Law“), 
30 min., Eric Rogers; PSSC MLA 0403. 
Ilustrează dependența forțelor electrice de 
sarcină și de distanţă. 


Constanta din forța lui Coulomb („„Cou- 
lomb Force Constant“), 34 min., Eric 
Rogers; PSSC MLA 0405. Un aparat Mil- 
likan la scară mare este folosit pentru 
determinarea constantei de proporționali- 
tate din legea lui Coulomb a forței dintre 
sarcinile electrice. 


Masa electronului („Mass of the Elec- 
tron“), 18 min. Eric Rogers; PSSC MLA 
0413. Arată cum se pot face măsurâtori 
de masă prin observarea mișcării electronu- 
lui. 


Legea gravitației, un exemplu de lege 
fizică („The Law of Gravitation, an Example 
of Physical Law”), 55 min., Richard Feyn- 
man; EDC. Excelentă prezentare a desco- 
peririi legii şi a unora dintre consecințele 
sale. 


Inerția (.„Inertia”), 26 min., E. M. 
Purcell; PSSC ML.A 0302. Mișcarea unui 
puc de gheață carbonică de masă constantă 
în cimp de forțe nul şi în cimp de forțe 
externe. 


Masa inerțiald (,„lnertial Mass"), 19 
min., E. M. Purcell; PSSC MLA 0303. 
Mișcarea unor pucuri de gheață carbonică 
de mase diferite sub acţiunea unei forțe 
constante. 


Căderea liberă și mișcarea proiectilelor 
ț.„Free Fall and Projectile Motion“), 27 min., 
Nathaniel Frank; PSSC MLA 0304. Studiul 
căderii libere și a maselor inertă și gravita- 
țională conduce la mişcarea proiectilelor. 
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Capitolul 4 


Sisteme de veferință („Frames of 
Reference“), 28 min., Patterson Hume 
and Donald Ivey; PSSC MLA 0307. Demon- 
straţii excelente ale mişcării în sisteme de 
referință inerțiale şi accelerate. Disponibil 
(EDC) și ca versiuni prescurtate asupra 
sistemelor liniar accelerate (6 min.) şi 
sistemelor în rotație (7 min.). 


Forțe de inevție—accelerație centripetă 
(„Inertial Forces — Centripetal  Accelera- 
tion“), 3 1/4 min., Franklin Miller Jr; 
OSU, bobină de 16 min. Prezintă călărirea 
unui rotor într-un parc de distracţii. 


Forțe de inerție — acceleraţie de trans- 
lație („Inertial Forces — Translational Acce- 
leration“), 2 min., Franklin Miller Jr.; 
OSTU, bobină de 16 mm. llustrează forţele 
in mișcarea uniformă și uniform accelerată 
în sus şi în jos. 


Capitolul 5 


Energia și lucrul mecanic („Energy 
and Work“), 28 min., Dorothy Montgomery ; 
PSSC MLA 0311. Discută lucrul mecanic 
efectuat de către o forță constantă şi de 
către una variabilă, precum şi determinarea 
energiei produse de către acest lucru mecanic. 


Ciocniri elastice și energie înmagazi- 
nată. („Elastic Collisions and Stored Ener- 
gy), 28 min., James Strickland; PSSC 
MLA 0318. Demonstraţii cantitative ale 
transformărilor dintre energia cinetică şi 
potențială în ciocnirile elastice. 


Marile principii de conservare („The 
Great Conservation Principles“), 56 min., 
Richard Feynman; EDC. Discuţie foarte 
interesantă a principiilor de conservare şi a 
legăturii lor cu fizica. 


Capitolul 6 


Cîmpul turbionar  („„Vorticity“), 44 
min.  Ascher H. Shapiro; EBEC. Film 
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interesant cu referiri la momentul cinetic 
(vezi şi cap. 8). 


Capitolul ? 


Mișcarea periodică („Periodic Motion“), 
33 min., Patterson Hume și Donald lvey: 
PSSC MLA 0306. Film excelent despre 
mișcarea oscilatorie armonică; se folosesc 
pucuri fără frecare montate între resorturi 
elastice. 


Mișcarea oscilatorie armonică (,, Simple 
Harmonic Motion“), 10 min., MGH. Miș$- 
carea, oscilatorie armonică este ilustrată 
cu ajutorul unui corp montat la capătul 
unui resort care se mișcă orizontal. 


Ruperea podului de la Cheile Tacomei 
(„Tacoma Narrows Bridge Collapse“), 4 min, 
40 sec., OSLU. Imagini spectaculoase ale 
vibrațiilor excitate de vint care distrug 
podul intrat în rezonanță. 


Pendulul W'ilbevforce („The Wilber- 
force Pendulum“), $ min., Franklin Miller 
Jr.; OSU. Un caz interesant de rezonanţă 
între vibraţiile de torsiune și de translație. 


Capitolul 8 


Momentul cinetic, o mărime vectorială 
(„Angular Momentum, a Vector Quantity'”), 
27 min., Aaron Lemonick; ESI MLA 0451. 
Ilustrează faptul că momentele cinetice se 
adună vectorial şi că aplicarea unui moment 
asupra unui sistem care are deja un moment 
cinetic, duce la precesia momentului cinetic. 


Mişcarea în sistemul centrului de masă 
(„Moving with the Center of Mass"), 26 min., 
Herman Branson; PSSC MLA 0320. Se 
ilustrează legea conservării energiei și 
impulsului, pentru cîteva mobile care inter- 
ționează magnetic din două sisteme de 
referinţă distincte. 


Capitolul 9 


Orbite eliptice (,„Flbptic Orbits”), 1U 
min., Albert Baez: PSSC MIA 0310. 
Demonstrarea geometrică a primelor două 
legi ale lui hHepler precum și a faptului 
că forţa de atracție gravitațională veste: 
invers proporțională cu pătratul distanţei. 


Măsurarea lui G — experiența lui 
Cavendish („Measurement of „G" — Cazen: 
dish Experiment"), 4 mun. 25 sec., Frankhini 
Miller, Jr.. OSUL. Film scurt despre pendulul 
de torsiune al lui Cavendish. 


Gravitația universală („(iniversal Gru- 
itation“), 3 min., Patterson Hume și 
Donald Ivey; PSSC MLA 0309. Se deduce 
legea gravitaţiei pentru planeta XA din 
observații asupra planetei şi sateliților 


Capitolul 10 


Măsurarea vitezei luminii (,„,Measure- 
ment of the Speed of Light“), 8 min., MGH 
O foarte bună explicare a citorva metode 
terestre de măsurare a vitezei luminii, 
printre care metodele lui Fizeau, Foucault 
și Michelson. 


Efectul Doppler („Doppler Efect”), 
8 min., MGH. O aplicare clară a cazurilor 
sursei in mișcare și observatorului în miş- 
care. 


Efectul Doppler și undele de șoc (,„,Dop- 
pler Eiflect and Shock Waves“), 8 min., 
James Strickland; MLA 0464. Parte dintr-o 
serie de experienţe efectuate în cuva de 
studiat unde. Prezintă efectele produse de 
o sursă de unde periodice care se mișcă cu 
viteze diferite în raport cu mediul. 


Viteza limită, o explorare cu electroni 
de energie înaltă („The Ultimate Speed, an 
Exploration with High-energy Electrons“), 
38 min., William Bertozzi; ESI MLA 0452. 
Legătura dintre energia cinetică a elec- 
tronilor şi viteza lor; investigată prin 
metoda, timpului de zbor şi a tehnicilor 
calorimetrice. 


Viteza lummnu („Speed oi light» 
21 min., William Siebert; PSSC MILA 
Determinarea zitezei luminii prin folonrea 
metixlei timpului de zbor al unui puls 
luminos şi cu ajutorul metodei oglinzi 
rotitoare, 


Capitolul 1! 


Marea lume a lui dlbert Erste 
(„Phe Large World of Albert Einstein”), 
60 min., Edward Teller: SUNY. Extinderea 
relaţiilor obişnuite timp-distanță la dome- 
uiul relatizist. Discută influența relatii» 
tâţii restrinse asupra fizicii. 


Dilatarea timpului, o experienţă cu 
mezoni u („Time Dilation. an Experiment 
with Mu-Mesons'"), 36 min., David Frsh 
şi James Smith: ESI MI.A 0453. Se ilus- 
trează dilatarea timpulu, prin folosirea 
dezintegrării radioactive a mezonilor u 
din razele cosmice intr-o experienţă care 
are loc la Muntele Washington, N.H. 
(1475 m) şi Cambridge, Mass. (nivelul 
mării). O expunere amănunțită a acestei 
experiențe a apărut in 1m. /. Phys. 3l 
542 (1963). 


BELI. (Sistemul Bell): legătura cu Com- 
pania de telefoane Bell (Beli Telephone 
Company). 


(BTL) Biroul de afaceri l.aboratoarele Bell 
(Bell Telephone l.aboratories) (BTL), Filwmo- 
teca, Murray Hill, N.J). 17971. 


BT: vezi Bell. 


EBEC: Corporaţia Educaţională -Enciclo- 
pedia Britanica (Encyclopedia Britannica 
Educational Corporation), 425 North Michi- 
pan Avenue, Chicago, [Il. 6061. 


EDC: Centrul «le dezroltare educa.onală 
(Education  levelopment Center) (fos ” 
serviciile educaţionale), Filmoteca Centrul 
de dezvoltare educațională, 39 Chapel 
Street, Newton, Muss 02160. 
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ESI MLA: ESI filme pentru Colegiul de 
fizică produse de servictile educaționale. 
Procurabile de la Mijloace moderne de 
inrățămint, 1212 Avenue of the Americas, 
N.Y. 10036. 


MGH: Me Grow — Hill Book Company, 
Redacţia text film, 327 West 41 st Street, 
N.Y. 10036. Numai pentru vinzări. 


MI.A: vezi ESI MIA. 


OSU:_ Universitatea de Stat din Ohiv 


(Ohio State, University). Supraveghetorul 
de distribuție a filmelor, Direcţia de filme 


animate, 1885 Neil Avenue, Columbus 
Ohio 43210. Film continuu de 16 mm. 


PSSC MLA; PSSC — Mijloace moderne de 
învățămint. Împrumuturile sint înmînate 
de serviciile de film modern vorbit. Pentru 
cumpărare, de luat legătura cu direcția 
MLA a serviciului de științe naturale, 
Inc. P.O. Box 302, Rochester, N.Y. 14603. 


SUNY: Universitatea de stat din New 
York, Biroul de Comunicaţii educaţionale, 
Room 2332, 60 East 42nd Street, N.Y. 
100 17, 


Tabel de valori 


Valoarea şi unitățile Mărimea Simbol sau Relaţia de 
abreviere unde provine 


Generale 
Sa (578) za | radhan rad 180 x 
3,44 - 10% minute (de arc) m | radiani rad 
2,06 x 1 secunde (de arc) m | raclian raul 
1,75 x 102 rad = | grad * 7 | 1800 
2,91 - Ii rad „| minut (de arc) : 
4,85 x 10“ rad m» | secundă (de arc) 
1,609 - 10! m = Î milă terestră 
10 1% m 3 |! angstrom i Â 
106 m = | murometru (mitcron) um 
2.998 x 102% ze | statzolt 106 c 
2.99725 e 1U% mis Viteza luminii în “zid c 
z 9,50 m/s? Accelerația pra'rtaţiei la 
suprafața pâmintului [i GMA R3 
6,071 x 105 Nm2/kp? Coastanta gra'itaţiei - 
6,671 x 10 5 dn cmE/u? Constanta gravitaţiei ! i 
1 dynă = lg: dyn 
| newton m | e: E nt 
Astronomice 
3,054 3 10! m m | parse 
94604 = 1015 m = | an lumină € X s/an 
1,49 > 10't n = | unitate astronomică VA 
(Z ra vrbiter Pămintulun 
2 105% Numărul se nucleoni 
ze 102% m hazu 
x lui Nunârul «de galaxti Um zersul 
a 1,6 > 10716 (m/s)/m Viteza «|. indepârtare a citite 
uebuleoa stlon 
a Î6 = lu Numărul stelelor 
z i m Dhivtmrinoul Calaxta 
> Si 10! ku Mase 
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Valoarea și unitățile 


Mărimea Simbol sau Relaţia de 
abreviere unde provine 


6,96 x 10% m 
2,14 x 108 s 
1,99 x 10% kg 


1,49 x 10l! m 
6.37 x 10% m 
5,0% x 1024 kg 
5.52 x 10% kg/m* 
3,156 x LO s 
Sâd x Is 


ŞR4 x 105 m 
1,74 x 1908 
7,34 = 2 kg 
2,36 x 108 s 


Gaze 


22,4 m3/kmol 


2,69 » 10% m”3 
6,0222 x 1026 kmol”! 
R,514 3 105 [e kmolt- K 
1,381 x 1029 JR 
1,01 x 105 Nm? 
1077 m 
3,32 x 1 m/s 


Atamice 


6,6262 x» 103% J-- 
1,0346 x 10% jes 
13,6 electroni “olţi 
1,6022 x 101% j 
1,2398 x 10% m 
2,4180 x 1064 si 


0,8202 « 10% m 


A36 


Raza 
Perioada de rotaţie Soarele 
Masa 


Raza orbitei 

haza medie 

Masa Pămîntul 
Densitatea medie 

m | an (perioiula de rezoluţie) 

m 24 ore (perioiudla de rotaţie) 


haza orbitei 


Raza 

tai Luna 

Perioada de rezoluție 

Volumul molar la parametri 

standard (P$) Li 

Numărul lui l.oschmidt no NolVo 
Numărul lui Avogadro No 

Constanta gazelor Re 

Constanta lui Bolt/mann k RIN 
Presiunea atmosferică 

Drumul liber mediu la PS 

Viteza sunetului in aer la PS 

(onstanta lui Planck Li] 

tonstanta lui Plauck/27 ri hj2r 


linergia asociată cu un Rydberg By 

Energia asociată cu un electron- 

oh -V 

| ungimea de mudă axmmiată cu 

un electron-volt hcle 
Frecvența asociată cu un 

ele sro zu 

laza Bohr pentru starta 

fundamentală a budrogenului h|met 


Valoarea și unitățile 


= 10710 m 
0,9274 x 10 2 J/T 
137,036 


Particule 

1,G7265 x 10% kg 
1467496 x 1U'* kp 
166057 x 10 7% kg 


0,910954 » 10 2% kp 
093828 . 100 ev 


d.511004 x 10% ev 
0,93150 x 10? ev 
1336 

2,818 xy 1015 m 
4,50325 x 1071 ues 


1,60219 x 10» c 
2,423 x 107% m 


Mărimea Simbol sau 
abreviere 


Raza unui atom 

Magnetonul Hohr 

Inversul constantei structurii 
fine 


Masa de repaus a protonului 
Masa te repaus a neutronului 
| unitate atomică de masă 
unificată (= 1/12 masa lui!? C) 
Masa de repaus a electronului 
Energia echivalentă cu masa de 
repaus a protonului 

Energia echmvalentă cu musa de 
repaus a electronului 

Energia echivalentă cu o unitate 
atomică ce masă 

Masa prutonului/masa 
electronului 

Raza clasică a electronului 
Sarcina protonului 

Sarcina protonului 

Lungimea de undă Compton 


Ha 


gl 


Relația de 
unde provine 


ehi/2m 


(ice) 4reg 


M pe? 


Moplm 
€2/4meomc? 


hlme 


Index 


Aberaţie, 324.-327, 362 
Aberaţia luminii care vine de la 
stele, 324--327 
Absolută, acceleraţie, 131, 132 
viteză, 137 3 
Acceleratoare cu fascicule încru- 
cișate, 405 
Acceleratorul Van de Graaff, 340 
Acceleraţie, 63, 71, 78, 80 
absolută și relativă, 131--132 
centripetă, 65, 126, 127 
a centrului de masă. 197—198 
Corio.is. 149— 152 
gravitaţională, 84—86, 169. 184 
în legea a doua a lui Newton 
78, 80 
longitudinală 
a electronului, 93 - 
a protonului, 92 
a sarcinii, 394-—396 
în mișcarea circulară, 63—65 
149— ]52 
a Pămîntului considerat un 
corp rigid, 127 
relativistă, 394--398 
în sisteme în rotaţie, 149-— 152 
a Soarelui considerat ca un 
corp rigid, 127—128 
transversală, 93, 397—398 
unghiulară, 216 
Accelerometru, 133 
Acid clorhidric, 315—316 
dezoxiribcnucleic (AIDN). 22, 
24 25 
fluorhidric, 815—316 
Adams, ]. C., 193 
Adîncimea de pătrundere, 329 
ADN (acid dezoxiribonucleic), 22. 
24—-25 
Agent extern, 161--162. 170 
Alternativ. cîmp electric, 113-- 114 
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Amortizare, critică, 242. 2*0 
forță de, 239—245, 251-262 
Amortizate, oscilaţii armonice. 242— 

245, 251—262 

Amper, 87 

Amplitudine, 227, 231, 232 

Anarmonic, oscilator, 249—251 

An-lumină, 22, 31, 34 

Antiproton, 405 
pragul de producere, 405 

Aparatul cu roată dințată (Fizeau) 

327--328 

Aproximația impulsului, 423 

Aria: elipsei, 307, 309 
paralelogramului, 56 

Armonica a treia, 25! 

Armonică, frecvență, 250--251 
mișcare în jurul poziţiei de echi- 
libru, 236 

ARN, 22 

ascensor în cădere liberă, 134—135 

Astronomică, unitate (UA), 310 

Atomul de hidrogen, 381 

Atracția gravitațională, 23. 84--385. 

292—314 

Avion superscnic, 15! 

Axe:ale elipsei, 307, 309 

ortogcnale, 50, 55 
principale, 281 
în rotaţie, 149, 282 

Balon umplut cu heliu, 123 

Bergstrand, -E. 323, 339 

Bertozzi, W. 340 

Bessel, F. W, 343. 426 

Bevatron, 39 

Bondi, H., 31 

Bradley, James, 324—327 

Brideman, P. W., 131 

c, constanta, 322—323 
viteză limită, 340-—342 


Calea Lactee, 127 
Cal-putere, 189 
Camera cu bule, 97 
Capacitate, 226, 234—236 
Cascadă, transformarea energiei 
într-o, 173 
Cavitate rezonantă, 328 
Cădere, liberă, 134, „169 
Căldură, 177 
Ceasuri, 138—139 
accelerate, 364 
Celula Kerr, 329—33! 
Celule de materie vie, 22—25 
Centrimetru, definiție, 8! 
Centrală, forță, 85, 175—176, 213. 
292 
Centrifugă, forță. 124, 134, 219 
Centripetă, 
acceleraţie, 65, 85, 96, 134, 
151, 219 
forță, 134, 151. 152, 280 
Centru de greutate, 21| 
de percuție, 289 
Ceres, descoperirea, 192 
CERN (Consiliul European pentru 
Cercetări Nucleare), 39, 405 
Cicloidă, 153—154 
Ciclotron, 100—101, 116—i20 
relativist, 399—400 
Ciclotronică, frecvență, 95, 400 
Cinetic, moment, 196, 208—220 
conservarea, 33, 208—220 
Ciocnire 
a atomului și moleculei, 145 
cinematica, 49—50, 202— 204 
dinamica relativistă. 404—405 
elastică, 104, 202—204 
neelastică, 143, 201 
energia în, 401—406 
cu excitație internă, 20| 
cu lipire, 199—200 
a particulelor grele şi uşoare. 
145—146 
relativistă, 379—380 
a particulelor, 102— 104 
Circuit 
LC 234—236 
LCR, 236 
Circulară, orbită, 85—86 
Cîmp electric. 88—89, 91—94. 394— 
898 
alternativ. 113—1l4 
şi magnetic încrucişate, 152— 


155 
transversal, 397 
gravitaţicnal, 80. 82, 124 
magnetic, 89—91., 94—101 
de vectori, 66 
Cîmpuri, 
de forţe, 80 
încrucișate, 152—153 
scalare și vectoriale, 66 
Coeficient, de amortizare. 239, 260) 
de restituire, 222 
Cometa, 386 
presiunea radiației asurra cozii, 


Complex conjugat, 261 
Componente, carteziene, 50—52 
radială și transversală, 62, 304 
transversale ale impulsului, 20! 
Compunerea vitezelor. 140—I41. 
359—362 
Compus, pendul, 277 
Condiţii inițiale, 115 
Conservarea, energiei, 158—159 
energiei și impulsului relativist, 
370—378 
impulsului, 33, 79, 
141—146, 196—197 
momentului cinetic, 33, 210, 214 
Conservative, forţe. 173--179 
Constanta, 
elastică, 170, 226— 228 
lui Planck, 322, 384 
solară, 390 
Contact, forţe de. 80, 105—109 
Contracţia, 
Fitzgerald, 349—351 
Lorentz-Fitzgerald, 350 
lungimii, 349—35! 
Contracţia şi acceleraţia unghiulară, 
216 
Coordonate. 
polare, 75 
sferice, 75 
Coriolis, accelerație, 149—152 
forță, 149—152 
Cap atîrnat de un resort, 226—228 
Corp rigid, 264— 290 
ecuaţiile de mișcare, 264—265 
particule în, 264 
rotatorul biparticulă, 279—280, 
283 
Cosinuşi, directori, SI 
legca, 52 


102—104, 
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Coulomb, unitatea de sarcină, 87, 91 
Curbarea razelor de lumină de către 
Soare, 31—32, 422-423 
Curbilinie, integrală, 175 
Curbura spațiului, 29—30 
Curent alternativ, 234— 236 
Debit volumic, 53 
Dhefazaj, oscilatorul forțat, 246. 
252—257, 262 
lDeflecţia fotonilor, 422—423 
Densitate, 123 
I)eplasarea, Doppler (v. efect Dop- 
pler ; deplasare spre roșu) gra- 
vitațională spre roșu, 421-- 422 
Derivata temporală, 60.—64 
Derivate, 
parţiale, 178—179 
vectoriale, 59—63 
Determinanți, 56 
lDeuteron, 382 
dezintegrarea neutronului, 389 
Dezvoltare, binomială, 74 
în serie, 73, 84, 100 
Taylor, 73 
licke, R. 85, 419 
Diferenţă, de potenţial, 182, 186 
Diferențierea, 71—72 
funcțiilor trigonometrice, 72 
parțială, 178—179 
produsului de vectori, 155 
vectorilor. 59 
Dilatarea. 
termică, 25| 
timpului, 352—359 
lhimensiuni, 82, 86-87, 98 
l)inamica., 
nerelativistă, 78 
particulelor, 78—79 
relativistă, 370—388, 394— 408 
corpului rigid, 264— 286 
Dirac, P. A. M. 25 
Directori, cosinuși, Sl 
Disc circular, 284 
Draconis, stea, 324 
Durbin, R. P., 358 
Dushman, Î.. ,382 
Dynă, 78 
Echilibru, 69. 30 
instabil, 179 
stabil, 179, 236, 30! 
static, 301 
Hchivalenţă, 
dintre masă și energie, 380-- 


440 


384, 391 —392 
principiul lui Einstein 
al, 425 
Eclipsele lui lo, satelitul lui 
Jupiter, 323, 343 
Ecuația, liniară, 24| 
de mișcare, 80, 264-—265 
a planului, 53 
Ecuaţii diferențiale, 114—115. 
257— 262 
Ecuațiile lui Euler, 283--284 
Efectivă, energie potenţială 
centrifugală, 223, 318 
Efectul Cerenkov, 322 
Compton invers, 407, 410 
Doppler longitudinal, 337-340, 
363—364 
relativist, 363-—-364 
transversal, 364 
Mâssbauer, 391 
Zeeman, 46 
Einstein, Albert, 32, 35, 132, 391 
302, 423 
principiul echivalenței, 416— 425 
teoria generală a relativității, 
416— 425 
teoria restrînsă a relativităţii, 
346 364 
Elastică, forţă, 170—171, 226—228 
Electrodinamica, legile, 24.391 — 
392 
Electron (i) 
accelerația, 92-—93 
legat de proten, 22| 
masa, 91 
raza clasică, 300—301 
sarcina, 88 
Electron-volţi (eV), 187 
Electrostatic (ă), forță, 86—87, 292 
potenţial, 182, 186—187 
Elipsă 75, 305—308 
aria, 307 
Emisie, fără recul, 390—391 
Energie, cinetică, 95, 104, 142— 146, 
159--189, 306 
dezordonată, 177 
dimensiune, 163 
a oscilatorului armonic, 237— 238 
și potențială medie, 237—238 
relativistă, 375—386, 396—450 
de rotaţie, 265—286 
conservarea, 104, 159--189 


dezordonată, căldură, 173, 177 
disponibilă în ciocnire, 401—405 
funcția, 166— 167 
gravitațională, 298— 299 
a galaxiei, 298 
a sferei, 299 
a Soarelui, 300 
a stelelor, 317 
de ionizare, 221 
de legătură, 381—383 
a nucleelor, 382— 383 
a oscilatorului armonic, 227—231, 
237— 238, 243—244 
potenţială, 159—165, 170—173, 
177—187, 292—300 
centrifugală, 217—218, 318 
efectivă, 217, 223, 318 
în cîmp electric, 180— 181— 
136 
dependența de 
inversul distanței, 180— 
181, 293 
electrostatică, 181, 186— 
188 
a oscilatorului 
armonic, 227, 231 
de prag, 394, 401—406 
proprie, 298—300 
electrostatică, 300 
gravitațională, 298—300 
relativistă, 375—386, 396— 406 
de repaus, 378 
solară, 383— 384 
stelară, 383— 384 
termică, 173 
transformarea, între forma 
cinetică și potenţială, 170—173 
Estvâs, R, 85, 417—418 
Essen, L., 329 
Eter, 332—333 
Evadare, viteza de, 183— 184 
Excentricitatea (e), 305—310 
Exces sferic, 28 
Excitaţie internă, 142 
Experienţa, lui Cavendish, 85, 416 
Experimentele lui Michelson și Mor- 
ley, 333—337 
Fază, 227, 231—232 
Factor de calitate, 245 
Fermi, E, 35 
Feynman, R. P., 25 
Fictive, forţe, 133—136, 152 


Fizeau, aparatui cu roată dinţată 
al lui, 327— 328 
Focalizare magnetică, 99— 100 
Forțate, oscilaţii armonice, 245, 
251—257, 260—262 
Forță (e) 
de amortizare, 239—245, 25|— 
262 
centrală, 85, 
211, 292 
centrifugă, 124, 134, 217—218 
centripetă, 134, 151, 152, 280 
conservativă, 173—175 
de contact, 80, 105—109 
lui Coulomb, 87, 292 
lui Coriolis, 149—152 
între două corpuri, 176 
elastică,  170—171,  226—228, 
259 
electrică, 86—89, 90—94, 186— 
188 
electrostatică, 80, 86—89 
și energia potențială, 177—179 
externe, 198, 264 
fictivă, 133—136, 152 
de frecare, 105—107, 177, 239— 
240, 275—276 
gravitațională, 82— 86, 127, 161— 
163, 229, 274—276, 278, 292— 
293 
internă, 196—197, 210—211, 264 
invers proporțională cu pătratul 
distanţei, 85, 292—316 
în legea a doua a lui Newton, 
78, 80, 124 
Lorentz, 90—91, 176 
magnetică, 58, 80, 89—90, 95—- 
97, 398—400 
necentrală, 177 
neutron-proton, 293 
relativistă, 387—388 
de rezistență, 206, 258—259 
ascensională, 152 
pe scară, 22| 
unități de, 78 
Foton, 384 
deflecția de către Soare, 31, 422— 
423 


175—177, 210— 


Foucault, pendulul lui, 131, 135— 
136 
Frecare, 105—107, 177, 239—240 
pu 

coeficient de, 107, 290 


Frecvenţă (e), 23, 65, 226—247 
armonică, 250—25!1 
ciclotronică, 98, 400 
fundamentală, 251 
de girație, 95, 98, 400 
impusă (a forței externe), 251— 
255 


unghiulară, 65, 232—233 
de vibraţie, 315 
Funcţia energie, 166—167 
exponențială, 72—73 
Fundamentală, frecvență, 251 
lungime, 301 
8, 82—84 
corecția centrifugală la 
valorile lui, 126 
Galaxie, (i) 
diametru, 219 
energie gravitațională, 298 
formă, 217—218 
masă, 219 
mișcarea în, 317 
rotația, 343 
viteză, 339—340 
Galilean (ă) invarianță, 122, 137— 
143, 196 
sistem de referință, 137— 144 
transformare, 137—143 
Galileo Galilei, 129—130 
Galle, ]. G., 193 
Gaură, neagră, 422, 427 
Gauss, C. F., 28, 29, 192, 193 
Gauss, unitatea de cîmp magnetic, 
90, 91 
Găleata rotitoare, 131—132 
Genetică, molecula ADN în, 24 
Geodimetru, 361 
Geometrie, 26—683 
analitică, formule, 75 
euclidiană, 26—32, 45 
Ghidaj inerţial, 264 
Gibbs, J. W., 35, 45 
Giroscop, 264, 284—287 
Gram, definiție, 81 
Gravitaţie universală, 84—86 
Gravitaţional (ă), 
cîmp, 80, 82, 124 
uniform, 82—84, 175, 
deplasare spre roşu, 421 —422 
masă, 85, 416—422 
a fotonilor, 419—422 
potenţial, 180—185, 293—302 
Greenstein, ]. L., 427 
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Grupul local, 127 
Hadamard, ]., 326 
Hamiltonian, 167 
Havens, W. W. ]r., 358 
Hayes, T. L., 4i 
HCL (acid clorhidric), 315—316 
Heaviside. O, 45 
Heliu, 383 
Hertz (unitate), 23, 233 
HF (acid fluorhidric), 315—316 
Hidrogen, arderea, 383 
Hiperbolă, 75, 214, 305—306 
Imponderabilitate, 135, 425 
Impuls, 
conservarea, 79, 102—105, 
141—146, 196, 370—374 
fotonului, 385 
relativist, 370—374, 394— 400 
total pentru un sistem de 
particule, 196 
transversal, 201 
Impulsul forței, 159—160 
Inductanța, 226, 234—236 
Inertă, masă, 85, 416—419 
Inerţial, sistem de referință, 122— 
141, 208, 33t4—333, 
Inerţie (v. Moment de inerție) 
Intensitatea cîmpului electric (E), 
88—91 
Integrală curbilinie, 175 
de drum, 175 
Interferometru, 333—336 
Intern, momentul forței, 210—211, 
264 
Invarianță, 32, 70, 158 
galileană, 140—141 
Lorentz, 348 
la rotații, 33, 215—216 
la translaţii, 33 
a vitezei luminii (0), 337 
Invarianţi, 65, 348, 377 
Io, eclipsele lui, 323, 343 
loni de mare viteză, 117—119 
Ives, H. E., 363 
Izotropia spaţiului, 346 
Imprăștiere, unghi de, 202—204 
Joule, 16! 
Jupiter, eclipsarea lui lo de către 
323, 343 
Kilogram, definiția, 8! 
Klein, F., 264 
Krotkov, R., 85, 419 


Laboratorul Naţional de la Brook- 
haven, 39 
Lagrangean, 167 
Lanţul în cădere, 207—208 
Larmor, J]., 348 
Lawrence, E. O., 117—119 
LC, circuit, 234—236 
LCR, circuit, 236 
Lege (i) 
ascciativă, 46 
de conservare, 158—194, 196— 
224, 370—374 
a lui Coulomb, 86—87 
ale electrodinamicii, 24 
fizice, 23—24 
ale fizicii, 23—24, 140, 246 
gravitaţiei a lui Newton, 84—85 
a lui Hooke, 170 
ale lui Kepler, 213, 309—311 
ale mecanicii clasice, 23 
ale mecanicii cuantice, 23 
newtoniene ale mișcării, 32, 78— 
80, 122, 416 
a lui Stokes. 240 
Le Verrier, U. J]. ]., 193 
Limită, viteză, 340—342 
Livingston, M. S$., 117—119 
Loar, H. H., 358 
Longitudinal (ă), 
accelerație, 92 
efect Doppler, 363—364 
Looping-ul, 191 
Lorentz, transformare, 158, 346— 
362, 370—388 
Lucru mecanic, 70, 159, 162, 167— 
"168, 173—177 
dimensiune, 163 
şi energia relativistă, 375 
de-a lungul unui drum închis, 
173— 177 
unități, 161 
în unitatea de timp, 53 
Lumina, 
drumul curbat, al, 31 —32, 422—423 
Soarelui, 385 
viteza, 91, 322—342, 346—347 
Lungime 
contracția pe direcţia vitezei 
relative, 349— 350 
gravitațională, 421 
perpendiculară pe direcția 
vitezei relative, 352 
proprie, 349 


în transformarea  galileană, 
137— 140 
Magnetic, 
cîmp, 89—91, 94--96, 99—101, 
118, 175, 398—400 
și electric, cîmpuri încrucişate, 
152—155 
forță, 58, 89—91, 94——96, 99 
101, 
Marea, pe Pămînt, 318 
Marte, 41, 42 
Masa, 78, 80, 81 
electronului, 9I 
fotonului, 419— 423 
gravitațională, 85, 416— 420 
inertă, 85, 416—420 
Pămîntului, 22 
protonului, 91 
redusă, 312—315 
relativistă, 374, 
de repaus, 374, 377 
nulă, 384— 396 
Soarelui, 22 
unități, de, 8! 
Masă — energie, echivalență, 381— 
384, 391 
Mașina lui Atwood, 104, 190 
Maxwell, ]. C., 332 
Mărimea (modulul) unui vector, 
44, 46, 51, 65—66 
McDonald, D. F., 323 
McMillan, E. M., 411 
McVitties, G. C., 339 
Mecanica clasică, 23 
cuantică, legile, 23, 167 
statistică, 23 
Mediu dispersiv, 322 
refractiv, 321 
Mercur, orbita lui, 32, 424 
Metru, definiția, 8I 
Mezoni, 
4, 365 
ze, 358 
pt, 558 
m0, 402 
Michelson, A. A., 327, 333, 343 
Mingea atîrnată de sfoară, 222 
Mixt, produs vectorial, 57 
Mișcare armonică simplă, 236 
circulară, 63—65, 85—386, 95, 
305— 306 
Moleculă biatomică, 315 
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Moment cinetic (7), 196, 208—220, 
264-290, 313 
în raport cu centrul de masă,21 | — 
212, 267-—-268 
conservarea, 33, 208—220 
în sistemul solar, 219-—220 
de spin, 212 
vectorul, 279—280 
Momentul forței, 58, 70, 196, 208— 
212, 264—290 
în raport cu centrul de masă, 276 
” datorat forței gravitaționale, 211 
intern, 201—211 
de rotaţie, 280, 284 
Momentul de inerție, 266—271, 281 
al barei, 260 
al discului, 270 
al inelului, 269 
al plăcii, 270 
al sferei, 271, 287 
al triunghiului, 288 
Morley, E. W., 333 
Mulligan, J. F., 323 
Neelastică, ciocnire, 103, 142—144 
Neinerțial, sistem de referință, 133— 
136 
Neptun, descoperirea, 29, 193 
momentul cinetic, 219— 220 
Neutrino, 346, 358, 365, 383 
Newkirk, Gordon, 31 
Newton, exemplul cu găleata 
rotitoare, 131—132 
pendulul, 417, 427 
Newton (unitate), 78 
Nivelele energetice ale pozitroniului 
314 
Note matematice, 71-—76, 114—116, 
257-262 
Nove, 344 
Numere complexe, 260—262 
Oglinda rotitoare a lui Foucault, 
327-329 
Orbite, circulare, 63—65, 85—86. 
307— 308 
ccuaţia şi excentricitatea, 302- 
310 
ale planetelor, 310 
Ordine ciclică (permutări). 57 
Originea elementelor, 384 
Oscilator, 226-—262 
amortizat. 241 — 245, 2Â1-..252 
anar.nonic, 249-—-251 
armonic, 179. 226- 2602, 315 
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absorbția puterii, 254—256 
amortizat, 241-.-243, 251 — 
256, 260 

disiparea puterii, 243— 245 
energia, 227—231, 237— 


238, 243—244 
forțat, 245—246, 251—256 
260,— 262 


critic amortizat, 260 
forţat, 245— 246, 251-—-257, 260 
262 
ultraamortizat, 260 
Parabolă. 75, 83, 305, 306, 309 
Paradoxul gemenilor 359— 360 
Paralaxa, 29, 33 
stelelor, 343 
trigonometrică, 29 
Paralelipiped, volumul, 57, 69 
Paralelogram, aria, 56 
Parsec, 34, 310 
Particule 
accelerarea, 64 
ciocnirea, 102— 104 
în corpul rigid, 264-—265 
elementare, 158, 287 
în interacție, 196-—197 
încărcate 
în cîmp electric 
constant, 91—93, 394— 398 
în cîmp electric uniform 
alternativ, 113—114 
în cîmp magnetic, 94—101, 
398— 400 
cu masă de repaus, nulă, 384— 
386 
orbita, 302—314 
din razele cosmice, 389 
timpul de viață, 358 
viteza, 60 
Pământul, centru de forțe, 85—86 
date despre, 310 
forma elipsoidală, 126 
sistem de referință, 125--126 
sistem de referinţă neinerțial, 
105—106, 135—136, 149—152, 
Ala ă 
Pătură sferică, energia potenţială, 
293-- 296 
Pendul. 228— 234 
cu amplitudine mare, 25! 
compus, 277 
efecte neliniare, 249— 251, 
Foucault. 135 -136 


Newton, 417, 427 
reversibil, 289 
Pereche electron-pozitron, 314, 401 
Periheliul lui Mercur, precesia, 32, 
424 
Perioadă, 65 
a oscilatorului, 227—236 
a planetelor, 310—311 
a sateliților, 86 
Perpetuum-mobile, 158 
Perturbaţie, 250 
Piazzi, G., 192—193 
Pioni, 358, 402 
Plan înclinat, 107, 273 
Planete 
descoperirea, 29, 192—193 
momentul cinetic, 219—220, 264 
orbitele, 310—311 
legile lui Kepler, 213, 309—31! 
perioadele, 310—311 
Pluton, descoperirea, 29 
Potențial, 182—183 
electrostatic, 180—183, 186—188 
gravitațional, 180— 181, 183— 186, 
292— 297 
Pound, R. V., 420 
Pozitron, 314, 401 
Pozitroniu, 314 
Prag, energia de, 304, 401—405 
a antiprotonului, 405—406 
Precesia, giroscopului, 286 
periheliului lui Mercur, 32, 424 
Presiunea radiației, 385—386 
Principale, axe, 282—283 
Principiul, 
lui Arhimede, 248 
lui Mach, 132 
superpoziției, 247 
Problema, 
unui corp (din problema 
celor două corpuri), 311—316 
celor două corpuri, 3ll—315 
lui Kepler, 302—307 
Produs mixt, 57 
scalar, 49—54, 67, 68 
vectorial, 55—59, 88—89, 94 
Proiectil, 82—84, 185—186 
Propriu, timp 352—359, 373 
Proton, 87, 92, 99, 186—187, 405-- 
406 
în cîmpuri electrice şi magnetce 
încrucișate, 152—153 


ciocnindu-se de un nucleu greu, 
214—215 
Pseudoforță, 133 
Psihologia invenţiei, 326 
Pulsație, 232 
Puncte de întoarcere, 179, 231 
Putere, 188—189 
absorbită, oscilatorul armonic, 
246, 254—256, 262 
disipată, oscilatorul armonic, 
243 — 244 
Rachetă (v. vehicul spaţial), 223 
Radiani, 34, 72 
pe secundă, 63—64 
Radiaţie, presiunea, 385—386 
Raza 
ciclotronică, 96, 400 
electronului, 300—301 
de girație, 96, 99, 400 
Pămîntului, 22 
Universului, 22, 340 
Raze gamma, 390—391, 401—404 
reculul pe, 390—391 
Răspuns liniar, 226, 247 
Reacţii, chimice, 114 
nucleare, 381—384 
Rebka, G. A. Jr, 420 
Redusă, masa, 312—315 
Referinţă, sistem de, 122—155 
accelerat, 122—124, 133—136 
a] centrului de masă, 144, 200 
401 
galilean, 126, 131, 137—143 
inerţial, 122—131 
neinerțial, 133—136 
în rotaţie, 134, 149—152 
transformarea, 137— 141, 346-— 
848 
Regula 
paralelogramului, 46 
burghiului (drept), 55 
Relativist (ă), 
accelerație, 394— 400 
ciclotron, 398— 400 
dinamică, 370—41l] 
energie, 375—378 
impuls, 370—375 
masă, 374—375 
Relativitate 
teoria generală, 32, 416—425 
teoria restrinsă, 23, 137, 139, 
346—425 
Repaus, masă de, 374—375 
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Resort. 171, 226 - 228 
comprimat, 381 
Restituire, coeficient de. 222 
Reversibil, pendul. 289 
Rezistență, 236 
forță de, 258 
Rezonanță, 246, 255, 262 
Roemer O. ,323 
Roll, P. G., 85, 419 
Rostogolire fără alunecare, 273—276 
Rotaţie 
în raport cu axe fixe, 279 
-a corpului rigid, 264—290 
energia cinetică de, 265, 267, 274 
finită, 48 
a galaxiilor, 343 
invarianță, la, 215—216 
Săuhs, M., 398 
Sadeh, D., 362 
Sarcina 
constanța, 388 
electrică, 86.-—-87 
elementară. 87 
Sateliți, 
deceleraţia, 205 
momentul cinetic, 220 
pe orbită, 85—86, 190 
perioada, 85—86 
viteza, 205 
Scalar, 46 
cîmp, 66 
multiplicarea cu. 46 
Scară, forțe pe, 22| 
Sepii, |. [., 422 
Schimbarea unghiului în relativi- 
tatea restrînsă, 365 
Schwarzschild, K., 29 
Secunda, definiţie, 8! 
Secţiune conică, 305 
Selector, de viteze. 153 
Semiaxa mare și semiaxa mică a 
elipsei, 307, 309 
Serie, dezvoltare în, 73 
Serpukhov (accelerator), 39, 400 
Sferă. energia proprie gravitaţio- 
nală. 298—300 
Sipiro, 1. [.. 423 
Simetrie. 158, 281 
Simplu. pendul, 228--230 
Simultaneitate, :549—351 
Sincronizare, 354—357 
Sincrotron, 412--413 
Sinuşi. teorema, 58 
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Sirius, 33 
Sistem (e) de coordonate, 46, 55, 
75, 137—139, 335 
cartezian, 51, 55 
drept, 55 
în rotaţie, 122— 128. 134, 149— 
152, 282 
Sistem cu masă variabilă. 205—207 
Sisteme de referinţă, 122— 142. 335 
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